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Arbeitsgemeinscha~t Geyer-»arder über

4-Mannigfaltigkeiten

7.10. bis 1).10.1984

Die Tagun~ fand un~er der Leitung von Herrn Kreck (Main~) und Herrn Singhof

(Köln) statt. Ziel war es, einen auch für nicht-Spezialisten verst~nd~~~hen

Uberbl ick üb~r die aufsehenerregenden Erge~nisse von M. ,Fre~dman und S.

Donaldson und ihre Anwendung auf exot~sche m4·s zu geben.

Um die Resultate in Dimension 4 einschätzen zu können, wurde zunächst über

die Klassifikation differenzierbarer Strukturen in höheren Dimensionen und

über den Beweis des wichtigsten Werkzeuges, des h-Kobordismussatzes~ berlch-
'.,

tet. Daran wurde erläutert; welche spezifischen Probleme in der Dimension 4

auftreten, insbesondere welche· Rolle der Whitney Trick spielt. Nach der Vor­

stellung "klassische ll Resultate in Dimension 4 wurd~ dann der für Freedmans

Arbeit grundlegende "Apparat der Casson Henkel vorgestellt. Wir haben~anschlies­

send einen Bericht übet den technisch sehr komplizierten Beweis' von Freedmans

Hauptresultat gehört, daß ein Cassan Henkel homöomorph zum Standardhenkel

ist. Mit Hilfe dieses Resultate~ ist es möglich, die Methoden aus den näheren

Dimensionen auf. die topologische Klassifikation 1-zusammenhängend~r'4~Mannig­

faltigkeiten auszudehnen.

Der zweite Teil der Tagung beschäftigte sich mit dem Satz von S. Donaidson,

der besagt, daß wenn die Schnittfonm einer differenzierbaren 4-Mannigfaltig-
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keit positiv definit ist, es sich um die standard Euklidische Form han­

delt. Dieses Resultat sollte auf dem Hintergrund von Freedmans Ergebnis

gesehen werden, daß jede unimodulare symmetrische Form durch eine topo­

logische Mannigfaltigkeit realisiert werden kann. Naturgemäß benötigt man

zum Beweis des Satzes von Donaldson analytische Methoden, genauer differen­

tialgeometrisch~. Wir haben zunächst einen Vortrag über die benötigten

differenti~lgeom~trischen Grundlagen gehört. Anschließend haben wir über

den Modulraum der Yanp-Mills Gleichung, insbesondere seine lokale Struk­

tur, berichtet. Der M~dulraum hat i.a. zwei Arten von Singularitäten, das

eine sind Kegel über ap2, das andere sind Singularitäten, die generisch

durch Störung verschwinden. Darüber und über die Orientierbarkeit des

Modulraumes wurde berichtet. Der technisch aufwendigste Teil von' Donaldsons

Beweis ist die Kompaktifizierung des Modulraums durch die zugrundeliegende

4-Mannigfaltigkeit.

Schließlich haben wir einen Vortrag über exotis~he m4·s gehört~

Zum Abschluß der Tagung wurde di~ folgende Liste von offenen Problemen

vor~este 11 t:

1.) Gibt es auf m4 überabzählbar viele exotische Strukturen?·

Gerüchteweise hat Gompf gezeigt, daß es unendlich viel~ Strukturen gibt.

Ferner haben Freedman ~nd Taylor gezeigt, daß es einen universellen exo­

tischen m4 gibt, der jeden exotischen m4 als offene Untermannigfaltigkeit

enthält.

2.) Sei M 1~zusammenhängend und kompakt. Gibt es einen universellen exo­

tischen M- {p} ? Das obige Resultat von Freedman und Taylor löst dieses

Problem für M= S4.

•
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3.) Welche unimodularen symmetrischen Fonmen sind Schnittformen von

1-zusamrnenhängenden differenzierbaren 4-Mannigfaltikeiten?

Donaldson hat angekündigt. daß 2 m ES ~ 2 (~J) nicht realisiert wer­

den kann.

4.) R. Stern ·vermutet: Jede Schnittform einer 1-zusamrnenhängenden kompak-

ten differenzIerbaren 4-Mannigfaltigkeit ist orthogonale Summe von t Schnitt­

formen algebraischer.Flächen.

·5.) Gibt es exotische Strukturen auf kompakten 1~zusammenhängenden 4­

Mannigfaltigkei ten? Man weiß aus Freedmans Satz und klassischersurgery _,

Theorie, daß es viele Beispiele von nicht einfach-zusammenhängenden 4­

Mannigfaltigkeiten ~ibt~· die eine exotisch~ Struktur besitzen, z.B..mp4.

Was ist mit der universellen Oberlagerung?

6.) Freedmans Theorie fOr 4-Mannigfaltigkeiten mit nicht poly/zyklischer

Fun~amentalgruppe (in dem Fall haben Freedman und Quinn die entsprechen~

den Sätze bewiese~.

T.) Sind kompakte topologische 4-Mannigfaltigkeiten triangulierbar (reell

algebraisch, ~ipschJtz)? Wenn ja, ist die 3-dimensionale Poincar~ Ver­

mutung falsch.

8.) Klassif~ziere die C~sson Henkel. Insbesonder~ ist der Cassan Hehk~l .

mit einem kink in jeder Etage standard?

9.) Welche Elemente von 1J2{M4) la~sen sich :d.~rch tapalogische zahme Ei.;'­

bettung 52 - M repräsentieren. Speziell; Erzeuger der Chern Manni"gfa Itig­

ke~t eh. Wenn ja, ist reguläre Umgebung kein BOndeI.
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Wir geben nun anschließend- das Programm der Tagung und die Namen der Vor­
tragenden sowie eine Literaturübersicht wieder.

Pro 9 r a mm

Die ersten 3 Vorträge berichten über die entsprechenden höher-dimensionalen
Sätze und über grundlegende Resultate der 4-dimensionalen Topologie, die
schon länger bekannt sind.

1. Vortrag: Differenzierbare Strukturen auf höher-dimensionalen Mannigfaltig­
kei ten. (R. Stöcker, Bochum)

Formulierung des h-Kobordismussatzes und Anwendung auf Poincar~ Vermutung
in dirn ~ 5 [Mi 1 1, § 9, Milnors Beispiele von 7-dimensionalen-exotischen
Sphären . [ Mi 2.] , formulierung des Satzes von Kirby und Si~benmann über
Klassifikation von srnoothings [Ki, Si],IV,§ 10 (wir betrachten nur den Fall
CAT = Di ff), der entsprechende Satz für offene 4-Mannigfal tigkei ten [Si 1 ] ,
Theorem 4.4.

2. Vortrag: Henkelzerlegung und der h-Kobordismussatz in höheren Dimen­
sionen. (D. Siersma, Utrecht)

,

Es sollen die grundlegenden Begriffe über Henkelkörper eingeführt werden, •
die wichtigsten Schritte des Beweises des h-Kobordisrnussatzes skizziert werde
und erläutert werden, daß alle Schritte des Beweises in [Mi 1 ] auch für
dirn 4 funkti?ni~ren außer de~ Whitney Trick [Mi 1, §.6 ] • Es soll skizziert
werden, welche Information man in dirn 4 benötigen würde, um den Beweis durchzu­
führen (1 Fr, § 10 ] , [Ca, Lec.t IiI] . oder [Si Z' Einführung] ).
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3. Vortrag: Ältere Resultate über 4-Mannigfaltigkeiten und quadratisch~

Formen. (N. Kl ingen, Köl n)

Realisierungsproblem von quadratischen Formen als Schnittformen von ein-
'fach-zusammenhängenden 4-Mannigfaltigkeiten [Ma, § 1.2] , Satz von Rohlin
(ein Beweis, z.B. der in [Ma, § 1~~, S. 27] skizzierte sollte vorgeführt
werden), nicht Approximierbarkeit von gewissen Abb~ldungen S2~ M4

durch differenzierbare Einbettungen [ K.M.] , Bericht über Klassifika­
tion der kompakten einfach-zusammenhängendery 4-Mannigfaltigkeiten bis auf
h -Kobordismus (z.8. [Ma, § .1.1 ] ).

e
Die nächsten dr~~ vortr~ge entwickeln die Theorie der Casson-Henkel. Bei
Bedarf können wir den Vortragenden den Artikel [Ca] zuschicken.

4. Vortrag: Henkelkörperbeschreibung von 4-Mannigfaltigkeiten (Th. Bräcker, Regens-
burg) .

Was wi~ brauchen steht in [ Fr,§ 2 ] knapp zusammengefaßt. Etwas ausführ-
licher steht es in [ Ma, § 3.1] oder in der i~ diesen Arbeiten zitier~

ten Lit~rat~r. Ziel des Vortrages müßte sein, durch viele Bilder an diese
bei Freedman. ben~t~te Beschrejb~ngsweise zu gewöhnen und den Kirby calcu-
Jus zu erläutern, soweit es in [Fr] (wi,e dort in § 2 erläutert) ge-
braucht wird.

•

5. Vortrag: Definition von Kinky- und Cassan Henkeln. Cassons Finger
Lemma. (K. Jän i eh, Regensburg )

Bericht über den Rest von [Fr,' § 2]. und Beweis von [·Fr, Lemma 3.1 ]
und, je nach Zeit, Lemma 10.1 in [Fr] (wird beim Beweis des h-Kobor­
di smussatzes benötigt). Zur 1 i'teratur verg lei che auch [Ca] oder [ Ma ]

6. Vortrag: Existenz von Casson Henkeln in 4-Mannigfaltigkeiten (M. ~ost, Regensburg)

Beweis von .[ Fr, Theorem 3.1] (s iehe auch [ ca'j -oder [Ma] für ·aus-
führliche Beweise).

Die nächsten beiden Vorträge sollen eine Skizze des Beweises des tech­
nischen Hauptresultats von Freedman: "Ein Cassan Henkel ist homöomorph
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zum Standardhenkel ll darstellen. Diese beiden Vorträge"müßten von den Re­
ferenten aufeinander abgestimmt werden. Eine mögliche Aufteilung wäre in
eine nbersicht Ober die Teile, die mit Bing Topologie zu tun haben, und
den Rest.

7. + 8. Vortrag: Beweisskizie von Freedmans Satz: CH~ H. (L. Siebenmann, Orsay).

9. Vortrag: Anwendungen auf kompakte 4-Mannigfaltigkeiten. (5. Stolz, Mainz)

Das wichtigste Hilfsmittel fOr Anwendungen ist-der h-Kobordismussatz. Nach
den Vorbereitungen des 2. Vortrags folgt unter Verwendung des verallgemei-

, nertefi Finger Lemmas [Fr. Lemma 10.1] und des Hauptresultats von Freedman,
daß ein kompakter differenzierbarer h-Kobordismus zwischen einfach-zusammen­
hängenden 4-Mannigfaltigkeiten homöomorph zum Produkt ist.[ F~, Theorem 10.2].
Der deutlich schwierigere Satz fürnicht kompakte Mannigfaltigkeiten [ Fr,
Theorem 10.3]soI1 formuliert werden. Dies sollte knapp erläutert werden.

Die Verallgemeinerung auf topologisch~ 4-Mannigfaltigkeiten (jede solche
hat eine fast~differenzierbare Struktur [Qu])soI1te formuliert werden.
Die·~~uptzeit des Vortrages sollte für Anwendun~en verwendet werden, die
(einschließlich der Poincar~ Vermutung) in [Fr, § 1] enthalten sind. Je
nach Zeit könnte noch über die Anwendungen auf exotische Strukturen von
kompakten nicht einfach-zusammenhängenden 4-Mannigfaltigkeiten b~richtet

werden [Kr1, Kr2 ] .

In den folgenden 4 Vorträgen soll der Satz von Donaldson behandelt werden."

10. Vortrag: Selbst-Dualität in der 4-dimensionalen Rfemannschen Geometrie.
(Ch. Deninger, Regensburg)

Zunächst soll der formale Aufbau des Beweises von Donaldson kurz erläutert
werden ( [00] ,I. 2.). Daran schli,eßt sich eine Einführu~g der grundlegenden
differentialgeometrischen Begriffe an: Selbst-duale Zusammenhänge auf Prin­
zipalbündeln über 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und die Gruppe der
Eichtransformationen. Diese Begriffe sollen an zwei wichtigen Spezialfällen
erläutert werden:

1) U(1)-Bündel über beliebigen 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten.(Leicht)

2) SU(2)-Bündel über S4 mit der Chern-Klasse -1.(Bericht)

Dieses Beispiel liefert das Muster für den gesamten Donaldsonschen Be~

weis.

\.
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Literatur:([Do] ~ I. 3., I. 4, der erste und der letzte Abschnitt von
I. 5, mit eventueller Ergänzung durch die entsprechenden Teile von
[ AHS]).

11. ,Vortr-ag: Der Modulraum. (U. Stuhler, Wuppertal)

Unter IIModulr:-aum" ist hierbei das folgende zu verstehen: Auf einer 4-Mannig­
faltigkeit mit positiv definiter Sc~nittfonm.betrachteman ,eine Riemann­
sche M~trik uri'd das SU(2)-Bündel mit ehern-Klasse -4 .sei 111 die Menge der

"selbst-dualen Zusammenhänge und ~ die Gruppe ~er Eichtransfonmationen.
Wir- nenn'en .. '~:iJz/oj den Modulraum. Die lokale Struktur von _wird unter­
sucht; dabei muß unterschieden werden, ob man in der Umgebung eines reduzi­
blen uder einesirr~duziblen Zusammenhangs ist. Das wichtigste Hilfsmittel
bei dieser Untersuchung ist der Indexsatz von Atiyah-Singer~ Literatur:
( [ 00 ] , I I .. :~ .- I.I. 2!)

12. Vortrag: 'Der' gestörte Modu 1raum un'd seine Orientierba'rkei t. (T. tom Di eck,
Göttingen)

Im all gerne i nen wird der f'4odu 1raum ke i ne 5-d i mens iona 1e Manni gfalt i gke i t
(mit singuralitäte~') sei~. Um in eine generIsche Situation zu komm~n~, 'in
der dies der Fall ist, muß man eine klei'ne Störung' a an den Selbst-Oua-'
litäts~Gleichungen anbringen und wird dann zu- einem gestörten'Modulraum·
.n. geführt. Der reguläre 'Anteil von 11f ist eine orientierbare 5-dimens-iona­
le Ma~nigfaltigkeit. Literatur: '([po] ,11.3 und 1,14.)

13. Vortrag: bi~ Kompaktifizieru~~ des gestörten Modulraumes. (E. Vogt, Berlin).

In diesem Vortr~g soll ~er Abschnitt 111 von [,00] behandelt werden. Er nimmt
etwa die Hälfte von Donaidsans Arbeit ein und ist technisch kompliziert. Da

• die 'Hoffn'u'ng~' besteht, :daß Modi fikationen de~ Beweisgangs hier zu wesentl ichen
Erleichterungen führen, sollte der Vortragende nicht zu sehr auf die Details
eingehen., Je'denfalls 1'st'.dies der, Beweisteil , der sich entscheidend auf die
tiefliegenden analytischen Resultate von Uhlenbeck und Taubes stUtzt.

Der letzte Vortrag soll die Anwendung der Resultate von Freedman und Donaldson
auf exotische m4ts beschreiben.
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14. Vortrag: Exotische m4l s. (K. Wirthmüller, Regensburg)

Es so 11 über [Go] berichtet werden.

Li teratur

[A.H.S.J Atiyah-Hitchin-Singer: Self duality in four-dimensional Riemann
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LQuJ Quinn: Ends of maps 111, J. Oiff. Geom. (1983)

tSi l ] Si~benmann: Topological manifolds, Proc. lot. Con. Nizza (1971)

133-163

tSi 2] Siebenmann: Amorces de la chirurgie en dimension quatre: un S3 x R

exotique. Sem. Bourbaki (1978/79), ~36, 1-25

[Si 3] Siebenmann: La conjecture de Poincare topologique en dimension 4,
Sem. Bourbaki (1981/82),588, 1-30

Außerdem sind inzwischen erschienen:

M. Freedman - F. Quinn: The topolo~y of 4-manifolds. Preprint 1984.

D. Freed - K. Uhlenbeck: Instantons and 4-manifolds. Berkeley lecture notes,
Springer 1984.

Berichterstatter: M. Kreck und W. Singhof
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