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. .

lerne, die unte~ der Leitung'von E. ~einz (Göttingen) ~nd S. Hilde-

brandt (Mainz) im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach

durchgef'Uhrt wurde, diente dem Z.weck, einerseits neuere Ergebnis­

se aus der allg.emei~enTheorie zu besprecpen und andererseits die-
...... _----...... .

se Theorie auf die Probleme der, lVIinimalflächen' (Plateausches Pro};>-

lern) und der Flächen konstante~,mittlererKrümmung anzuwen~en.

In der allgemeinen Theorie stützte man sich dabei insbesondere auf

die Arbeiten von C. B. Morrey (vgl~ dessen Buch: Mu.ltiple Integrals

in the Calculus of Variations), während man bei der B~handlurig des

Plateaus,chen Problems zum Teil. ältere Arbeiten von R. Courant..

M. Morse und C. To~pkins (nach CauraIl:ts Buch: Dirichlet.' s C om- .

formal Mapping" and Minimal Surfaces)" zum ~nderen aber neue Re'­

sultate von E. Heinz und S. Hildebrandt aus den letzten Jahren qeran-
.!. .

zc;>g. Im ganzen wurden acht Vortr~ge gehalten. Die Teilnehmer stell-

ten eine ~iste von offenen Problemen aus dem abgehandelte~Prob­

lemkreis zusammen; die am Ende dieses Be~ichtes zu finden ist.

Die Vorträge lassen sich in vier Problemkreise gliedern ~ .

In ·den beiden ,ersten Vorträgen referierten F. Tomi und E. Heinz.

über die Lösung des verallgemeinerten Plateausehen Problems für

't
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Flächen konstanter mittlerer Krümmung. (E. Heinz.. Math.Ann.127

(1954) und H. Werner, Math.Ann. 133 (1957». F. Tomi widmete

sich der "Lösung· des Dirichletschen Problems für die nichtlineare

Differentialgleichung lJr ~ 2 H (ru x tvL und~. Heinz benutzte diese

Ergebnisse, um das Plateausche Problem für Flächen konstanter

mittlerer Krümmung zu lösen.

Zwei weitere Vorträge waren der Theorie der "instabilen Minimal­

flächen ge~idmet.· Dabei referierte E. Heinzüber die Courantsche

.Methode zur Behandlung inst~biler 'Minimalflächen "mi~ polygonaler

Be~andung und konnte zeigen, daß eine Übertragung dieser 'Methode

auf instabile Flächen konstantermittlere:r Krümmung möglich ist.

W. Jaeger behandelte die inßtabilen Mini~alflächet:tniif Hilfe der "

von M. Morse und C. Tompkins. (Ann. of Math. ·4'0 (1939) entwickel-"

teil Methode •.

s. Hildebrandt widmete sich in einem Vortrag allgem~inen'Regu~ari­

tätssätzen für schwache Lösungen reg1:l1ärer -zweidimensionaler V~ria-',

tionsprobleme. S. Hildebrandt konnte zeigen, daß 'sich s~ine eigen~n - .

Regularitätssätze für- das Randverhalten von Mil)imalflächen auf Flä~. "

ehen konstanter mittlerer ~rümmung-üb~rtra"genlassen.

In den beiden let~tenVorträgen referierten F. P. Harth ~nd K·. Gold-'

horn- über die Lösung' des Plateaus ehen Problems ·in Riemannschen

Manz:tigfaltigkei~en. Dab~i demonstrierte F. P .• Hatth den von C. B.

Morrey angegebenen Beweis des Satzes von Lichtenstein über die

konf~rmeAbbifdung/von Flächen. Diesen Satz benu~zt"e K. Göldhorn

im letzten Vortrag~ um die Existenz einer Läsung"·des Plateausehen

~r'~blems für.Fläche~In Riemannschen Mannigfaltigkeiten zu"bewei-

sen·.
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•

TOMI, F:'.: Das Dirichletsche Problem für die G leichu:ng

6 r = 2 H ( r ·X r ) .
u v

Nach E. Heinz ("Über die Existenz elner Fläche konstanter 'mitt1e- .

~er Krümmung bei vorgegebener Berandung ll
, _ Math. Ann. 127 (1954))'

und H. Werner ("Das Problem von DO\lglas für Flächen konstanter·

mittlerer Krümmung", Math. Ann. t33 (195.7)) w~rden.Bedingu~gen

angegeben... unter de,nen das Dirichletproblem für das nichtlineare

System 6 r = 2H (r x r ) lösbar ist. Dem· Beweis- war die Leray-. u v . . .
Schaudersehe Theorie des Abbilduhgsgrades zugrunde gelegt.

HEINZ, E.: Lösung 'des ve"rallgemeinerten Plateausehen Problems

für Flächen konstanter mittlerer Krümmung

(Literatur: E. Heinz,· Math.Ann. 127 (1954)). Sei':r eine re.ktifizier-
.. - 3 . -- '. .

bare J ~rdankurve im IR # die in der Einheitskugel Ir I ~ 1 enthalten
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HEINZ, E.: Instab{le F'iächen ko'nstanter mittlerer 'Krümmung

Es sei '1) ein Polygon im :IR
3

• das in der Einheitskugel I l' I <1

enthalten ist. Außerdem berande Cl3 z'wei verschiedene Flächen

r 1 • l'2' konstanter mittle.rer Krümmung. H mit IH I < 1/2. die iso­

lierte Minima des Funktionals

E(r) = 224JJ (ru + l'v + "3 H (r. r u ' .l'v)) du dv

lwf<l

•

liefern. Dann gibt es eine instabile Fläche r 3 konstanter mittlerer

. Krümmung H. für die E(r
3

) >Max (E(l'l)' ECr2)) gilt. DerSatz

stellt eine Verallgemeinerung eines Resultates von Morse-Tompkiris

und Courant dar. Die Beweismeth'ode schließt sich an das Buch

"Dirichlet' s principle" von R. Courant an.

HILDEBRANDT, 8.: Über das Randv'erha'lten von'Minimalflächen
- .

und Flächen konstanter 'mittlerer Krümmung

Es wurde bewiesen: Ist r eine von einer Jordankurve r' berandete

Minimalfläche, r(u, v) definiert auf .13 = (w =u+iv: 'W J . < 1], 5'0 gilt:
E.f ,. -

;'

.,/ s+a - . CD - .'! W - ...'. -...
r E C (B) bzw. r E C (B) bzw. 'r E C (B), s > 4, 0 < a < 1, wenn

s+~ 00 w
.,.., E C . bzw. T' E C bzw. r' E C .

Letzteres Resultat wurde bereits von H. Lewy (1950) im Falle

,., E Cu,) auf andere W'eise bewiesen, die-anderen Ergebnisse sind

neu. Die Übertragung auf ~lächen konstanter mittlerer Krümmung,

die .
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E(r) =

- 5

I
r 2 2 ~4 "
J f-r + t + -3 H r· (.r x r )} du dv

u v u v
B

zu einem Minimum in der Klasse ft (r.) der yergleichsf~ächenma­

chen, ist ebenfalls gelungen, bis auf efnen Punkt, närrilich"zu zeigen,

daß inf E( a) = irif ~ (a), wobei
aE~rr') aE(S:("") .'

LI
j2 2 .24 .

ti( a) :: {2' r + r - (r · r) + -3 H r· (r X f. )} du dvu v u v· u v
B

ist.

"JÄGER, W.: Instabile "Minimalriächen (nach Morse-T.ompkins).

Sei M ein metrischer, Raum und feine reellwertige Funktion ~uf M.

Die Morse-Th~oriegibt Bedingungen für Mund f an, unte~- de~en.

sich Sätze über die Existenz und den Typ kritischer Punkte' von f ab-
~. . _.--..... . ~, .

leiten lassen. Sei j eine Jordankurve im m. n (n ~ 3). dann läßt sich

ein 'Paar (M, f) finden, so daß die Axiom.e ·von Morse erfüllt sind

und den kritischen Punkten von f Lösungen qes zu 'j gehörigen Pla­

teauschen Problems 'für Minimalf~ächen·entsp~echen'. Aus der Mor'se~

Theorie ergeben sich Aussagen üqer die' Existenz instabiler Mini­

malflächenl die von j berandet werden. (Morse-Tompkins l f\.nn.of

Math. 40 (1939)).

HI.~DEBRANDTJ s.: Differenzierbarkeit schwacher Lösungen zwei­

dimensionaler 'reg~lärerVariationsprobleme

N~ch C. B. Morrey (vgl. IIMultiple integrals in the calcuius of va-
. .....

tiations 11 J Springer 1966) wird gezeigtl daß schwache Lösungen
.. n . 1 N .'

z E H\(G)i· G c m., G beschrä~t, z = (z , ....', z .) = z(x);

x = (x # X )~ von .r, f(x; 'ZI 'V z)d~x ... min unter geeigneten.; aber
G
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ziemlich schwachen Voraussetzungen an den Integranden regulär

sind. Als Beweismittel werden Lichtensteins Differenzehme'thode,

ein "Dirichlet growth theorem", das Hölderstetigkeit liefert.," und

verschiedene.lntegralabsc~ätzungenverwendet.

-RAR TR, F. P. : . Der Satz" von Lichienstein 'Über die konforme Ab-
. .

bildung von Flächen'

Nach C. B. Morrey ("M':11tiple· in~egrals in·the calculus of va.riations",

§ 9.3) wurde gezeigt.. ·daß zu eine'r'regulären Parameterdarstellung.

einer Fläche über einem k-fach zusammenhängenden Gebiet G c:II~?

eine konforme Darstellung de~ Fläche über einem k-fach zusamm~ri­

hängenden Gebiet B existiert; ~s vo~ k. Kreisen berandetwird."

Zum Beweis ··werden im wesentlichen Hilfsmittel und Methoden von

Courant (vgl. ".Dirichletl s principle") verwendet•.

,~ "'--'"

GOLDflORN~.t K.: Das Plateauscne Problem fÜr 'NIinimalflächen

in. Riema'n'ns'c'h'e'n Manrligfaitigkeite"n

Nach C.B. Morrey ("Multiple integra~s in the c~lculus of variations 11,

§ 9 •. 4) wurde gezeigt, daß das ~lateausche Problem fÜ'r k-~ach zu­

sammenhängende Flächen in e~ner ho~ogenen.regulären··~ierriann­

sc}:1en Ma~nigfal~igkeit ~ durch einen Minimalvektor' z "gelöst wird;

der auf dem Abschluß eines k-fach zusammenhängenden Kreisge­

bü~tsB C IR? stetig ist und dieselben Regularitätseigenschaften wie
~l~, .

,,~ie Mannigfaltigkeit !m hat. Der Beweis benutzt Methoden von Cou-

rant.,. Silverman und Regularitätssätz·evon Morr.ey.
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OFFENE FRAGEN

Im Laufe der Diskussion über dieangeschnitte~enFragen wurde ·

folgende Liste von offenen Problem~naus dem abgehandelten ·Prob­

lemkreis zusammenge~tellt(vgl. a~ch ~~n Ergebnisbericht yon

J.C.C. Nitsche.. Bllll.Amer.Math:.Soc. 71 (1965),,195-270):

(1) Übertragung des Beweises von H. Lewy über die Analytizität .

von Minimalflächen b.ei analytischer Berandung auf Flächen kan- .

~tanter mittler~r Krümmung.

(2) Sei r eine Fläche konstaI)t~r mittlerer Krümmung und sei
2 . . , , '

r (z ) f o..Frage: Ist die Einschränkung von . ~ auf, den Kreis
U Q' , " _ .

'B (z)1 r hinreichend klein. eine Fläche.. die das,Funktio'nal
r 0 "

E(~) =
._

r!J·" { a2 + ~ 2 + ! H a.• (a X a )} du dv
u 'V 3 0 u· Y

B (z )
r 0 .

unter allen Flächen a ,it der ßerandung r(o B (z » zu einem
,~ .:.__. . r 0

Minimum macht?

, (3) S.· Sasak~ (Japan.J'. Math~ ~ (1959), 118-125) .bewies folgende

Abschätzung, für die .Verzweigungspunkte einer Minima~läche

"(*) 2rr ~·I-la+ rr [\J
ß

+ Jr IK' du < f "-Pt ds·
Cl ß il' ,.,.

wo K die Gaußsehe Krümmung der Fläche ü•.. -h die' Krümmung·

der Randkurve r ~ I-l
a

die Ordnung der Verzweigungspunkte in .. 0.

B .(= Definitionsbereich der Fläche) und 'V
ß

die Ordnung der

Verzweigungspunkte auf 0 Bist.
..

//'Frage: Gibt es eine ähnliche Formel für Flächen konstanter

mittlerer Krümmung?

(4) Man verschärfe die Formel(*) von Sasaki.,

(5) Man zeige" daß für gewisse Kl~ssenvon Randkurven 1:-' (z. ~'.

,... nicht yerknotet), Minimalflächen b~w. Flächen ~onstanter

mittlerer Krummurig .H existieren" die von r berandet werden"
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2
so daß keine Verzweigungspunkte (d. h. r

u
= 2r = 0) auftreten.

v

·e

(6) T. Rado bewies l daß ~ine Kurve r' I' die eine. sternförmige Pro­

jektion hat l eine Mini.malfläehe ohne Verzweigungspunkte berCl:n- .

det.

Man übertrage den Be~eis von Rado auf Flächen kon~tanter'm~tt­

lerer Krümmung.

(7) Man beweise die Eindeutigkeit bz~. gebe eine Anzahlab'schätzung

fü~ die Lösungen· des Plateausche'n Problems, f~r .Flächen kon-'

stanter mittlerer K:rümmung~ oder wenigstens für Minimalflä-

ehen.

(8) Man beweise die eindeutige Lösbarkeit 'des Dirichletproblems

I

D, r = 2 H (r X r ),' H fest, in Bu 'V

r = ~ auf ~ B (**)

bei beliebigem stetigem ~ mit I~ I <1•. 'IR I< ~. Ir1< 1.
,- ---~"-

("9) 'Frage: G~bt es höchstens zwei Lösungen des, Randwertproblems

(*~~) ?

(10) Man beweise die Exist~nz vo'n zwei Lösungen 'des Problems (**).

(11) Frage: Gibt es allgemeinere Res'ultate zU.den ~robleme~ (8) ­

(10) für allgemeinere Sys,teme?'

(12). Man leite eine isoperimetrische Ungleichung für Fläch,en kon­

stanter , .. m~ttler:er Krümmung her.

,(13) Gilt der Existenzsatz von E. H~inz ~uch für Fläcnen konstanter

r"'/' mittlerer Krümmung" H mit IR I > ; ?

(14) Behafldlung des freien Randwertproblems .·für Flächen mit

H = const., insbesondere: Existenzbeweis und Untersuchung

des Randverhaltens, d. h. Regularität der·Schnittkurve•.

(15) Sei rein Jordanbogenmit Endpunkten p 1. P 2. deren Abstand

1 beträgt. P 1 und P 2 seien durch einen Fadenlt der Länge > 1

i
. i,.
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verbunden. Ma'n betrachte das Plateauproblem für: die Klass~

aller Flächen'~ die von der Kurye ~ un~ dem "frei beweglichen"

Bogen tS" berandet werden. Man zeige.. daß eine Lösung dieses

Problems auf dem "freien" Bogen analytis'che Berandung hat..

d. h. der freie Teil des Fadens ist für eine. eingespa·nnte Mini­

malfläche eine analytische Kurve.

(16) Übertragung der Resultate von Heinz und Courant (freies Rand­

wertproblem) auf' Kapillaritätsprobleme,,' z·•. B. Exis·tenz (und
.. .

Stabilität) von Tropfen mit fester o~er f;re'ier Berand·ung. (vgl~.·

Encyklopädieartikel von Minkowski) •.

i;

(1 7) a) Sind die Minima des Dirichleti~tegrals.isoliert.. d. h •. welche

Bedingungen mÜ$sen an dieR~ncikurvegestellt werdenl um Iso~

liertheit zu sichern? Wie verhält es sich .mit .der 'EXisten'z von

Blöcken von Minimalflächen?' .:

b) Läßt sich die Nichtisol:i.ertheitdurch kleine Variation der·:.

Randkurve aufheben? t-: ..... _ •._.

'r'
~. .- . ~.

. f

. '. . .

(l·S) Nähere Untersuchung von Courant's Ftinktion~(t)lirisb~sondere

Regularitätl etwa l' (t) EC
2 ~ beiinstabÜenlVIinirnalfläch'en•.

'l{.' Goldhorn (Mainz).. '.
.... " ..

I.

/

;'
.// .
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