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Die Arbeltstagung iber zweidimensionale regulédre Var1at1onsprob-
leme, die unter der Leitung von E. Heinz (Gottingen) und S. Hilde-
brandt (Mainz) im Mathematlschen Forschungsinstitut Oberwolfach
durchgefuhrt wurde, diente dem Zweck, elnersel’cs neuere Ergebms-
se aus der allgemeinen Theorie zu besprechen und andererselts d1e- :
se Theorie auf die Probleme der Mlmmalflachén (Plateausches Pr_ob- _

lem) und der Fldchen konstanter mittlerer Krﬁmfnung anzuwenden.

In der allgemeinén Theorie stilitzte ma.r.l'sich dabei insbesondere auf
die Arbeiten von C. B. Morrey (vgl. dessen Buch: Mu_ltiplé Integrals
in the Calculus of Variations), wéhrend man bei der Behandiung_ des
Plateauschen Problems zum Teil dltere Arbeiten von R, Courant,
M. Morse und C. Tompkins (nach Caurants Buch: Diriéhlet’s Com- .
formal Mapping, and Miniinal Surfaces), zum anderen aber neué Re-
“sultate von E. Heinz und S. Hildebrandt aus den letzten Jahren heran-
zgg'/. Im ganzen wurden acht Vortrédge gehalten. Die Teilnehmer stell-
ten eine Liste von offenen Problemen aus dem abgehandeltep Prob-

lemkreis zusammen, die am Ende dieses Berichtes zu finden ist.

Die Vortrige lassen sich in vier Problemkreise gliedern. :

In den beiden ersten Vortridgen referierten F. Tomi und E. Heinz .

iiber die Lésung des verallgemeinerten Plateauschen Problems far
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Flichen konstanter mittlerer Kriimmung. (E. Heinz, Math.Ann.127
(1954) und H. Werner; Math. Ann. 133 (1957)). F. Tomi widmete
sich der Losung des Dirichletschen Problems fﬁrA die nichtlineare
D1fferent1a1g1elchung Ar=2H (:: X g ), und E Heinz benutzte diese
Ergebnisse, um das Plateausche Problem fur Flachen konstanter

mittlerer Krummung zu lésen,

Zwei weitere Vortridge waren der Theorie der instabilen Minimal-
flachen gewidmet, Dabei referierte E. Heinz iiber die Courantsche
‘Methode zur Behandlung instabiler Minimalflichen mit polygonaler
Berandung und konnte zeigén, daB eine Ubertragung dieser Methode
auf instabile Flz‘alchen konstanter mittlerer Krimmung moglich ist. |
W. Jaeger behandelte die instabilen Minimalflichen mit Hilfe der
von M. Morse und C. Tompkins. (Ann, of Math.é;O_ (1939)) entwickel-
ten Methode. | o

S. Hildebrandt widmete sich' in einem Vortrag allgerneinen‘Regulari—

tatssatzen fiir schwache Lésungen regularer zwe1d1mens1ona1er Varla-’_ .

tmnsprobleme S Hildebrandt konnte zeigen, daf sich seine elgenen

Regulamtatssatze fiir das Randverhalten von Minimalfldchen auf Fla-. B

chen konstanter mittlerer Krummung ubertragen lassen.

" In den beiden letzten Vortrédgen referierten F. P. Harth und K. Gold-'

_horn liber die L.dsung des Plateauschen Problems in R1emannschen _
Manmgfaltlgkelten. Dabei demonstrierte F.P. Harth den von C.B.
Morrey angegebenen Beweis des Satzes von Lichtenstein uber die
konforme Abbildung von Flachen. Diesen Satz benutzte K. Goldhorn
im letzten Vortrag, um die Existenz einer Losung des Plateauschen

Rroblems fiir Flichen in Riemannschen Mannigfaltigkeiten zu bewel-

sen.-
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Teilnehmer

Brﬁll, U., Mainz . Kaul, H., Mainz

Frehse, J., Frankfurt Kockler, N., Mainz

. Gassen, H., Mainz .Nitsche, J cC.C., aneapohs
Giesecke, B., Konstanz ~ Oswald, E Mainz
Goldhorn, K., Mainz . '~ Schmidt, B., Mainz,

Gornik, K., Mainz ' Staude, U., Mainz

Harth, F.P., Mainz Steffen, K., Mainz

Heinz, E., Gottingen " Tomi, F., Gétt_inge'n‘
Hildebrandt, S., Mainz ' Werner,. H., Mﬁ;istér B

Halder, E., Mainz Zens,l D., Mainz

~ Vortra gsaus zuge

L

TOMI, F.: Das Dirichletsche Problem fiir die Gleichung
- . — : ‘
Ap=2H(r Xt )

Nach E. Heinz (''Uber die Existenz einer Flidche konstanter mittle-

rer Krimmung bei vorgegebener Berandung", Math. Ann. 127 (1954))

und H. Werner ("'Das Problem von Douglas fiir Fldchen konstantef:-' :

mittlerer Krﬁ’minung", ‘Math, Ann, 133 (1957)) wurden Bedingungen
'angegeben,_ uhtgr denen das Dirichletproblem fir das nichtlinearﬂe
System Ag= 2H(rux rv) 13sbar ist. Deni Bewéis- war die Leray-
Sc}}_audersche Theorie des Abbildungsgrades zugrunde gelegt.

HEINZ, E Losung des verallgememerten Plateauschen Problems

fiir Flichen konstanter mittlerer Krimmung

(L1teratur E Helnz, Math. Ann. 127 (1954)) Sei T eine rekt1f1z1er-
bare Jordankurve im IR3 d1e in der E1nhe1tskuge1 Igl <1 enthalten
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ist. Dann gibt es eine Vektorfunktion r = r(u,v) € CZ(B) n Co(ﬁ),
2 2 ‘ : 2 2

B= {(uyv)iu+v < i = X ; Cr =

( {(u,v):u +v <1} mit A 2H(ru :v), H<1/2, r, = by

'y . :V = 0, so dafl r:dB = T topologisch ist. Der Beweis benutzt

eine auf H. Werner (Math. Ann. 133 (1957)) zuriickgehende Verein-

fachung.

HEINZ, E.: Instabile Flichen konstanter mittlerer Kriimmung
Es sei B ein Polygon im R", das in der Einheitskugel | r <1
enthalten ist. Auﬁerdem berande B zwei verschiedene Fldchen .
g'l R FZ konstanter mittlerer Krimmung H mit |H| < 1/2 dJ.e iso-
lierte Minima des Funktionals

: co,2 2 4 :
B(r) = J) (g +r +3H@E e, )dudy

|w|<1

 liefern. Dann gibt es eine instabile Fldche fq konstanter mittlereri

- Krimmung H, fir die E(g ) >Max (E(p ) E({z)) g11t Der Satz

stellt eine Verallgemeinerung eines Resultates von Morse- Tompkms
und Courant dar, Die Bewe1smeth'ode schlieBt sich an das Buch

"Dirichlet's principle'' von R. Courant an.

HILDEBRANDT, S.: Uber das Randverhalten von Minimalfldchen

und Flichen konstanter mittlerer Kriimmung

Es wurde bewiesen: Ist r eine von einer Jordankurve T berandete

Minimalfldche, r(u,v) definiert auf B = {w=utiv: |w| <1}, so gilt:

/

s+a(B) bzw. r €C (B) bzw. r €C (B) s_?_ 4,"0 <a< 1, wenn

'“GC‘ bzw.I‘GC bzw.I"EC.

Letzteres Resultat wurde bereits von H. Lewy (1950) im Falle |
™ ¢ ¢ auf andere Weise bewiesen, die anderen Ergebnisse sind
neu. Die Ubertragung auf Flichen konstanter mittlerer Krimmung,

die
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E(r) =~ J.Jr {-r2+ 't2+ th-H r-(r Xr )} dudv
T v 3 u v
B
zu einem Minimum in der Klasse §(T) der Vergleichsflichen ma-
chen, ist ebenfalls gelungen, bis auf einen Punkt, némlich zu zeigen,

daB inf = E(3) = inf &(3), wobei
3 €5(T) 3ES(T) -

&) ﬂ{z‘\/-rfwf-(ru-’rv)z& %H re(r,Xe,)}du dv N

ist.

 JAGER, W.: Instabile Minimalfiichen (nach Morse-Tompkins).

Sei M ein metrischer Raum und f eine reellwertige Funktion auf M.
Die Morse-Theorie gibt Bedingungen fiir M und f an, unter denen
sich Sétze iliber die Existenz und den Typ k;_‘i’gi_scher Punkte von f ab-

leiten lassen, Sei j eine Jordankurve im Rr" (n 2 3), dann 148t sich

. ein Paar (M, f) finden, so dafl die Axiome von Morse erfiillt sind

und den kritischen Punkten von f Lésﬁngen des zu j gehoérigen Pla- -

teauschen Problems fiir Minimalfldchen entsprechen. Aus der Morse- . .

Theorie ergeben sich Aussagen liber die Existenz instabiler Mini-
malfldchen, die von j berandet werden.i (Morse-Tompkins, Ann, of

Math. 40 (1939)).

HILDEBRANDT, S.: Differenzierbarkeit schwacher Lésungén zwei-

dimensionaler reguldrer Variationsprobleme

Nach C.B. Morrey (vgl. '"Multiple integrals in the calculus of va-

tiations", Springer 1'.966) wird gezeigt, daB schwache Losungen
z € H, (G), G cR", G beschrinkt, z = (zl, coes zN) = z(x),
2. : ' » |
x=(x,x), ‘von f' f(x,z, Vz)dx ~ min unter geeigneten, aber
G . _
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ziemlich schwachen Voraussetzungen an den Integrénden reguldr
sind. Als Beweismittel werden Lichtensteins 'Differenze'nme’thode,
ein ""Dirichlet growth theorem', das Hoélderstetigkeit liefert, und

verschiedene Integralabschétzungen verwendet.

‘HARTH, F.P.: ‘Der Satz von Lichtenstein uber d1e konforme Ab-

bildung von Flachen

'Nach C.B. Morrey (''Multiple integrals in the calculus of variations',
§ 9.3) wurde gezeigt, ‘daB zu einer regularen Parameterdarstellung

einer Flache liber einem k-fach zusammenhangenden Gebiet G CIR2

eine konforme Darstellung der Flache tuber e1nem k-fach zusammen-

hingenden Gebiet B existiert, das von k Kreisen berandet W1rd
 Zum Beweis ‘werden im wesentlichen Hilfsmittel und Me.thoden von

Courant (vgl. ""Dirichlet's principle'’) verwendet. .

.

GOLDHORN K.: Das Plateausche Problem fiir M1n1ma1f1achen

in Rlemannschen Manmgfaltlgkelten ’

Nach C.B. Morrey (""Multiple integrals in the calculus of variations",
§ 9.4) wurde gezeigt, dars das Plateausche Problem fur k- fach Zu- |
sammenhangende Flichen in einer homogenen reguléren: Rlemann-
schen Manmgfaltlgkelt M durch einen Minimalvektor z geldst w1rd
der auf dem Abschlurs eines k-fach zusammenhangenden Kre1sge-
b1etsB c IR2 stetig ist und dleselben Regularltatse1genschaften wie

_ ,d1e Mannigfaltigkeit M hat, Der Bewe1s benutzt Methoden von Cou- B

rant, Sllverman und Regularltatssatze von Morrey

-
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OFFENE FRAGEN

Im Laufe der Diskussion iiber die angeschnittehen Fragen wurde"
folgende Liste von offenen Problemen aus dem abgehandelten'Prjob-
lemkreis zusammengestellt (vgl. auch den Ergebnisbericht von

J.C.C. Nitsche, Bull, Amet. Math, Soc. 71 (1965), 195-270):

(1) Ubertragung des Beweises von H. Lewy iiber die Analytizitdt -

von Minimalfldchen bei analytischer Bera_ndung auf Flichen kbn- :

stanter mittlerer Krimmung,

| ’ o ('2) Sei ¢t eine Fldche konstanter hittlerer Kfﬁmmung und sei
£, (z ) # o. Frage: Ist die Einschrénkung von 't auf den Krels

Br(zo)’ r h1nre1chend klein, e1ne Fliache, die das Funktlonal

‘_E(z)= [[ {33+zv2+§-'H%-'(aux,3v)}dudv
B(z) - '

unter allen Flachen F ,1t der Berandung g(a B (z )) zu elnem .

Mlmmum macht‘?

(3) S. Sasaki (Japan.J Math. 29 (1959), 118 125) bew1es folgende

Abschatzung fiir die Verzwe1gungspunkte einer Minimalfldche

®e ¥ 2W?ua+ﬂ§tvﬁ+HlK!du,fﬁkds_A
S . a 3 3 T o
' wo K die GauBsche Krummung der Fldche 3, £ die Krimmung

der Randkurve T, My die Ordnung der Verzwelgungspunkte in -

B (= Definitionsbereich der Flache) und \)B die Ordnung der
Verzweigungspunkte auf 3B ist. | |
//"/Fragé: Gibt es eine dhnliche Formel fiir Flichen konstanter

mittlerer Krimmung?
(4) Man verschérfe die Formel (*) von Sasaki,

(5) Man zeige, daf fur gewisse Klassen von Randkurven T (z.B.
T nicht verknotet) Mlmmalflachen bzw. Flichen konstanter

mlttlerer Krimmung H ex1st1eren d1e von T berandet werden,
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so daB keine Verzweigungspunkte (d.h. rf = tvz = 0) auftreten,

(6) T. Rado bewies, dafl eine Kurve T, die eine sternférmige Pro-
jektion hat, eine Minimalfliche ohne Verzweigungspunkte beran- -

det,

Man iibertrage den BeWeis von Rado auf Flidchen konstanter mitt-

lerer Kriimmung,

(7) Man beweise die Eindeutigkeit bzw. gebe eine Anzahlabschétzung

fir die Losungen des Plateauschen Problems fiir Fldchen kon-

stanter mittlerer Krimmung, oder wenigstens‘fﬁr Minimalfl’é-- R

chen.

 (8) Man beweise die eindeutige Losbarkeit des Dirichletprob'le‘ms .

Ay = ZH(gux pv),' H fest, in’ B
r=9 - auf AB . (¥%)
bei beliebigem stetigem Y mit [y] <1, = < -;—_, [e] 5 1.

 (9) Frage: Gibt es héchstens zwei Losungen des. RandWertprobléms

()2

(10) Man beweise die Existenz von zwei Lésungen‘des Problems (*%),

(11) Ffage: Gibt es allgemeinere Resultate zu den Problemen (8) -

(10) fiir allgemeinere Systeme?

(12) Man leite eine isoperimetriséhe Un_gle"ichung'fﬁr Flfa’.ch_eﬁ koh-

stanter,. mittlerer Kriimmung her,

(13) Gilt der Existenzsatz von E. Heinz auch fiir Fl'aichén konstanter -

/ mittlerer Kriimmung H mit |H| > 51- ?

(14) ’Behapdlung des freien Randwertproblems fiir Fldchen mit

H = const., insbesondere: Existenzbeweis und Untersuchung

 des Randverhaltens, d.h. Regularitit der Schnittkurve. .

(15) Sei I' ein Jordanbogen mit Endpunkten P, P_, deren Abstand

1’ - 2°

1 betrégt. P1 und P2 seien durch einen Faden & der Lénge >1
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- verbunden. Man bétrachte das Plateauproblem fiir die Klasse |
aller Flichen, die von der Kurve T und dem ''frei béwegliéheh"

‘ Bbgen & berandet werden, Man zeige, daf} eine Lﬁsu'ﬁg dieses
Problems auf dem "'freien'' Bogen analytis-ché Bérandung hat, ‘
d.h. der freie Teil des Fadens ist fiir eine elngespannte M1m-

malfldche eine analytlsche Kurve.

(16) Ubertragung der Resultate von Heinz und Courant '(freies' Rand-
wertproblem) auf Kapillaritdtsprobleme, z.B. Existenz (und
Stabilitdt) von Tropfén mit fester oder freier Befénaung. (vgi'..'
Encyklopad1eart1ke1 von Mlnkowskl) ‘ ' |

(17) a) Sind die Minima des D1r1chlet1ntegrals 1s011ert d. h welche
Bedingungen mussen an die Randkurve gestellt werden, um Iso- A
11erthe1t zu sichern? Wie verhélt es swh mit der Ex1stenz von |
Blécken von M1mma1f1achen‘? . o -

b) Lagt s1ch die N1cht1soherthe1t durch k1e1ne Var1at1on der

Randkurve aufheben‘? S i

Regularltat etwa B(t) € C ; bei 1nstab11en M1mma1f1achen. i

._ s o . . K. Gbldhorn (Malnz) S
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