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-FragestelIl1ng: Wann kann eine endLich~-p-:-Gr\.lPP~ tiber k oder

über einer endl-icheriKörpererwetterung .v6nk als qal6isgrup':'

'p~ realisiert werden '?
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.Vortragsauszüge:
. . .

.RADBRUCH : Die maximale' p-Faktorgr'uppe der' Galoisgruppe 'eiries

p-adischen Körpers, falls dieser die- p-ten Einheits-'
wurzeln nicht enthäit.·· .

Mit Hi'lfe von Sätzen aus· d'er lokalen KlassenkörI?ertheorie und' .
, ' .

qer Th'eorie der freien Gruppen wurde der folgende Satz ~'ach ~in.em

Beweis von Schafarewrch gezeig~: Sei keine endliche Erweiteruhg

der rationalen p-adi~chen. Zah~en vom G~ade n, welche "di~. p-~en'

. Einheitsw·urzeln. nicht enthält, G die GalOis.gruppe der maxima

.1e·rip~Erwe~t.erung:,d~nn ist G" eine .freie 'pro-p-Gruppe ·mit ".

n+l'Erzeugendeno

LORENZ: Kohomologische BeS~hreibung_der Erzeugenden, und de
finierenden Relationen·vonErÖ-E-Gruppen.·AriwendUng:

dieser Ergebnisse.auf·die maximaleE"FaktorgrUPEed~r
Galoisgruppeeirieß p-adischen Kör·pers •....

sei. G.. eine pro-p-Gruppe. und Hi (G)· .. ~. ,Hi (G,7t.lp·). Eheißt ein·
. . . . . . . ~. . ~ . .'. :

ErzeugendensyStem~von" G, falls der .von E·bezUgli~h·d~r. Ko~-

plemente der endlichen Te·ilmengen erz~ugtepiitergegendie.·

Einsko~vergi.er~.und das algebraische Erzeugnis VOllE in G
dicht ist. Die ·folgend.en Aussagen·· s·indd.~nn.glei~hwertig:/.

• I • • .

".', (a) Es existiert ein. ~rzeuge!1dens~ste'Iii"von.·G" ~~r~a~:d.i~ .. ··" ..
. na·lität '·r.

(b) E~ existi~rtein surjektive~Homomorphismu~~e~vonp·

.erz.eugteri ·freien p~o~-p-G~upp.e F(r), auf G.···
..:'" 1···"···

(e) 'r ~ dirn H (G),.
. .

dirn. H1(G) heißt ~er Rang von G.lpt Geine :pro-p-G~uppe,. sodaß
• .• ' .' ~ >;, .•

. H2 (G) .endliche Dimen~ion besitzt,· r der Rang vonG,· R der Kern

eJnes surjektiven Homomorphismus ·voriF(r) aufG,:dann gilt:
. ". . . ..

n.Elernente von R erzeugen R :als. Normalteiler .yon .F(r) ist

gleichbedeut.end damit, daß n ~ dirn H2 CG) gilt •.

Mit Hilfe der Euler-Poincare-Char.akteristik wurde nun ein
kohomologietheoretischer Beweis für den -im vora~gegapgenen .

• I

I
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Vortrag bewi~sene~ Satz' gegebe~. Danach wurde ge~eigt: Ist k

~in p-adischer K~~pe~ vom Gr~de n über den ra~ionalen p-adischen
Zahlen, der die I?-ten Einhei"tswurzeln enthält und G die maxi

male p-Faktorgruppe der Galoisgruppe 'von k, so hat G den Rang

n+2 und H2 (G) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung p.

Eine pro-p-Gruppe endlichen oder a~zählbaren Ranges' heißt .

Demuskingruppe, wenn H2 (G) eine zyklische Gruppe und d~S' Cup

Produkt H1 (G) x H1 (G) + H2 (G) eine, nichtausgeartete Bilinearfor~
. .

. ist. Wenn G eine De~uskingruppe endlichen Ranges mdt unendlich .
. .

vielen 'Elernen~en ist," dann hat. G die kOh6mol~gische .Dimension ... ,.
. " .

. 2; falls G,~~r,en~lich viel~ Elemente besit~~, ist G die Gruppe
der O'rdnung" 2·. .

. ROQUETTE: Die maximale p-Faktorgruppe'der Galois~ruJ22e eines

'p-adis?hen Körpers, der die p-tenEinheitswu,rzeln··

~nthält, ist eine Demuskingruppe.

Nach den 'Ergebnissen des vorangegangenen 'Vor~rags "mußte 'nur
noch gezeigt werden, ,daß das cUP-produkt-~ichtaUSgea'rtetist•.

'Dies wurd~ u~ter Benutzung der Kununerschen Theorie, ~nd, unter
\ .." .". :, ..... " ,

H~rvorheb"u!lg ,d"e,s·' ~u:sammenha;ngs mit dem ·~or~~$tsymbol·ge"~an.·,

: MARTENS: 'Einführung 'der 'Invarianten,' di'e zur Klassi'fikati,on , "~'"

der DemuskingruPEen durch 'Rel~tionenbenötigt werden. -.' .
. .

."S.ei Geine· Demuskingruppe, I die" unter"lie"gende' ab"el~.che·"Grupp'e
.'desdualisierendenModuls von G.I ist dann ein.; zyklisrih'er

.Modul der':ördnung pe oder von 'der Form 'l!1p/~p•. Im ~rs':tenF~LJ-,".

wird die Invariante s(G) = pe gesetzt; im zweiten Fall: ,

s(G) =0 (d.h. e,=oo)."Die G-Modulstrukturde~dualisierend~n

M6dul~ li~fert einen s~etigen Homoci6rphißm~s:x vori ~ in

'A,ut(I) = (7Z l pe)x bzw. 2~. Das Bild dieses Homo~orphi~mus ist die.

'Invariante"B = Im x. '
Aus dem Vortrag von Lorenz folgt nun, ·daß die abelsche Gruppe

GI (G, G): = Ga entweder torsionsfre,i _,oder der Torsions'bestand-

.' teil zykli~ch"von p-P9tenzordnung ist. Die Invariante q(G)

ist d~e Ordnung des Torsionsb~standteilsvon Ga.
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Durch das in der Definition einer Demuskingruppe auftreten
~e bup-Produkt ist eine Linearform bey) = v v v fü~ v E.H1 (G).

· gegeben." Es .sei ~ der von den isotropen·.Vektor~n er~~ug~e Teil~

raum vo~ H~(G) o' Man setzt die .Invariante t(G) = 1,. '~al1s

A =v gilt,.doh~ wenn das Cup-Produkt ~'lterIiierend'ist, \'Ia.s.

für p' ~ 2 immer erfüllt ist.• Sei' nun A .# V und A t 4a'~ .orthQ

g~nale Komplement. von A. bezügiich' der' durch das .Cup-P.~odu~t .

· gegebenen' Biiinearformo Ist 'A' ~ 0 .und .At C A, sO ~,et~t . inan

t(G) - 1, ist At ~ 0 und A'Ji".A, so setzt man t(G)'·:=··..,l·und.

t (.G) = 0·., fall·s A'. = o.

FREY:klassifikation ~er D~muskingruPEeneridliche~Eanjes
• t. . ~

Eine. solche DemuskingruPp'e . G' läßt sich als Quotient': einer'. v6h' : .' ,
.xl' 0'0 0,xn .~rZeUgten:freienpro-P·~GrUPPe F modulodem '~onder;
·Relation .'

erzeugten abgeschlo'ssel1eri Normalteil~r'darstetlen,':(l~h~ sie' ..

ist dUrch die !Ilv~riante'q(G)~=qeind~~tig.bestinimto.De+,Be~::.,.
weis .erfoi~tmitte15. Appr'oximationentlang-der' q~Fi1trier~~g'.... .
von~F: F

1
.~ F, .F

n
+

1
<= F~:(~,Fri)o '. ..' . . .. ..... . ..... .

·popp: Beschreibung :derriemuskin~ruPEen'endlh:he'~ R'anges, .'

~__~ f_a_·l~·l_S·q(G) =;20.·~ . .
·D,iese Dernuskingrupp.en ·la.ssen: sich' Wieder als Quotient' einer

von xtPo o"xn.erzeugtenfreieIlPro~p;GruppeSCh~Edb~'n, wObei'.··.·
·ein'e' .der·· foigenden' Rel·ationen. h.erausgef?chni~ten wer~en .muß :.',

(j,) n gerade,' '(B:B2 ) = 2 : .xi+a (x1 ,X2') (X~~X4j:.o·0{Xn_1JXn) .

. mi t a = 2f , f ein~ natürliche Zahl, .f '~2 0 . i . '.
" .. . 2' . " 2' ,.' a' . . ,. ,

(2) n' gerade, (B: B. ). :'. 4. :'. Xl (x·1 , ~2 )X3'(X3, 'x4' ),~ .', .;(x·· ~l'J. X ,,) "
. f" .'. '. n . n

mit'a =~2 ,.f t ~ ~~. ~ v {~}, t ~ 2. '
;..' . 2 a' ' '. . . ' · . f··

(3) n u~~er.a~e: .?:'lx2(x2,x3-} 00o,(xn_l'~n)'ml.:t a =.2 ,
r € N,' f '~ 2.'·
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'GÖHNER, H.: Allgemeine Sätze über Demuskingruppen.

In diesem Vortrag wurden die beiden folgendenSätz~ be~i~sen:

S~i p ~ine Demuskin~ruppe abzählbaren nange~. Dann existiert
eine absteigende 'Folge H. (i E IN) ab,geschlos'sener Normalteiler

von, G' rili t 11 Hi , = 1 undj ~der" Qu~tient GIH i ist ei~e ,Demuskin

gruppe endlichen Ranges. ~mge~~hrt: ist-G ~ine' pro-p-Gruppe. ah
zählbaren Ranges, die eine Fo~ge ab~eschloss~ner Norfualteiler
mit den obigen Eigenschaften be~itzt,' .dann' ,ist 'G 'entweder,ei,ne
fr~ie pro-p-Gr~ppe oder eine Demuskingruppe ~ " .'.

, ..

Mi t Hilfe dieses S'atzes erhält man' ~as ~ol·gende ,- Köroll~~.;
. ,

Eine De,muski,ngruppe abzählbaren Ranges ha·t die kobOnlol~gis~he

Dim~nsion 2.'

Ist G ~ineDemuskingruppe vorn Rang >1~ daririisi jedebffene

Untergruppe Demuskingruppe. und.j edeabges~hlosseneVntergrupp~~

mi't une'ndlichem I'ndex ist 'eine frei~ p'ro-p-·Gruppe."

RI~TER: Klassifikatio'n der Demuskingrupp'en abzählbarenRanges •

Sei G 'eine solche 'DemuS:kingruppe,F efn.:e"-freie:pr9-p";'Gruppe

mit abzählbar vielen E~ze'~ge~den je.'. (i € :fN) ,.,
.).

dann läßt sich diese D~musk{ngruppe in der Form G ~ ~/(r)

schreiben.,' wobe"i r die folgende 'Form hat: '

(1) q(G) = q =ph -J., 2::r = xi(xi,x2 )m{2,s') mits. = s(G) = pe
'(e E N '= IN u {co}") 'und e ~ h .

" 2+a .' , '. ',' ,
(2) q(G) ;; 2,' t,(G) = 1': r = xl' (x1 ,x2 ) (x

3
,x4)m(3,s)

e r -, ' . ,.'
IIlit 5 = s(G) = 2 , a = 2 , ,e,f E "~, .. "e :;"'f, ~'·2 '

, 2 .', a .
6der r = xi(xl,x2)x3(x3,x4)m(3,s) mit s unda wie vorher

und der B~ziehung e ~ r'~ 2
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'mit s und a wie vorher und e. ~ f,~ 2

11
. . . b. ·

(4) q(G) = 2,' t(G) = 0:. r = 'm(1,2) ( ) ~J mit:xi,x j "
i:<j

b.. E 2 Z 21J

'HAHNEL: Die P-Sylow.gruPpe .der Ga·loisgruppe eines 'p-adischen

Körpers ist eine Demuskingruppe. abzählbaren.Rariges~

Zuerst wurde die Umkehrung des in d~m v9rangegangenen
~ .. . - .

V?rtra~ ·.bew~esenen Satzes gezeigt,' ~.t). 'i.st ,F' eine .,Freie

p~o~p-Gruppe abzäh16ar~ri Range~ mit den Erzeu~end~~' ~.,' und
. .' " '. . ~"

r,e~ne R~lation der Form (1) bis (4), so ist q. ~ F/(~)'

'eirle Demuskingruppe mit' den Invarianten q(G), ~ (G )~:t (G) . wie'

. in dem vorangehe'nden Satz' und für die Invariante I~ X erh.ij.it .

man die folgenden 'Werte'::' .'

( 1 )X ( x2 ) = ( 1-q) -1, X( Xi)=t .. fü~ i .~2

(2)X(X~? = _(1+2 f .y-1, x(xi)=irür i ~2 .:
. '. '. . '. . f·!'-'l-· .... : . ,', ....
bezw •. X('x2 ) =', ,-1,' x(x4)' .;= "(1~2J ..'.~. ~'(x'i) ..= :1. ',für ·i ji,'.:-2,.4'·

'. f· ";'1' .... ..'.:. '.
(3~X'(X1) = -1, x(x

3
) =(1-2 ) .,X(Xi )=1 für i ~ 1;3 •

. .

i\üs '·dem ·~Bewei·s . de's ·Sat z·~s· er:tii'el t m~n··.n·och· d~~. fol:g~nde Ko,rollar·:·
. .

'Ist' q(G)' "# 2, -'dann ·is·t'.die Invariante .q(G)" durch d'i~ ·Iriv~r·ianten,

s(G)·und Im(x) bestimmt. Denn'sei s(G)::pe, I der du~li~" '

sierende 'Modul von' G .als abelsche· Gruppe; datin.·gi:i.t: .

Aut(I) =(2p/pe~p.)x~ End(I) = ~p/pe.2'pWld·q(G) = max{q'

h' . . ..
.= ~. . I, Im .X <;. 1 +" q 1 .End (.1,) }

..

Außerde~ konnt~' mit Hilfe der im Beweis entwickelten Metho

'd~n 'noch der· folgend'e Satz' bewiesen werden:' Sei'.,k· eine' endliche
. . .' .

Erweiterung der rationalen p-adischen :Zahlen und Geine. p-

Sylowunt'ergruppe, der G'aloisgruppe VO~· k, ·'k' 'die 'Kör'pererweiterung
, ,

von k, die x:nan, durch Adj unktion e'iner pri~itiven p-ten Ein-
. ~..

heitswurzel.erhält, a der. Grad von k'·übe~ den rationaien·
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p-adischen Zahl~n; dann ist Geine' Demuskingruppe abzähl
baren Range~,. der dualisierende "Modul v~n G' ist der ~ G-MOdul

der aus alle'n Einheitswurzeln mit p-P<?tenzordnung beste~t '
.JlIld es gilt: t (G) ~ (_l)a.

Dazu erhält 'man wieder ein Ko~ollar: Ist q(G) '# 2, dann ist
q(G) =,ph die höchste p-Potenz, sodaß'k' eine primitive, ph_te

Einhei~swurzel enthält.,

. ' .

ROQUETTE: Ergänzun~ert zu den vorangegan6enen'Vorträgen~Die

GaloisgruEEe der maximal unverzw~i.gten E~Erweit~rung

eines:Funktionenkörpers einer V~riablen über·~iriem

algebraisch abges.chlossenen GrundkörEer.
'. .

IstG dl.emaximale'p-Faktorgruppeder,Galolsgruppe eines'p~

,adis~hen~Körp~~s,'k,:'derdie,'p~ten Ei~heitswurzelnenthält,.
dann folgt aus den 'vorangehenden Vorträgen, daß G'eine' De-

" muskingruppe ist. "Di~Invariante q (G )"'=' ph ,ist die maximale,

, p-P~tenz,soda$ keineprimit~ve ph-te' ~inheitswurz~l ~nt..;o
. häl~,-,f~lls P.~ 2 iit~·

, Das' Interesse für die 'ma'-ximal~p-FaktorgruppeGder Galois-

""., ' gruppe' von'kentsp~ingtder.folgendenFragestellung:Wann 'kann

',,:eine'endli'Chep--G;rouppe Hals Galoisgruppeüber k" r~alisie'rt ,

,;', ',werden? Dies ist genaudann ~er Fall, falls sich H ~ls
,'Quot'ien't von G darstell~n läßt. Aus dem Vorangehendien erhält

.:- ma:n nun, falls kein' p-ad'ischer Kö~per' 'ist, diefoigenden
. . .

" ,"e notw~ndigen 'Beding~ngep:' "

Sei n der Grad von k üperden'ratio~alen p~.adischen Zahlen,

n(H) der Rang von H. Dainitsicll H a-lsGaloisgruppe.realisiere.n

. lä~~" mUß folge~~es ,erfüllt .se.ir:i:.
" ""(~r Fal'ls k ,n'"ich~ p-t~n Einheitsw~rz~ln"en~hält:

n(H) ~ ·n+l -
. "

(2) Fall~.k di~ p-ten' Einheitswurzeln'enthält:
n(H) ., n+2 und es gib~. ein" System von "n+2 Erzeugende~

von H~ die einer.~em~ski~t~l~Pio~g~nügen~
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Entspreche!}d ergibt sich: H lä~t sic.h dann und: nur dann

als Galoisgruppe über e~ner endlichen Erweiterung von k re
alis_ieren, wenn sich -H als Quotient einer der untere-inand~r

- , .

konjugierten p-Sylowgruppen der Galoi~gruppe von ~ d~rstellen

läßt.

Sei- nun kein FU'nktinnenkörper einer Variablen vom G.e"':

schlecht g über eine~ al~ebraisch abgeschlossen~n Grund~"

~örper. Ist p = char k"> 0 und G die Galoisgruppe der ma~imal.
. .

unverzweigten p-Erwei~eru~g von k, dann i~t G eine freie
pro-p-Gruppe vom Rang ,-. g~ Ist. p eine Primzahl .-verschieden

von der Charakteristik.von k, darin ist G eine Dernuskingruppe

vom Rang 2g mit der Relation (x1 ,x2 ) (x3,x4) ~ •• (x2g~i,x2g) =." 1.

Ist char k =p ~ O·und'G ~ieinaximale p-Erweiterung von k,

d.h.man läßt" an allen Ste"lle,n von k Verzweigungen zü, dann

sieht man sofort, daßG eine freie pro-p-Gruppe ist ."" .

Problem: Wie sieht die Galoisgruppe"der maximaaen nur an

endl'ich vielen" Stellen yerzweigten p-'Erweiter-U!l-g;, von, k aus?

,. _.

P.Hahnel (H~idelberg)
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