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‘Thema: Demuskingruppen'

Das Ziel der Tagung, die unter -der Leltung von P Roquette
(Heldelberg) stand, war. ein Berlcht uber dle Struktur der -
maximalen p- Faktorgruppe und: der. p- Sylowgruppen der Galols-'
gruppe des . algebralschen Abschlusses elnes p- adlschen Kor-
pers k iiber dlesem Korper, welche w1r 1m folgenden kurz ‘als ; S

die Ga101sgruppe des Korpers k bezelchnen werden. Das Inter—

esse fur diese Untersuchungen erglbt 51ch aus der folgenden

’Fragestellung. Wann kann eine endllche p Gruppe uber k. oder -
-uber einer endllchen Korpererwelterung von k als Ga101sgrup-
’pe reallslert werden 2  3_, C -Lst¢i" ’ '
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-Vortragsauszige:

'RADBRUCH: Die makimale'p-Faktorgruppe der Galoisgruppe eines

p-adischen Kogpers, falls dleser die p-ten Elnhelts-'
wurzeln nlcht enthdlt. ' ‘

-~

Mit Hllfe von Sdtzen aus-der 1okalen Klassenkorpertheorle und

der Theorie der freien Gruppen wurde der folgende Satz nach einem -

Bewels von Schafarew1ch gezeigt: Sei k eine endllche Erwelterung

‘der rationalen p-adischen Zahlen vom Grade n, welche d1e P- ten
- Einheitswurzeln nicht enthalt G die Galolsgruppe der max1ma-

 ».len p-Erweiterung: dann 1st G eine frele pro-p-Gruppe mlt -
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n+l- Erzeugenden.

_LORENZ& Kohomologlsche Bescnrelbung der Erzeugenden und de-v ff ‘.

flnlerenden Relatlonen von pro-p Gruppen. Anwendung

dleser Ergebnlsse auf d1e maximale p-Faktorgruppe der ;ff 

AGa101sgruppe ‘eines- p adlschen Korpers.~

'Sel G eine pro-p Gruppe und H (G) = H (G‘Z/p) E helﬁt ein
“Erzeugendensystem von G falls der von B bezugllch der Kom—v'

plemente der endllchen Tellmengen erzeugte Fllter gegen dle‘fu

F'Elns konverglert und das algebralsche Erzeugnls von E in G
" dicht 1st D1e folgenden Aussagen 31nd dann glelchwertlg

 (a) Es ex1st1ert e1n Erzeugendensystem von, G der Kard1-5f~  "”'

f.nalltat r. v . , S
(b) Es exlstlert eln surJektlver Homomorphlsmus der von r
.erzeugten freien pro-p- Gruppe F(r) auf G. BT

"-~_(c) r > dim H (G)

dlm H (G) heift der Rang von G. Ist G elne pro-p-Gruppe, sodaB

.H (G) endllche Dlmen31on be31tzt, r der Rang von G, R der Kern

eines surgektlven Homomorphlsmus ‘von F(r) auf G dann gllt.

n.Elemente von R erzeugen R als Normalteller von F(r) 1st
glelchbedeutend damit, daﬁ n » dim H (G) gllt.-

Mit Hilfe der Euler-P01ncare Charakterlstlk wurde nun e1n
kohomologletheoretlscher Bewels fir den 1m vorangegangenen
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Vortrag bewiesenen Satz gegeben. Danach wurde gezeigt: Ist k
ein p-adischer Korper vom Grade n Ulber den rationalen p-adischen
Zahlen, der die p-ten Einheitswurzeln enthilt und G die maxi-
male p-Faktorgruppe der Galolsgruppe von k, so hat G den Rang
n+2 und H (G) 1st eine zyklische Gruppe der Ordnung p.

Elne pro-p- Gruppe endllchen oder abzédhlbaren Ranges helﬁt
Demusklngruppe, wenn H (G) eine zyklische Gruppe und das Cup-

‘Produkt H(G) x H(G) » H2(G) eine nichtausgeartete Bilinearform
"ist. Wenn G eine Demuskingruppe'endlichén,Ranges mit_unendlich
vielen‘Elementen ist, dann hat.G die kohdmolqgische,Dimensionig-‘7

2; falls G nur endlich viele Elemente besitzt, ist G die Gruppe _

der Ordnung_z.'

‘,RQQUETTE. D1e maximale p-Faktorgruppe der Galolsgruppe eines

'p= adlschen Kérpers, der d1e p- ten Elnheltswurzeln L

, enthalt, ist eine Demusklngruppe.

Nach den Ergebnlssen des vorangegangenen Vortrags muﬁte nur

‘noch gezeigt werden, daB das Cup Produkt . nlchtausgeartet 1st.u
1D1es wurde unter Benutzung der Kummerschen Theorle und unter

Hervorhebung des Zusammenhangs mit dem Normrestsymbol getan.‘

fMARTENS Elnfuhrung der Invarlanten, d1e zur K1a831f1kat10n ,H

' der Demusklngruppen durch Relatlonen benotlgt werden._ f

;Sel G eine. Demusklngruppe, I dle unterllegende abelsche Gruppe o
fdes duallslerenden Moduls von G. I 1st dann e1n zykllscher
AModul der Ordnung p oder von ‘der Form Qp/zp. Im ersten Fall

p ‘gesetzt, im zwelten Fall

wird d1e Invarlante s(G)

:_ s(G) "0 (4. h. e'i ©). Die G-Modulstruktur des dua11s1erenden
fModuls liefert einen stetlgen Homomorphlsmus X von G in
- Aut (I) ='(Z/ e)* bzw[Z b Das Bild dleses Homomorphlsmus ist dle,}
. Invariante B = Im X B ' : :

' Aus dem Vortrag von Lorenz folgt nun, da® die abelsche Gruppe

/(G G). ~ entweder tor51onsfre1 oder der Tor31onsbestand-

“teil zykllsch von p-Potenzordnung 1st Die Invariante q(G)

ist die Ordnung des Tor31onsbestandtells von Ga’

o®



DF Deutsche
Forschungsgemeinschaft




DFG

Deutsche

Forschungsgemeinschaft -

Durch das in der Definition einer Démuskingruppe auftreten- -

de Cup—Produkt ist eine Linearform b(v) = vu v fur v ¢ H1(G)

raum von H (G). Man setzt die Invariante t(G) = 1,vfalls
A =V gilt, d.h. wenn das Cup- -Produkt alternierend ist, was_

’gegeoen. Es sei A der von den isotropen Vektoren erzeugte Tell-

fir p # 2 immer erfillt ist. Sei nun A # V und A' das ortho-

gonale Komplement von A bezugllch der durch das Cup—Produkt

-gegebenen B111nearform. Ist A' # 0 und A'C A, so setzt ‘man

t(G) = 1, ist A' # O und A' ﬂf A, so0 setzt man t(G) -1 und
t(G) = 0, falls A' = 0. : - ,

-':FREX ‘ Klas51f1katlon der Demusklngruppen endllchen Ranges

mit. q(G) # 2. L _J‘_ : _,-;“

Elne solche Demusklngruppe G laﬁt 31ch als Quotlent elner von'j p,

Relation _ _ R
o xl(xi’x )(XS’X)")...( n- 1sx )

'erzeugten abgeschlossenen Normalteller darstellen, d h. 31e

. e |
von F F1~- F, Fn+1 = F (F F )

.PqPP.  Beschrelbung der Demusklngruppen endllchen Ranges,‘

falls q(G) = 2.

Diese" Demusklngruppen lassen 31ch w1eder als Quotlent elner

von xl,...,xn

.eine der folgenden Relatlonen herausgeschnltten werden mub:

(1) n gerade, (B:B%) = 2+a

‘mit_a'#.2f, £ elne naturllche Zahl, £ » 2.° )
(2) n'geradé,'(B B2 ) = (xl,x )x (x ,xu)...( 1,x )
nit a = 2f, n-
mit 'a = 2 f e N = N v (=}, £ 2 2. _ _ L
- R
(3) n ungerade 1 2(x2,x3)..,(xn_1?gn).¢1§ a ngv’
f € N f 2.~. ' EIEEU :

.xl,...,xn erzeugten frelen pro-p-Gruppe F modulo dem von der ;

ist durch die Invarlante q(G) q elndeutlg bestlmmt Der Be-;tf ;~ 
' we1s erfolgt mlttels Approx1mat10n entlang der q-Flltrlerungv;:;f,_f

erzeugten frelen pro p Gruppe schrelben, wobe1:f fj :V

(xl,x )(x3,xu)...( n*i?xn)-

'©@.
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GOHNER, H.: Allgemeine Sdtze lber Demuskingruppen.

In diesem Vortrag wurden die beiden folgenden Sitze bewiesen:

Sei G eine Demuskingruppe abzdhlbaren Ranges. Dann existiert
eine abstelgende Folge H (ie lN) abgeschlossener Normalteller '
von G mit N H; = 1 und Jeder Quotient /H ist eine Demuskin-
gruppe endlichen Ranges. Umgekehrt: ist- G eine pro-p Gruppe ab-
zdhlbaren Ranges, die eine Folge abgeschlossener Normalteiler
mit den obigen Elgenschaften besitzt, dann ist G entweder elne
fre:Le pro-p Gruppe oder elne Demusk:mgruppe. " '

Mit H:Llfe dleses Satzes erhalt man- das folgende Korollar. A
. ‘ Eine Demusklngruppe ‘abzihlbaren Ranges hat dle kohomologlsche

Dlmensn.on 2. .

Ist G eine Demuskingruppe vom Rang ‘5 1 >dann i‘SE Jede offene
Untergruppe Demusklngruppe und Jjede abgeschlossene Untergruppe
mit unendllchem Index 1st elne frele pro-p-Gruppe.

RITTER: Klassn.flkatlon der Demusklngruppen abzahlbaren Ranges. | ,

Sei G elne solche Demusklngruppe, F e:.ne frele pro-p Gruppe
mit abzdhlbar vielen Erzeugenden Xs (1 € m), ’ '

m(J ,S) T—[ le‘l(le 1,X21),

'. ~ dann laﬁt s:Lch dlese Demusklngruppe in der Form G F/(r)
schrelben,‘ wobe1 r d:Le folgende ‘Form hat. : '

A(1)~q(G)
2+a

(e €
(2) q(6) = 2, £(6) = 1eor =gt (xl,x )<x3,x,4)m<3,s5>

»m_its=s(G)=2,a=2,efsN,e>f>2

q = P 3 2 : I' = xl(xl,x )m(2 S) mlt s = s(G_.)’ = pe
= Ny {»}) und e 2 h : B

26

oder r = xl(xl,‘xz)xj(x},xu)m(3,#) mit s nnd a vw.lve‘vqrher

und der Beziehung e £32
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(3) (@) = 2, £(6) = -1: T = x (xa’x ) ! "21("21, 21+1)

1>2
‘ ‘mit s und a wie vorher und e > £ .> 2 ,
(%) a(G) = 2, t(G) é'o = m(l 2) Tl (xl,x ) J mit
. . . . . : l<J ' -
bij € 2:2
'HAHNEL. Die p-Sylowgruppe der Ga101sgruppe eines p—adlschen
Korpers 1st elne Demusklngruppe abzahlbaren Ranges.

‘Zuerst wurde die Umkehrung des in dem vorangegangenen
:Vortrag bew1esenen Satzes gezelgt d.h. 1st F elne frele -
.' ' : pro-p—Gruppe abzihlbaren Ranges mit den Erzeugenden xl,' und
r eine Relatlon der Form (1) bis (4), so 1st G = F/(r)
N eine Demusklngruppe mit den Invarianten q(G), s(G), t(G) w1e »
- in dem vorangehenden Satz und fir die Invarlante Im x erhalt .33i"'
*.man d1e folgenden Werte: - o

Ol = 7Y xx) s 1t g2
(2)x(xy) = _-(i+2‘f-)i- , x(xy ) 1 fur i#2
.  bezﬁ..x(x ) = - s x(xy) = (1 -2 ) , x(x ) = 1 fur i # 2, 4

g = s (s >': R CH ) 1furif1,3.

 Aus dem Bewels des Satzes erhlelt man.noch das folgende Korollar o
® Ist q(G) # 2, dann ist’ d1e Invarlante q(G) durch die Invarlanten )
s(G) und Im(x) bestimmt. Denn sei s(G) = p » T der duall-'iv B
>51erende ‘Modul von G als abelsche Gruppe, dann gllt. ‘
CAut(I) = (Z /p° z, )xc End (I) -Z 2%z, und q(G) = max {q'

= h | Im xC 1+ q End(I)}

AuBerdem konnte mit Hllfe der im Bewels entw1ckelten Metho-
 den noch der folgende Satz bewiesen werden: ‘Sei .k elne endllche
Erwelterung der rationalen p-adlschen Zahlen und G eine p-
'Sylowuntergruppe der Galoxsgruppe von. k, k' die Korpererwelterung
~von k, die man durch Adgunktlon elner prlmltlven p-ten Ein-
heltswurzel erhalt, a der. Grad von k' iber den ratlonalen
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p- adlschen Zahlen, dann ist G eine Demusklngruppe abzihl-
baren Ranges, der dualisierende ‘Modul von G lst der G-Modul
der aus allen Elnheltswurzeln mit p-Potenzordnung besteht
und es gilt: t(G) = = (- 1)

Dazu erhalt man wieder ein Korollar Ist q(G) ' 2, dann ist
q(G) ph die hdchste p- Potenz, sodak k' eine primitive ph-te

Elnheltswurzel enthalt._

‘ ROQUETTE: Erganzungen zu den vorangegangenen Vortragen. Die -
h ".bGalolsgruppe der maximal unverzwe;gten p-Erwelterung
eines. Funktlonenkorpers einer Varlablen uber elnem

'7algebralsch abgeschlossenen Grundkorper.

Ist G die max1ma1e p-Faktorgruppe der Ga101sgruppe eines’ p-
‘adischen Korpers 'k, “der die. p- ten Elnheltswurzeln enthalt
“"dann folgt aus den vorangehenden Vortragen, daB G elne De-

" muskingruppe ist. Dle ‘Invariante q(G) 'h st die max1male.*

_fp-Potenz, sodaﬁ k elne prlmltlve o} -te Elnheltswurzel ent—'

: halt, falis p £ 2 1st.v R '

: jiDas Interesse fur dle maxlmale p-Faktorgruppe G der Ga101s—, 
'“ﬂ.lgruppe von % entsprlngt der folgenden Fragestellung. Wann kann,"
" ;e1ne endllche p-Gruppe H als Ga101sgruppe lber k reallslert |
ff}werden° Dies 1st genau dann der Fall, falls s1ch H als
quuotlent von G darstellen laﬁt. Aus dem Vorangehenden erhdlt
"“fman nun, falls k ein p-adlscher Kdrper 1st d1e folgenden
-ﬁnotwendlgen Bedlngungen ‘

:'Sel n der Grad von k uber. den ratlonalen p-adlschen Zahlen,
}7n(H) der Rang von H. Damlt sich H als Ga101sgruppe reallsleren
 18Bt, muB folgendes erfiillt . selnr'
’ (1) Falls k nicht p- ten Elnheltswurzeln enthalt.
" n(H) € n+l
(2) Falls k die p- ten Elnheltswurzeln enthalt.
'n(H) € n+2 und es glbt.eln System von n+2 Erzeugenden
von H, die einer,Demuskingemapion_génﬁgen.
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Entsprechend ergibt sich: H 14Bt sich dénn und nur dann
als Galoisgruppe ﬁber'einer endlichen Erweiterung von k re-
alisieren, wenn sich H als Quotient einer der untereinander
konjugierten p-Sylowgruppen der Galoisgruppe‘von k darstellen

148t.

Sei nun k ein Funktinnenkérper>eiﬁer Variablen vom Ge-
schlecht g iliber einem algebraisch ébgeschlossenen GrundJ-
kérper. Ist p = char k > O uﬁd G die Galoisgruppe der maximal
unverzweigten p-Erweiterung von k, dann ist G eine freie
pro-p-Gruppe vom Rang & 8- Ist P eine Primzahl verschleden '
von der Charakterlstlk von k, dann ist G eine Demusklngruppe

Ist char k = p > O und G die maximale p-Erwelterung von k,

‘d.h. man 148t an allen Stellen von k‘VerZweigungén Zu, dann

sieht man sofort daﬁ G eine freie pro-p-Gruppe 1st.
Problem W1e sieht die Galolsgruppe ‘der maximalen nur an o
endllch v1e1en Stellen verzwelgten p-Erwelterung von k aus?

Y . . T

>PQHahnel (Heidelberg)j
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- vom Rang 2g mit der Relatlon (xl,x ) (x ,x”)...(ng_l,ng) = 11»
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