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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH .

Tagungsbericht 9/1969

Arbeitsgemeins chaft_ liber Funktionenalgebren

7.4, bis 12.4.1969

Unter Leitung von Pfof. Dr-. H. ‘Kénig (Saarbriicken) fand im Ober-
“wolfacher Institut eine Az“beitsgemeinsc'haft iber Funktionenalgebren ,
‘statt. Der Aufbau der Theorle war nach den Lecture Notes [Ko 3]
@  sowienach [See-K&] - und l__Ko 5] angelegt (siehe Literaturver-

_zelchms)
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.AVortrag 1: Grundbegriffe iiber Funktioneﬁalgebreh

i) Meditation iiber den Satz von Hahn-Banach: Hauptsdchlich die
beiden ersten Abschnitte meiner Arbeit "Uber das von Neumannsche
Minimak-Theorem" in Arch. Math.'lg_(1968), 482-487. Satz: Es

sei E ein reeller Vektorraum ﬁnd 9'E - R sublinear. Es se1

T ¢ E 6-mittelpunktskonvex: Zu u, v€T existiere f€T mit

G(f - B%X '§ O. Dann existiert e1n-11neares.@:E - R mlt‘w = 9

und mit Inf(|T) = Inf(8|T). Der Spezialfall E = C(X,R)
- (X kompakter Hausdorffraum) und 6 = Max. '

ii) Funktionenalgebren - die abstrakte Situation: Es sei (X, z)

ein Mefraum und B(X, T) die Gesamthelt der mefbaren komplex-.
wertigen Funktlonen auf X; ferner ca(Xx,X), Pos(x zZ), Prob(x zZ)

der Reihe nach die Gesamtheit der komplexwertlgen, p051t1ven,

_wahrschelnllchkeltsmaﬂe auf . Man fixiert eine komplexe Teil-
"algebra A c B(X,IZ) mit 1€A und definiert das Spektrum S(A).

®€S(A) betrachtet man die Gesamtheit der reprédsentierenden

MaBe M(A,9) = {m€Prob(X,%):p(u) = [udm fir alle ueal. Definition
. der Szegdfunktion Np(o) = Inf{flulpdc'ueA mit @(u) = 1} fiir '
VOGPOS(X Z) und 1 = p < @, Ein zentrales Lemma iiber die Szego-

funktlon, aus dem 1nsbesondere folgt: Wenn Np(C) > 0, dann

existieren O-stetige mEM(A,9).

ciii) Funktioﬁehalgebren'- die kohpakté“Situation"Hiervisf'x

ein kompakter Hausdorffraum und Z das System der Bairemengen
von X. Es sei ‘A c c(Xx, ¢) c B(X Z) eine abgeschlossene Te11-

algebra mit leA. Existenz von ‘repridsentierenden MaBen und

"Jensenmaﬁen zu ¢€S(A). Man definiert 08:8(f)

= Inf{Rep(u):u€A mit £ = Re u} fiir die oberhalbd stetigen7l
£:X —» [-,9[ und beweist 8(f) = Max{[fdm:meM(A,9)}.

iv) Einfiihren der Standardbeispiele P(K) c R(K) c A(K) c C(K,¢C)
fiir die kompakten K ¢ € und elementare Tatsachen hieriiber, Der
Fall K = {z€¢:lz| = 1}; Formulieren der klassischen Sitze von

Szegb-Kolmogorov-Krein und F. und M. Riesz.

Heinz Konig
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Vbrtrag 23 Der abstrakte Satz von F und M. Riesz

Es seien (X, 2) ein Mefraum, B(X 2) die beschrinkten mefbaren,
komplexen Funktionen auf X und ca(X, £) die komplexen MaBe auf z.
Betrachtet wird eine Unteralgebra A von B(X,L), die die konstan-
.tén Funktionen enthilt. Die Mafe 9,'die A annulieren, bilden

die Menge Al = {9:[uad = 0 fu. dCA}:'Es sei ©:A - € ein Algebren-
homombrphismus'und M(A,9) die Menge der positi&én Mafe M die @

darstellen: @(u) = fudu fir alle ueA éa(X L) ist ein voiiétan-
x
diger, komplexer Vektorverband. Das von M(A m) in ca(X Z) aufge-

spannte Band ist M(A,@)ooi' {Keca(x ) : ex MEM(A,®) und A << M}
(, << " bed. absolutstefig) Es ist ca(X,Z) = M(A,9)°° & M(aA, ¢)°
ordnungsdirekte Summe. Es wurde folgender Satz von H. Konlg und
G.L. Seever gezeigt: Es sei JCAL und o, seien die Komponenten
" von ¥ in den Bindern M(A,9)°° und M(A,9)°; d.h. ¥ = a + B, es
: A;glbt ein MEM(A,P) mit o << H und B ist vollstandlg 51ngu1ar zu
allen MEM(A,9). Dann liegen auch o« und B in Al. - Im topologischen
Fall, daB X ein kompakter Hausdorffraum ist, I die Balrschgn .
Mengen sind und A c C(X) stimmt die Zerlegung ca(X,Z) =
= M(A,CP)°° 5 M(A,¢) ‘mit einer’ ‘etwas anders- charakterlslerten
'f'Zerlegung von I. Glicksberg iiberein: BEM(A, ¢) genau dann, wenn
es ein Nez mit H(N) = O fiir alle MEM(A,®) und |[B|(X N) = d'gibt{
=a€M(N ¢) ist dadurch. charakterlslert daf fir alle MeZ mlt -
H(M) = O fiir alle ueM(A ®) auch lal(M) = 0 ist. o

. Auf'beliebigen MaBraumen gilti' e » e '
- " Fir zwei Algebrenhomomorphismeﬂ o,V A~ € ist entweder~M(A,¢)°°'=
o = M(A,¥)°° oder M(A,9)°° c M(A,¥)°, Dadurch wird eine Kquivaxénz-
‘ retatlon auf der Menge S(A) der Algebrenhomomorph1smen erzeugt.
Die Aquivalenzklassen heiflen Gleasonteile und es sei G(A) die.

Menge der Gleasonteile. Ferner seien M(A) = U M(A,®) und
o - @GS(A) ' '

"M(A,P) = M(A,9)°° fiir einen Vertreter $€P. Dann ist ca(X,T) gleich-
der ordnungsdirekten Summe von M(A)® und allen M(A,P).f PEG(A),

also: ca(X,Z) = M(A)® D M(A,P).
. , PEG(A)

Darum folgt: Wenn hEB(X,I) ist und [hd¥ = 0 fiir #eM(A)° N al oder
€Al und ¥ << W fiir ein WEM(A), dann liegt h in der o(B(X, 2)

ca(X, E)) abgeschlossenen Hiille von A.

Gerd Wittstock
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Sei (X,Z) ein Mefraum, B(X,f)’die Algebra der beschranktén, _
mefbaren, komplexwertigen Funktionen auf X, 1€A c B(X,Z) eine
. Unteralgebra, P:A = C ein schwach-stetiger Homomorphismus}

- M(A,9) die Menge. der @ repr&sehtieren&én'MaBeé M(A,®)

{UIGPQS(X,E), Iudd:= ¢(u), V’ueA},

Definition:

a) 0cPos(X,E), NP(0) = 1nf{f|ulpao|¢<u) Cuwell1 = p <o

b)‘dePos(X,z) ‘reL! (o) F Z o.

a(F,0) 1nf(jtog Fdo|a€M(A, ®), Itog Fdo ex18tlert}
' flm welteren Sinne, o << 0
b(F,0) = sup{ "'| _ﬁ“;, o : o }

Satz (Szego):

Sei G€Pos(X 2) mlt Np(o) > 0. fur ein p,1 = p < o, Fir
-_F€L (0) F 2o gllt ' ' - '
'Np(m)'
NP(G)

'exP(a<F,o))'§' exp(n(r,0)),

1nsbesondere ist M(A,¢) # ¢

Korollar:

" Sei m das e1n21ge, bezugllch o absolut-stetlge MaB in M(A w)
. Dann gilt fiir FCL (0) o ' : :

+ - A. p
J"Log de<°°und£—(—F-o—)-

= exp(|log F &m).
S NP(e) fre :

- K, Legrady

o®



oF

Deutsche
Forschungsgemeinschaft

o®




-5 -

- - - - - ———----———-—--—- - e o T o - - = A e e o

(i) Cauchy Transformationen von Ma en
‘Die Cauchy Transformation H(z) eines MaBes H. wobei M ein kom- -
Plexes Mafl mit kompaktem Trager ist, sei deflnlert als:"

fi(z) := [ 722 a8

'H ist auf dem Komplement des Tragers von M. e1ne analytlsche
Funktlon, und K ist bezugllch des Lebesgue-MaBes dx.dy belnahe

 {iberall auf d1e komplexe Ebene. deflnlert.

~

LEMMA: VerschW1ndet Mo auf einer offenen Tellmenge von C, dann

, '. T "hat W auf dieser offenen Menge keine Masse-

Fiir Beweise 51ehe [We 1 § 71.

(ii) Potentiale von MaBen und der Satz von Walsh

‘Das Potential U(Z) eines MafBes O, wobei O e1n komplexes MaB m1t

) kompaktem Trager ist, sei deflnlert als.
T(z) 3= floglz-gldo(g)

0 ist bezugllch des Lebesgue-MaBes dx-dy beinahe uberall auf

die komplexe Ebene def1n1ert.~~

‘ LEMMA Verschw1ndet C auf elner offenen¢Te11menge von C dann

"- . hat 0 auf dieser offenen Menge keine Masse. -

'FUNDAMENTAL LEMMA Verschwxndet 0 in einem Gebiet G und konver—
giert Iloglz-gidc(g) absolut in z €0G, dann ist G(z ) =

Fir Beweise siehe [Ca, Seite 168,169].

ALLGEMEINER SATZ'VON WALSH: Sei K eine kompakte Téilmengé der

komplexen Ebene mit 0K = UaG , wobei die G die Kompo-'
. i i
nenten des Komplements von K sind. X:= oK, Q. Komplement

von K. Dann 1dBt sich jedé stetige Funktion auf X gleich-
maﬁlg approx1m1eren durch Funktlonen aus dem linearen

‘Raum, erzeugt von den Funktlonen h, (z):= log|z-a| mit a€fl,

IFEG : . ‘ _ : S
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SPEZIELLER SA?Z VON WALSH: éei.K eine kompakte Teilmenge der kom-
plexen Ebene, und Komplement von K zusammehhingend; dann
ist Re P(K) dicht in C(X,IR).

(iii) Der Satz vonVWiiken. , . ‘ ]
Sei K ¢ € kompakt und MER(a) vollstdndig singuldr; dann ist H = O.

Zum Beweis siehe'[Lﬁ, Seite 67-69].

(iv) Der Satz von Mergelvan iiber Polynomiale Approximation:
Aus dem - . S . .
HOFFMAN-WERMER LEMMA : Seien X ein kompakfer Hausdofff4Raﬁm;

- 1€A c C(X) eine abgeschlossene komplexe Tellalgebra und @GS(A)

Sei h eine beschridnkte, meBbare Funktion auf X mlt |n] = ¢ und

Inf Sup - Ilu—h[dm = 0.
u€A m€M(A,¢) '

Dann existiert eine Folge u €A mit lu | £ c fir allen und"un - h
bei n - ® m - fast uberall fir alle mGM(A,v)
sowie dem Satz von F. und M..Rlesz erhdlt man den folgenden

SATZ: Seien A,B c C(X) abgeschiossehévUhteralgebren mit 1€AA§>B

und A Dirichlet-Algebra. Es sei A N M(A)® = {o}, und jedes ®€S(A) ..

~besitze eine Fortéetzung QCS(B). Dann ist A = B. Hieraus folgt

dann der

. SATZ ﬁDN,MERGELYAN: Sei Kc € kompakt.und Kompl K zﬁsahmenhangehd.'

Dann ist P(K) = A(K).

Sei (X,Z,m) ein Mafraum mit dem'Wahrscheinlichkeitsmaﬁ m. Sei H
eine w*-abgeschlossene Unteralgebra von'Lm(m) mit 1€H und L die
Menge aller mefbaren Funktionmen von X in IR U {I «},

Wir definieren:

ol

,gibt mit |u | = 1,_lim‘ﬁn =1, u, feL”, ,
" HY sei die Menge aller u€l, zu denen es ein £ £ o in L und

eine Folgé’{un}'in H gibt mit ]unJ = £, lim un'z u.

sei die Menge aller f€L, zu denen es eine Folge {u } «H

k4
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Dann ist H¥ eine Unteralgebra von LI mit Hﬂ: nL” = H.

.Sei ¢ ein w‘-stetigéé, multiplikatives, nicht. triviales Funk-
tional auf H. Man kann dann’ 8 eindeutig zu einem "stetlgen"
Funktional auf H#:fortsetzen. Fir f€L sei nun

v(£) inf{j|uf|dm | uéH, §(u) = 11,

T(£) = sup{|2(w)| | uweH, |u] = [£]},

Fiir die Funktionale V und T gelten dann

SATZ I: (i) Fir feL:#:

T(f) = nf{-—-g-P-fr |peL P Z o, V(p) > o, pf€L }

(ii) Zu fEfk, f 2o ex;stlert ein ueﬂ#:mltv|u| = f

und &(u) = 7(f).

£ 2o, 1st

SATZ II: Sind T ? f und g p051t1ve Funktlonen aus ﬁ# m1t f = g
v fir alle u€IN und Tim f "2 f, sSo ‘ist auch '
Tim T(f ) = T(f)

~ Schlieflich definieren wir fiir reelle peL”
»ﬂ(p) = inf{Re Q(u) | p £ Re u, u€HJ .

- SATZ III: Ist M d1e (nlcht leere ) Menge der 2051t1ven $- dar-

stellenden v€L1' so ist .,

?(p) = sup{‘rpvdm | VCM} .

SATZ IV: Ist M in L' schwach kompakt, so sind die'durch
A(E) = vadm, vEM, deflnlerbar reellen Funktlonale A

auf L~ genau dleJenlgen, fiir welche A = & gilt.

H. Leptin
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Seien (X,Z) ein Mefraum, m ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf I,

-‘H < L” (m) eine schwach-*-abgeschlossene Unteralgebra mit 1€H

‘und @ + O ein schwach-*-stetiges multlplxkatlves Ilneares

Funktional auf H. Dann ist nach friiher

M

{0 = ECLI(m) : qudm = @(u) fiir alle u€Hl}

nicht leer, und wir deflnleren N als die reelle lineare Hulle

von M-M. Im Fall dim N < o exlstleren strlkt dominante F€M,

jd h. solche mit M c F L (m);'dles sind nadmlich genau d1e>
'1nternen Punkte (der radicel. kernel) der konvexen Menge :
M c Re L (m). ' ‘

Eine Funktion'oléiFeLl(m)‘heiBt Arens-Singer-Dichte, wenn

log|®(u)| = [log|u|Fdm fiir alle u€Invert H (die Gesamtheit
der invertierbaren u€H), und F heiBf Jénsen-Dichte,"wenn“

log|®(u)]| = Iloglulem fir alle u€H. Bezeichnen wir deren

: Geéamtheiten mit MAS bzw. MJ, , So ist offenbar MJ c MAS c M.

: Schlleﬁllch definieren wir die Funktlonale o, B Re L - R

durch

u€H, lulep 5 1}

Inf {-log|®(u)] | |
~u€Invert H, lu[ep = 1}.

Inf>{-logl¢(u)|f

o:.(p)"
B(p)

o

R

[

Dann gilt:

a(p) fiir alle PERe L (m)
B(p) fiir alle PERe L’ (m)

I

i) . FEMJ - © [PFdm
 FEMAS ® [PFdm

I

ii) Ist M'c Re L' (m) schwach kompakt, so sind MJ und MAS

nicht leere, konvexe Mengen.

LEMMA 1: Es sei FEM, derart daB fiir O S P_€Re L”(m)'mit'
fP de - 0 bein - stets a(P ) - O zutrlfft. Dann: ist.’
die L'(m)-Norm Hiille von' N glelch der L'(m)-Norm Hulle
von N N FL™(m); Im Fall dim N < ist also F strikt

dominant.

o®
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LEMMA 2: Es sei T = log|Invert H| c Re L (m) und
. dim(N/N N T°) < ®., Dann existiert zu jedem € > O ein .
"reelles c(€) > O mit ’

B(p) £ € + c(€) [PFdm
. ) " O: O
fiir alle 0 = PE(N N T°) und alle FEMAS.
LEMMA 3: Sei dim N <_¥‘und'F€MAS interner Punkt voﬁ”MAS;

dann ist FEM auch infernef‘Punkt von M, .also strikt

dominant.

E. Schiéneberger

'~ 1. Verschiedene Aussagen meBbare Funktionen auf (X,T,m) betreffend

1.1. Durch geéchicktes Rechnen leitet man aus der Taylorformel
die folgende Abschitzung her: ' “ '
- Sei z€C, t,€E€IR, O < t T, €> 0, neIN. Dann gilt:

1 " n-1 k : o
——'Ietz- z {tz) | = —-|é(T+€)Rez|+ l—(lRezf+lImz|)n.
2 o Kk en ' n. T

Es sei nun (X,Z,m) eipAWahrschéihlichkeitsfeld (d.h.: X ist eine -

Menge, auf der eine Sigma-Algebra I erklirt ist, und m ist ein.

MaB .auf I mit m(X) = 1). L(m) seien die m-mefbaren Funktionen
auf X modulo Nullfunktionen. : .

1.2. Dann erlaubt die Abschatzung (1.1) zusammen mit dém Lemma
' von Lebesgue den Beweis'folgender.Aussggen:

Pfopbsitionﬁ‘(a) Sei p€Re‘L1(m),ep€LT(m), und seieanﬁr

alle 0 <t 1 : h €L1(m)‘mit |n, | s otp und-fh dm =
| t hPibn T d JByc

=,exptfpdm; dann gilt: Re - p in der L1-Norm fﬁr t - O.

(b) Sei pERe tz(m), ep€L2(m); und seien fir alle
: 2 L. p . r.
0<t=1:helm) mit || = ¢ P und [hdm = expt[pdm

h,-1 2 .
dann gilt: 1) lim | : ‘ILZ s2f pzdm - (Ipdm)2

h, -1
t

2) Re - p L2~56hWach fir t - O.

-
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Bemerkung: Unter geeigﬁeten'Zusatzvoraussetzungen kann man
sogar auf die'Lz(m)-Norm-Konvergenz schlieBen (siehe’

H. Kénig, Caltech-Notes).

1.3. Proposition. Sei h'= p+1qeL(m), peRe'Lz(m) |t] = 1:.Sed

weiter etPer?(m) und f sh thy, 1 = feShdm Iethdm fir alle
sl del E - ~
dann ist h€L (m)

Beweisidee: Es wird gezeigt, daf auf [-1,1] t - fe Bim eine

stetige Halbgruppe beschrinkter Operatoren auf C, also von
' . A . : , A

der Form t - et s A ='fpdm + iB€EC ist. Dann wendet man

(1,2),b 1, auf h eP an.
9 ’ t .

L]

Korollar: Sei qeRe L(m) mit [el%% e*%%am = [e*®%Udm [ettdgn

fir alle |s|,|t] = 1, dann ist q komstant.

1.4, Prop051t10n. Sei f€L(m) und seien {f } c L (m) mit g
sup{flf- nlgdm lgCM}-~ 0 fiir n - o, dann ist efer®.:

Beweisidee: Ohne Einschrinkung nimmt man f Z O, £ ‘20

fur alle n, schatzt mlt Hllfe des Szegt-Satzes T( -—J—?ﬂ
1+te

ab und zeigt, daB dleser Ausdruck gegen 1 lauft, falls
t - 0. Die: relevanten Deflnltlonen zeigen abeg. T(TT:;fT) - 1
fir t - 0 ist glelchbedeutend mlt f€ﬁ¢ O '

. _ " 1.5. Niitzt man aus, daB fir Folgen {u } e H#' Iu | = feL# gilt:

u = lim u e und lim Qu = &u, wo %u = Iudm auf H, dann

folgt lelcht der

Substitutionssatz: Sei n€IN und £:@" - € ganz und sei -

F(tl""’tn) sup {If(zi,.w.,z-)l Iz.l = t.}; dann gilt:
t. Cni

Aus h,...,h_ eH# F(|h, |,...,|h er® folgt: f(hl,...,h e
und éf(h ,...,h ) = f(th,...,Qh ) .

H#'

1. Korollar: Sei hEHW¥ und elhleL#, dann ist e“€H® und

#(eM) = (M), . | .
2. Korollar: Sei h€H , h reellwertig und elhlef#, dann ist

.h konstant.

DF Deutsche ! . . ' .
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2. Verschiedene Aussagen ﬁbér Hp-Funktionen, das AbschldBtheorem

2.1. . Wir setzen d1e in Vortrag 5, 6 beschrebene Sltuatlon sowie

1€M voraus. Sei 1 2 p < %, dann definiert man:
‘& LP(m)-Norm-AbschluB von H in LP(m). _

Wegen aes Satzes von Hahn—Banach ist dann HP der G(LP Lq) -
AbschluB von H in Lp(m) also gleich der Bipolaren von H
in Lp(m) Benutzt man: Zu u€H¥ 3J {u } < H, ]u | = u,
u = u, dann gilt . n Lp(m) c HP, SchlleBllch bestehe K
‘aus allen Funktionen he€L'(m) mit fuhdm = §(u)-fhdm fiir alle
u€H. ' ‘ ‘ C

2.2, Beachtet man, daf m endliches MaB ist, und nutzt man die
Holder-Uhglelchung aus, dann folgen aus den Jewelllgen :
Deflnltlonen ziémlich unmittelbar
1.-Pr6position: Sei -+ 4
gilt: 1) uh€k o

2) [undm = [udw [hdm.

= 1, uer und h€K>n'Lq(ﬁ); dann -

ke
Q=

“ 2;uPr°P°Siti6n: Sei %ﬂ+;éf= %,'uer und veH" ‘N L9(m); dann
‘gilt: 1) uveH" C o ,
2) Iuvdm s'Iudm Ivdm.

1. Korollar: Sei uer und ver n L, dann ist uver und
; Iuvdm Iudm fvdm.» : )

2. Korollar: Sei ueH’ und veH! ﬂ Lq(wo .t LA 1), dann

ist uveH1 und-fuvdm fudm Ivdm.<
2 3. Ahnllch wie in (2 1) deflnlert man :
(Re H)P = 1P (m)- Norm—AbscthB von Re H in Re Lp(m)

‘ | 0 .
Die elnfach zu bewelsende Unglelchung. qudm‘é fp dm fur

p+1q€H2 qum =0 zelgt, daf Re H> = (Re H)z.

2.4, Definiert man zur Abkurzung° (K N Re L ) = {feK n Re L2 mit
Ifdm = 0} so ze1gen Standardschlusse der Funkt10na1ana1ys;s'

Proposition: 1) Re 12 = Re H2 39 (K N Re L )
2) 12 Hzen @(KnRe.L)' +1(KﬂReL)

Deutsche - ’ ) ' ' -
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"1. Korollar: Sei p€Re B N K; dann ist p konstant. .

2. 'Korollar: Sei peﬂz und p reell, dann ist p konstant.

3. Korollar: Seien p,q€ERe H2 und p+iq€K, dann ist p%ideHz.'

Wir zitieren fiir das Folgende: Zu O = reL¥ existiert ein
gGH#'mit lg| = £, so daB gilt: &g = T(|g]) = T(£).

Zum Beweis des AbschtuBtheoréms definieren. wir folgéndes
Objekt: ©® = {p€ERe Lw(m)lT(etp) z ot pdm}, was in ReVH2
liegt. Dann giit:, '

Lemma: Sei h = p+iq€H' N L“(m) und p€p, dann ist hEH.

Bewe151dee° Das 1. Korollar in (2 2) llefert' h €H1 nL” (m).

tfhdm fur alle tGIR

und (J‘hdm)n fh dm, also Ie
o tP

Nach (2.5) gilt: Es exlstleren u €H lu | = mit -

. Iutdm = T(etp).und = tfpdm erreichbar, dann aber

' -th : -th ' :
Iute “ldm = 1, |eT Tuy | = 1;‘ d

Abschlu@ﬁheorem' Es gllt°vK = Ll(m)-Norm-AbséhlﬁB.vdﬁ :
{H+V+1N} - L

. Beweis: h€L - mit h = p+iq, h.lN, hlH. Dann gilt weil

(et = tfpdm 2 p€¢. Zu etp exiétleren {u } ¢ H¥ ]utlse,

h.LN: ngdm Ipdm fir alle g€M, also nach dem Szego-Satz-

I

tp‘

mit Iu dm = T(etp) also u GH# N L° = H und Iu dm = et [pdm

verrelchbar. Dann mit (1. 2) (b),2: p (und analog q) aus Re H2,

~Da hlH, folgt hCK,_Ihdm = 0 also qum =0 = Ipdm und dann

(2.4) 3. Korollar: heHz, also in H1, also h€H' N L™ und pEY,

 damit h€H nach (2.5) und somit hl K.’ [

3. Die invertierbaren Elemente in H .:

3.1. Lemma: Sei w€H und in H¥ 1nvert1erbar, dann gilt:

Forschyngsgemeinschaft

1) 0 < |%u]| = 'r(]ul) < oo,

x)/ Sei weiter ve€H¥ mit |v| .2 |u|,fv = T(|u|), dann gilt:

2) |#v] = T(|v])

3) Es existiert c€C, |c| = 1 mit v = cu.
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und der Supermultiplikativitdt von T. 2) folgt aus der

~Monotonie von T und 3)vaué der Positivitdt von m. []

3.2. Lemma: Sei O S p, q€L mit pq = 1 und T(p)T(q) = 1, dann ist
<p,q€L#'und pq = 1. ‘ : : .

|
- 13 -
Hier folgt 1) unmittelbar .aus der Multiplikativitidt von &
Beweis: Wayle {un] c H, |un| §‘p,_§un > 0, Qun_» T(p) und
analog {vn} c H zu q. Dann ohne Einschrédnkung u v, - 1
wihlbar, da |u v | =1, du v - 1. Dann: |u v | = 1 und -
. nnl = n. n n n .
v |p 2 |u | liefert die Behauptung.
A 3;3;'Satzé Sei O < f€L. Dann glit. _
‘ B , 1) Es existiert ein uGH# 1nvert1erbar in I-I:FF mit
' |u| = £ genau dann, wenn: T(f)T( ) 1 ist..
2) Dieses u ist. -vsofern es ex1st1ert - bis. auf einen
- " Faktor ¢, |c¢| = elndeutlg bestimmt. 4
' 3) Man kann das u = sofern es existiert - kennzelchnen

durch: uGH#: |ul =f und |§u| = T(f)

Beweis: Wegen'(3;1) (1):' gilt W oin 1). Sei T(f)‘r( ) =1,

‘dann ist wegen (3.2): f %€ﬁ¢' also ‘existiert nach (2. 5)
v,ueﬂ#,lul'§‘f,|v|’§‘%-und,§u = T(f), &v —_T( ). Also
uveﬂ#,luvl = 1 und %uv =7], somit uv = 1 und |u| = £,

Also 1) gilt. 2) ist wegen (3. 1), 3) erfullt und 3) geht

aus dem eben gefuhrten Bewels hervor. 0 - i : o

..' - L - W. Beiglbéck

Als Einfiihrung in den Problemkreis der Herglotz-Transformation
(HT) wurde kurz die klassische HT skizziert. Zu einer harmoni-

" schen Funktion mit integrierbaren Randwerten bildet man dié ‘
' konjugiert harmonische Funktion, die im Nullpunkt verschw1ndet.
Diese hat messbare, aber nicht notwendlg integrierbare Rand-
werte. Die Abbildung der Randwertfunktionen ist die k1a551sche '
HT. Dies zeigt, daf die HT gewxssen reellwertigen Funktlonen '

Imagznartezle zuordnet, die die Eigenschaft haben, daB die

zusammengesetzten Funktlonen analytxschen Charakter haben..;
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Im abstrakten Fall - unter der'generellenLVbraussetzung: 1€EM -

gehén wir aus von dem Raum E, der definiert ist als die Menge

aller PERe L mit der Eigenschaft: T(etP)T( 'tp) = 1 fir alle
't > 0, Auf dem Raum E haben wir das positive und lineare Funk-

tional A, das fir PCE durch die Eigenschaft T(etp) tA(P) fiir

alle t€IR wohldeflnlert 1st Es gllt folgender Konvergenzsatz
vom Lebesgueschen TyP

-Selen P, CE PE€Re L mit P = P punktweise f.ii. Es existiere
e Fere L# mit IP | = F fur alle n. Dann ist PEE, und es
_ konverglert l(P ) - A(P). ' s

Mit Hilfe des SzegS-SatzesllaSSen sich fiir PERe L Beziehungen

zwischen IPVdm’fﬁr allé VEM, fir die das Integral einen Sinn hat,

einerseits und der Zugehorlgkelt von P zu E und dem Wert X(P)
andererselts.herstellen. Insbesondere ‘gilt fir beschrankte

Funktionen:

Sei PERé L™, Dann gilt: PEE © IPVdm unabhanglg von VEM.
In diesem Falle ist A(P) = jpvam fir VeM. :

Den Zusammenhang mit dem Lumerschen Aufbau der Theorie der HT

brachte folgender Satzs:

Sei PERe L mit Inf Sup IIP-Re u[dm = 0. ‘Dann 1st PCE und'
u€H VEM - .

A(P) = fPVdm unabhanglg von VEM.

o

Nach diesen Betrachtungen iiber E kénnen wir nun mit Hilfe des

folgenden Satzes die HT definiéren.

Sei PERe L. Dann ist PGE © es ex1st1ert QeRe L mit der Elgens
schaft: et(P+1Q)€ﬂ#'fur alle t€EIR. Q ist bis auf: e1ne
additive reellwertige Konstante eindeutig deflnlert. Es
-existiert genau ein solches Q mit: 2(e t(P+1Q)) = tA(P)
.flir alle t€IR., Dieses Q definieren wir als die Herglotz-'
Transformierte von P. Die HT’ ist eine lineare ‘Abbildung K

T:E - Re ﬂ.
Falls PEE und TPGL#'lst, dann ist P+1TP€H#'und & (P4iTP) = A(P)

M. Mirmann
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Vortrag 9: Spez:.ell.e Sz.tuatlonen

Wir setzen die in den letzten Vortrigen beschriebene Situation
mit 1€M voraus, ' ' “

Lemma 1: Folgende Aussagen sind dquivalent: V

i) K0 Re L'(m) ¢ L™(m) .

ii) Mc L (m) und dim N < & _

©oidi) Lo(m)'s; L¥ und dim N < w,
Dabei besteht L°(m) aus allen Funktionen fEL mit log™|£|eL] (m).
: ' Korollar: Seien die Bedihéun_éeh von Lemma 1 ."erfiiillt.‘f‘Dann‘:
-. . gelten 4 ' '

‘i) (Re H)? = E N Re Lp(m) fiir alle 1 S p & @ -

ii) Re LP(m)= (Re P & N N Re L™(m) fiir alle 1 SpSe, .

iii) Se:.en 1 <p < °°, P(-:E n Lp(m) und- Q die Hergtotztrans- S
form:.erte von P. Dann 1st P + :.Q(-:Hp Ferner ex:.stlert e:Ln »

M >0 nu.t . , i . :

P

| - “Q” p_. ”P“ip
fiir alle PEE N Lp(m). ‘

'iv) Es ist (Re H)p»— Re(HP) fir alle 1 < p < =,

IS

. : B Satz. Folgende Aussagen s::.nd aqu:nralent.
i) M={1}, d.h. N = o'

ii) | J£am| = J(Ifl) fir a‘Lle fGK (Jensenungle:.chung) auf K
Hierbei bedeutet fiir 0 S FEL® : ' S '
o I(PY = exp([loghdm).
iii) V(F) = J(F) fir alle 0 = FeL'(m).
iv) V(F) = J(F) fiir alle .0 = FEL'(m) (Szegs-Theorem)
. ) () ~ . :

v) J(F) = 7(F) fir alle 0 = FEL (m) B

‘vi) ¥ =1° und J(F) = T(F),fﬁf,alte 0 = FeL® =
/vii) Re cE :

viii) E = Re L' und x(p) fpdm fiir alle PEE
ix) K N Re L' = wr (d h. d:.e reellwertlgen Funktionen aus

¥
1

K sind konstant).
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Satz 2: .Die Bedingungen von Satz 1 seien erfiillt. Sei
o = rerL¥ = L°. Dann exxstleren Funktionen. . u€H" mit
& (u) & O und |u| = F genau dann, wenn J(F) > 0, d.h."

log FGL (m)., In diesem Fall ist u bis auf einen konstanten

Faktor vom Betrage 1 ezndeutzg bestimmt.

Korollar 1: Sei u€H#=m1t logluleL (m). Dann existzerf éine:

'~ Zerlegung von u in- der Form u = f+F mit feHT N L™(m) *=
vom Betrage |f] = 1 .(der innere Faktor) und mit FCH# '
invertierbar mit |F| = |u| (der zuBere Faktor) Die Zer—
‘legung ist eindeutig bis auf konstante Faktoren vom
Betrage 1. Ein HuBerer Faktor ist die. Funktlon _
F = exp(log|u| + 1T(Ioglu|)), wo T(loglu|) die Herglotz-~'
o - transformierte von loglul bezelchnet. ' S

Korollar 2: Es ist

u¥ = {

<IF

s u,vQH,vain'H*iinvertierbar}.;

E{”Sch8nebergérf

Vortrag 10: Der Max1ma11tatssatz

'Es wurde die folgénde Version des‘Maiimalitatssétzés'beWiéSen"
(vgl. H. Kanig: Ein_abstrakter Mergelyan'Satz): g

LR

. ~ Es sei (X Z ,m) ein Wahrsche:.n'l.:.chkeltsraum, ferner
Hc B c L (m) komplexe O(L L )~abgeschlossene Unteralgebren,
die die Konstanten enthalten. 'm- sel multlpllkatlv auf Hmit
dim N < ¢, wobei N die reelle Ilneare Hulle aller Differen-
zen reprasentlerender chhten bezelchnet Das durch m‘i

1_ definierte multlpllkatlve llneare Funktional ¢ auf H sei zu -
einem o (L™ L )-stetigen multlpllkatzven linearen Funktional
¢ auf B fortsetzbar, Sch'l.J.eB'l.lch ge'l.te Re B ¢ T°%, wobei
T = log|Invert HI c Re L ‘bedeutet. ' e
Dann ist H = B.. ’

i . R ' W. Hackénbrbch
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Durch Kombination des MaximatitatssatZes (Vortrag 10) mit dem
abstrakten Satz von F. und M. ‘Riesz (Vortrag 2) sowie dem Ab-
schluBtheorem (Vortrag 7, 2 7) erhalten wir die be;den folgenden~
Sdtze: ) ' ) ’ '

- Satz 1: Seien (X, 2) ein MeBraum, A,B c- B(X Z) komplexe
Unteralgebren mit 1€A c B. Wir setzen voraus:
i) Re B ist in der G(B(X Z),ca(Xx,Z))- abgeschlossenen
‘linearen Hiille von log]Invert Al enthalten. '
ii) A n M(A)° c gt
iii) Jedes PeES(A) ist fortsetzbar zu einem ¢€S(B).A-
Civ) Es ist dim N(A @) <o fiir alle ¢€S(A)

Hierbei bedeutet N(A m) c ca(X,z) den von M(A ¢) - M(A,w)
aufgespannten Ilnearen Tellraum. R : - ‘w
Dann ist B in der O(B(X Z) ca(X E)) Hulle von_ A enthalten.

- Satz 23’ D1e Sltuatlon se1 wie in Satz 1; wir setzen voraus: .
i) M(A) = M(B) " L '

C3i) At noM(A)° = B‘L n M(B)

3

‘Dann ist B in der G(B(X Z) ca(X 2)) Hulle von A enthalten.

'>Hieréus ergibt éichlleicht:dér'kiassische-Safz‘von Mgrgelyanﬁf”

Deutsche

Sei K c € kompakt und.Kompl K besitze nur endlich viele
 Zusammenhangskomponenten. Dann ist R(K) = A(K).

" R, Rentschler
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