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, Vortrag' 1·: ~~~=~::!!!=_~~!:_!~~!~~=!:~!~~~:~!!

i) Meditat~Qn über den Satz von Hahn-Banach: Hauptsächtich die'

beiden ersten Abschnitte meiner A~beit "Über das von Neumannsehe

~1inimax-Theoremfl in Arch. Mcit~. "9 (1968),482-487. Satz:'Es

sei E ein reet ter Vel<:·torraum und e:E -. :IR subtinear. Es sei

TeE 8-mittetpunktskonvex: Zu u', v~T existiere f€T mit . ,

gef - u~v) -~_ o. Dann existi-ert" ein-tineares.cp:E - :IR mit -cp ~ S

,und,mit Inf(cpIT) = In:f('S'IT)."Der Speziatfalt E = C(X,:JR)

(X kompakte~ Hausdorffraum) und, e = Max.

ii) Funktionenatgebren - die' abstrakte Situation: Es sei ',~X,~)

ein Meßraum und B(X,t)'die"G~samtheitder meßbaren komptex~.

wer.tigenFunktionen auf Xi, ferner ca,<X, I:), Pos (X, I:), Prob (X, I:)
, .

der Reihe' na'eh die Gesamthei't der 'komptex~yertigen, posi tiyen,·
... ..-

,Wahrscheint1chkeitsmaße auf 'L. Man fixiert eine komptexe. Teit-. ' .

atgebra A c B(X, E ) mit 1€A und definiert'4as' Sp.ektruni 5 (A").' Zu

cp€S (A) .be trachte~ man ,die Gesamthei t' der repräsentiere~den

Maße M(A,eP) = {mE:Prob(X,E):cp(u) = JUdm für atteuE:A}. Definition

der Szegöf~{tion NP(o) = Inf{JluIPdO:uE:A mit cp(u) ~ 1} f:ür

O€Pos(X,E) und 1 ~ p ~·co~ Ein zentrates Lemma über die, Szegö­

funktion, aus .<:lem insbesondere :folgt: Wenn NP (cr)· > '0 t darin

exist~eren a-s~etige m€M(A,~)•

. iii) Funktionenatgebren -- die ko~pal<:t~""5i.tuation:Hier is.t X

ein kompakter Hausdor~fraum und ~ das System der·Bairemengen
. .. '. .

von X~ Es sei'A c C(Xt~) C B(X,~) eine abgesihlossene Teit-

a"Lgebra mit l'€A. Existenz von 'repräse,n,tierenden Maßen Und'

'Jensenma'ßen zu cp~S(A). 'Mc1'n l 'definiert 6:8(f) =

= Inf{Re~(u):u€A mit ~ ~ Re u} für die obe!halb stetigen

f:X "- [_OO,.oo[ und beweist' S(f)"" = Max{Jfdm:mE:M(A,cp)}.

. .'

iv)" Einführen der Standardbeispiete. P{K) c R(K) c A(K) c C(K,,~)

für die kompakten,'K c G: und ~tementare Tatsachen. hierüber'. Der

Fat t K= {zE:et: Iz I ~ 11:. Formut.ieren der ktassi~chen Sätze'" von

Szegö-Kolmogorov-Krein' und F.' und' M•. Riesz.
J~"'" .. #)

Heinz König
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Vortrag 2: Der abstrakte 'Satz von F. °und M. Riesz
~ --~~~_~------~_--------~-----_~----~~~

Es seien (X, I:) ein ~1eßraum~ B(X, ~) die beschränkten meßbaren,

komptexen Funktionen auf X ~d 'ca(X,E} die komptexeri Maße auf E.

Betrachtet wird eine Un~era\gebra A von B(X,~), die die ko~stan­

ten Funktionen ent~ätt. Die ~~ße ~,odie A annutieren, bitden

d~e Menge A~= {~:Sud~ = ~ fu. ueA}:Es sei ~:~ - ~ e~n Atgebren­

homomorphismus "und M(At~) die MengeOder positiven Maße ~ die ~

darstetten: ~(u) ~ SUd~ für atte ueA. ~~(X,E) ist ein vott~tän-
x _ _ .

diger, konlptexer Vektorverband.' Das' von M("A,q.» in ca(X,L)' ~ufge-

spannte Band ist M(A,~)oo= {Aeca(X,E) .: ex ~eM(A,~) und A"«'~}

C, « " b.ed. absotutsteti·g) •. Es i~t ca(X,E) = ~HA,~)oO $ M(-A,CP)o

ordnungsdirekte Summe. Es wurde ~otgender'Satz von H~ König und

(i. L. Seever gezeigt: Es'· sei ~.e.A.J. und. 0'., ß ~eien' die Komponenten

vonrJ in den Bändern M(A,~)oO und M(A,~)o;d.h. ~ '= 0'. + ß,.es

gi:-bt ein ~€M(A,cp ~ mi t a. « ~. Und' ß ist .volt·stän~ig,'singul,är z'U.

al,-len ~€~f(A·,q:». Dann ti~gen auch 'cx. und ß in A.L. - Im topot~gischen

Fatt, daß X ein kompakter ~usdorffraum ist, E die Bairsche.n

Mengen sind und A c C(.~·) s'timmt, die, Zerl,egung c~ (X,'I:) = ,

= .M(A,~ )00 e M(A,~)o, mi t eineret~as anders' charakterisierten'

,Zert'egung von I. Gt icksberg i,i1;>erein.:· ß€M(A 'CP:')~' 'genau dann t ",wenn

es .ein NeE mit ~(N) =.0 für atte i-leM(A,~) 'und Iß'\ (X N) = <) gibt;

ca.eM(N,~)oo ist dadurch. charakterisiert, daß für at1.e MeE mit·.

~(M) = 0 für at"Le ~€M(A,q» auch leXI·(M) = 0 ist.

Auf beliebigen Maß.räumen gilt: '..

Für zwei Atgebren~omomorphismen~,* · A ~ t i~t entweder ,M(A,~)oo,~
00 0 • 00 0 ... ' .= M(A,W). oder ~1~AtC:P) c M(A,W) .• Dadurch'wir,d eine Aquivatenz-

relation auf der Menge seAl der Atgebrenhomomorphismen erzeugt.

Die Äquival,enzk.l,assen· heißen Gteasonteite ui-lci es' sei G'(A) die.

}Ienge der Gteasonte.ite. Ferner seien,M(A) == U. M(A,Cp) und
q>€S(A) .

M(A,P) = M(At~)oO für einen Vertreter CP€P. Dann ist ca(X~E).gteich·

der ordnungsdirekten'Summe von M(A)o und alten M(A,P) 0·0 P€G(A),

also: ca(Xt~) = M(A)o ~EB M(A,P).
P€G(A)

Darum fotgt: Wenn heB~X,E) :ist. Wld Shd~ = () für a?eM(A)o n A.L oder

~€A~ und ~ « ~ für ein'~€M(A)t dann 'liegt h in der a(B(X,L),
, ' 0

ca(X,L) )-abgeschtos·senen Hütte' von A.

Gerd Wittstock
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Vortrag 3: Der ab5trak~e Satz von Szegö
------------------------~---

Sei (X,E) ein Me ßraum, B(X,'l:)' die Atgebra der b_eschrä~t-en,.

meßbaren ~ komp1.exwer'tige~ Fwik-tionen auf' X, -- l€A c B(X, I:) eine- .
Un1:eratgebr_, CP.:A ~ ~ fJin-schwach~stetis~r Homomorphismus,

M(A,ep) die Menge. der ep repräse~'tieren·d~n Maße~ ~(A,ep) =

Definition:

a) OE:Pos.(X,I:·), NP(o) = inf[JluIPdOlep'(u) = ·t, uE:AJ:l ~ P < 00

, . . ~.'-, .. ~ ,',

b) O€Pos(X, ), F€L (a.),: F - o.

a-(F,O) = inf[J1.o~Fdcx.Icx.E:M(A,ep), J1.o·g Fdcx. exis'ti·ert}·

" lim weiteren. Sinne, ~« o.
b(F,a) = 'sup{ 11 " n }

Sa tz (S'zegö):

Sei q€pos (X, I:) mi't NP'(a)' > 0', für '~in p, 1 ~ p < ,00. Für
1 . '

F€~ (0)" F ~.o gilt

exp ( a ( F ,a ) )
, .....

insbesondere ist M(A~~),.~ _~ ~

Korottar:
1.•. ' •. __

',.Sei m das einzi'ge, b~züg\ich 0' abso'tut,-stetige Maß' in M('AtCP)~

Da~ gil.t.für FE:L 1 (0), . F. ~ o·

,

.I

.'J + 00'- "und' . NP ( Fa· )tog F dm'< =
N~ (a) '.

exp (Jl.og F dm).

K. Legrady
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Vortrag 4: An1vendung auf "Al,gebren. von analytischen Funktionen
~~~-~~--------~-~~---~-------------~---------~----
auf kompakten Teilen der komptexen Ebene
--~~-~-~-~-----~-~---------------~--~---

(i) G~-g~hy Transforma tionen von 1YIaßep

Die, Cauchy Transformation aez) eines Maßes ~, ~obe1 ~ ein'kom~

ptexes Maß mit kompak"tem Träger i:;-t, sei definiert' ats: "

A

~ ist a,uf dem ~omptement des .Trägers von ~,eine.,anatyt.isc"he,
A

Funktion, und IJ. ist bezügticli de$ ,Leb'esgue-Maßes, dx· dy beinahe

überat"L auf' die komptexe Eben"e. definiert.',

LEMMA: Verschwindet ~ auf einer offenen Teitmenge von ~, dann

ha t lJ auf' dieser offenen ~Ienge keine Ma~$~.,'

Für Bewe~se si~he [We 1 § 7].

(ii) PotentiaLe VO~ ~mßen und der' Satz von Watsh

'Das Potentiat a(z) eines Maßes'a, wobei a ein komptexes Maß 'mit

kompaktem Träger iS,t·, sei ~efiniert ats:

, .

er ist bezügtich des Lebesgue-~1aßes dx·dy beina,he übera"L t ,auf

die kompte~e Ebene def~ni~rt~·

LEMMA: Verschwindet O!.· a'uf' einer of'fen!en-··Tei tmenge von 4:, darin

hat a auf dieser offenen Menge ·keine Masse~

'FUNDAMENTAL LEMMA: Verschwindet a in einem Gebiet G und konver­

giert S1.oglz-S!da (S).abso1.ut in zoEOG, dann istÖ(zo):= o.

Für Bewe~se siehe [Ca, Seite 168,169].

ALLGEMEINER SATZ VON WALSH: Sei K eine komp~kte Teitmenge der

kO,mptexen Ebene mit oK = UOG., wobei di'e G.. · die' Kompo-':. ~ 1, ,
J.

nenten des Komptements von K sind. X:.= o'K, ·O:~ KOJl1plement

von K. Dann täßt sich jede stetige Funktion auf X gteich­

mäßig ~pproximieren",durc~ Funktionen aus dem tinearen

. Raum, erzeugt von d·en'Funktionen ha(z):= toglz-al.mit aEO.
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SPEZIELLER SATZ VON WALSH: Sei K eine kompakte Teitmenge der kom-,
ptexen Ebene, und Komptement ,von K zusammenhängend; dann

ist Re P(K) dicht in' C(X,lR).

(ii~) Der Sa~z von Witk~n

Sei' K c ~ kompakt Und ~€R(tt) votlständig singulär; dann ist ~ = o.
Zum Belveis siehe" [Lu, Seite" 67-69J.

(iv) Der Satz von Mergetyan über Potynomiate Approximation­

Aus dem

HOFF~~N-WE~mRLE~~: Seien X ein kompakter aausdorff~Raum,
, . .

1€A c .C(X) eine abgeschlossene komplexe Teitatgebra und ~€S(A).
..' ':. .

Sei h' eine beschränkte, meßbare'" Funktion auf X mi t .( h 1 ':ä' c' ~d

Inf' Sup . . SI u-lil <im = 0 ~
u€A m€M(A ,e;» " .

Dann existiert eine Fo1.ge un€A JQit IUnl.~ C f'ür a1.1.e il undun - h

bei ~ ~ ~ m - fast überall ~Ür-atte.meM(A,~)
" , .

sowie dem Satz "von .F. und M•. 'Ri.esz· erhätt man den fotgende~

SATZ: Seien A,B ~ C(X) abgeschlossene,Unteratgebren mit l€A ~ B

und A.Dirichl.et-A1.gebra. Es sei A n M(A.)o = (o}, und jedes "q>€S(A) .'

besi""tze eine Fortsetzung ieS(B). Dann 'is"t A =, B. Hieraus :tol,'gt

,dann der

SATZ VON.MERGELYAN: Sei K c ~ kompakt und Kompt K z~sammenhängend.'
P•• _.__

Dann ist P(K) = A(K).

N.A. van,Arkel,

Sei (X~I:,m) ein Maßraum mit dem"Wahrscheinticbkeitsmaß m. S',ei H
00-

eine w*-abgeschtossene Unteratgebra von L (m) mit 1€H und L die

Menge atter meßbaren Funktione~ von X i.n m u {!. co}.

Wir definieren:

L#" sei die Menge a1.1.er f'€L, 'zu denen es eine Fo1.ge (u ). c H
n

gibt mi~ lu I ~ 1, l.imu '=1, u f'€L~/' n, n. n
". H1F sei" die Man'ge at ter u~l,; 'zu denen es ein f S; 0 in 'L und

eine Fol,ge' {u } in H gib't 'mit lu I ~ of, tim u = u.
n n n
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Dann ist H# eine Untera1.gebra von LlT m,it glt n LOG = H.

·Sei tein w*-stetiges, muttip~ikatives, nicht· triviales Funk­

tionatauf H. Man kann' ·-dann·' eindeutig zu '.einem "stetigen·i •

Funktional, auf H* fo·rtsetzen·. Für f€L sei nun

V{f) = irif{!lufldm uCH t i{u) = l}t

,'T{f) = sup{li{u)1 ' 1 uCH t lul ~, Ifl}'.

Für die Funktionale ~ und r'gelten,d~nn

SATZ I:. Ci) Für ftL* t f ~ ot'ist

T(f) = inf{t~:f) IpCL l
t p ~ 0t V(p) > 0t pf~Ll}

e (ii) Zu fCVF- t f ~ 0 existiert ein utlPf= mit .1 u I ~f
und i (u)' = 'T' ( f ) •

SATZ 11: Sind f t f und g positive Fwüttionen aus 'L* mit i ~ g
.U '., ·u

für at te u€lN und l:Tiii f ':5 ~ t so :ist auch'
. .' u

tim r(f ) ~ T(f).
U :

00

Schtießtich definieren wir für reette p€L

. "(p) = in'f{Re i (u) I p ~ Re u,. 'u€H}.

. .

SATZ III: Ist M die (nicht teeret) Menge der. posi~iven: ~-dar­
. 1 .

stettenden v€L , so ist

~(p-) = sup{!pvdm I vCM}.

SATZ IV: Ist M in L 1 schwach kompakt t so sind die durch

A(f) =!fvdmtvtMt ',definierbar ree1.1.en Funktiona1.e A'

auf L
oo

genau diejenigen, für wetche A ~ ~ gitt.'

H. Leptin

,
/

,,/'
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Vort'rag 6: Das Aheril-Sarason:' Gamet in-Argument
~------~---------~~--~--~---------

Seien (X,L) ein Meßraum, mein Wahrscheintichkeitsmaß auf ~t
ClO '.' l "

HeL (m) eine schwach-*-abgeschtossene Unteratgebra mi~ "~€H

und Cf> +0 ein schwach-·-ste·tiges~uttiptikativestineare~'

Funktionat auf H.· Darin ist nach früher

nicht teer, und wir definieren N ats die reelle tinear'e Hütte

von M-M. Im Falt dim N"< ~'existieren strikt.dominante F€M,
00 "

d.h •. so"Lche mit M ~ F L (m) j' .~j.es sind nämlich ge~au d.ie

. internen Punkte (der radicet· kernet) d'er konvexen Menge'

M c Re L 1 (m') •

Eine Funktion· 0 .~ .. FE:L 1 (m) heißt Arens-Singer"';Dichte, wenn

t.oglcp(u)I ~ JtogluJFdm füratte uE:lnveri; H (die Gesamtheit

de~ invertierbaren u€H) t Und F heißt Jensen-Dich-te,'wenn"

toglcp(u)I·~ Jtog\ulFdm für atte uE:H. Bezeichnen.wir deren
. .

Gesamtheiten#mit MAS bzw. MJ 1 ' so ist offenbar MJ c MAS c M.

SChtießlich definieren wir die Funktionale a,ß
durch'

00
Re'L .. ':lR

a,(p) , = Inf {-togI'CP(u) I : u€H, lul e P ~ 1}

ß(p) = Inf {-toglcp(u)l·; uE:lnvertH, luleP ~ lL,·
t•..

Dann gil,t:

i) F€MJ

'. F€MAS

~ JPFdm

~ JPFdm

'00

~ cx,(p) "fUr' atte P€Re L (m)
.' GO

~ ß(p) .für' alte'P€Re L (m)

'1 .' '. '
Ist M'c Re L (m) schwac~ kompakt, so sind MJ und MA5

nicht teere, konvexe Me~gen.

LEMMA 1; Es sei FE:M, derart daß .für" 0 ~ P E:Re Loo(m) ·mit·
nJp Fdm -. 0 bei n - 00 ·stets cx,(p ) - 0 zutrifft. Dann: ist,'

n '1 ;..... n" 1. .'
die L (m)-Norm Hütte von'N gleich der L (m)-Norm Hü~te

von N n FLoo(m); Im Fa·tt· dim N <00 ist atso F strikt'
I'

.'
dominant.

"
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LEMMA 2: Es sei T = l.o·glInvert HI c Re LOOCm)und

dim(N/N n TO) < 00. Dami. existiert zu jedem € > 0 ein

reetles c(€) > 0 mit

ß(p) ~ € + c(~) !PFdm

.0

"für at"Le 0 :! pe (N n ~o) und at te F€MAS.

LEMl-1A 3: Sei dim N <.co "und' F€MAS interner ~t. von' :MAS;

dann ist FE:M auch interner Punkt von M, ,also strik~.·

dominant.

E. SchBneberger

.1. Verschiedene Aussagen meßba're Funkt-ionen auf (X,.~,m) betreffend

1 • 1 • Durch geschicktes Rechnen "Leitet man aus der Taytorformel.

die fotg~nde Abschätzung her:

. Sei z€C, t,€€:m, 0 < t i'& ~ , €' > 0, n€:JN • Dann gilt:

~ 1 I ,(T+€)Rezl 1 ('IR I' 1'1' - ~ I)n- e + --. ez + ~z •
€n., " . .n., ..,' .

e·

Es sei nun (X, I:,m) ein "Wahrsche'intichkeitsfet'd (d.h.:·X ist eine

Men,ge tauf de.r eine Sigma-At gebra I: erktärt is t t ~d m ist ein"'

Maß .auf ,E mit m(X) ,=.~). L(m) seien di.e_".in~meßbaren Funk.t'i'onen

auf X moduto Nuttfunktionen.

1.2. Dann ertaubt die Abschätzung (1.1) zusammen 'mit dem 'Lemma

von Lebesgue den Beweis fotgender Aussagen:

.- Proposition: Ca) Sei pelle· L'(.m),eP·€L1C~), tmd seie~· für

al.l.e 0 < t ~., : ht€L'Crii). ~i~,lhtl ~. etp und·. Jhtdm =

= expt!pdm; dann. gil.t: Re .: - p in der L'-Norm für t - O.

.... p
2 . '

~ -schwach für t ~ o.
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Bemerkung: Unter geeigneten Zusatzvorauss.etzungen kann man
. 2 .

sogar auf die L (m)-Norm-Konvergenz sChtießen (siehe'

H. König, Cattech-~otes). " .

. . 2
1.3~ Proposition: Sei h': p+lq€L(m), p€Re L (m), I~l ~ 1~.Sei

wei~er eth€~2(m) und Jeshethdm = JeShd~ Jethdm für atte

I si, "I t I ~ 1;.
2' .

dann ist heL (m).

Beweisidee: Es wird gezeigt, daß auf [-1,1] t .. Jet~d~ eine

stetige Hatbgruppe beschränkter Operatoren auf C,. atso von

der Formt .. etA A = Jpdm + iß€~ ist. Dann·wendet.~an
( ) e th 01,2 ,b 1, auf h

t
- an.

Korottar: Sei q€Re L.(m) mit'Jeisq eitqdm = JeisQdm J~itQdm

für a 'L i eis I t t t I, ~. 1; dann is t . q kons tant'.

1.4. Proposition: Sei .f€L'(ni) und seien {f
n

} c Loo(m) mit'

sup{Jlf-fnlgdm !g€M} .- 0 für n .. 00, dann ist ef€y;"ft:..

Beweisidee: Ohne.EinschränkUng nimmt man f ~ 0, fn'~ 0

.für atte n, schätzt mit Hitfe des ßzeg6-Satzes T( 1 )
l+te f

ab und zeigt, daß dieser Ausdruck gegen 1 läuft, falts

t .. O. Die retevanten Definitionen zeige~ abe~:. T «l:tf» - 1

für t ~ 0 ist gleichbedeutend mit f€L#. 0 .
t••

1 .5. Nützt man aus, daß für' Fot gen {un } c· H*', Iu n I :§ f€L* git t:

u ='tim U
n

€H1F und tim t'~n = tu, wo tu = JUdm auf H, : dann

folgt teicht der'

Substitutionssatz: Sei' nE:lN' und f:<t~ .... ct "ganz und .sei

F ( t
1

' ••• ,t ) == sup " {I f ( Z," t ." ••. ' z .) I Iz · I ~ t.}; dann gi t t :
n t. €lR + n 1 ~

1 , '. # .:. #
Aus h

1
, ••• ,h

n
E:#, F(l h

1
1, ••• ,\ h n

l)€L fotgt:.f(h
1

, ••• ,h
n

)€H .

und i f (h 1 ' ••• ,h ) = f (i h 1 t ••• , i h ) '., n n

,. !(orol, tar: Sei h€H# und e l &1 €L#, dann ist h# unde. e .
I

i(eh ) '= iCh)
,/ e •

2. Korottar: Sei h€H , h reettwertig und e Ihl €L*, dann ist

h konstant.
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2. ·Verschiedene Aussagen über HP-Funktionen, das' Abschtußtheorem

2.1. ,lvir setzen die in Vortrag 5,6 beschriebene Si t.ua·tion sowie

l€M voraus. Sei 1'~ p < ~t dann d~finiert man:

HP.a"LP(m)-Norm-Abschtuß von Hin' LP(m). I

liegendes. Satze.s von ~hn-Banach· ist da~ HP der O:(IP ,L~)

Abschluß v~n H ~n LP (m) , . also gl·eich der. Bipolaren von H

in LP(m). Benutzt man: .. Zu -u€# 3 rUn} eH, IUnl ~ u_,_

u
n

._' u, dann gilt H#:n·-LP(m) c HP. Schließlich besteheK

-aus allen Funktionen h€Ll(m) mit JUhdm =- i(u).Jhdm für alle

u€H.

"2~2.· -Beachtet man, daß m endtiches Maß ist, und nutzt. man die

Höl.der-Ungl,eichung au·s, - dann,.fotgen' a'us d~~ jeweil,i"gen

e Definitionen ziemlich "ti.nn:.i-ttelbar

1. Proposition: Sei.1 +.1 = i,· u€gP und h€Kn-Lq(~); dann
p q"

gi",~ : 1) uhE:K

2) JUhdm = JUdzri Jhdm •

. 2. Proposition: Sei .1 +:.1 = ~, ·u€HP und v€It":n Lq(m);dann
" "r p' q
gitt: 1) uv€H

2) Juvdm ~ judm JVdm.

'". Körol, tar: Sei u€HP ..~d v€HP n L
oo

,' c;iann 'ist u:~€HP :~d .

Juvdm = J udm Jvdm.·.
P., .". _

. 1 1,'
2. Korot tar.: Sei. u€HP und v€H n Lq(l~O - + - = 1) t dann

. p" q
ist uv€H1 und. J uvdm = J udm Jvdin •..

2~3 •.·Ähntich wie in :(2.1) definiert' man:

Die einfach zu beweisende _Ungleichung~ .Jq2d~- ~ Jp
2

dm ~ar
p+iq€~-, Jqdm == 0 zeigt, daß Re H2 = (Re H)2.

1·) Re L~ =- Re .~ e . (K n Re i.2)
, 0

2) L 2 _= ~- e H2- Ea (K n Re' L2 ) - + i (K n Re L 2 )
", 0 .' 0 0

Proposition:

2.4. Definiert man zur Abkürzung: (K n Re L 2 )· - {f€K n Re L 2 mit
o/ J fdm = 0) so zeigen Standardschlüsse der· Funktionatanalysis:

. /' . ,
/" ,
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·1. Korot tar: Sei p€Re .~ n K, dann ist p konstant.

2. 'Korottar: Sei p€~ und p reett, dann ist p konstant.
. -

3. Korottar: Seien p,q€Re ~ und p+iq€K, dann isi p~iq€Et.

2.5. Wir zitieren für.das Fotgende: Zu 0 ~ f€L~ existiert. ein

g€H# mi t Ig r ~ f, so. da ß git t : i g = T ( Ig I·) = T ( f ) •.

. .

2.6. Zum Beweis des Abschtußtheorems deftnieren.Wir fotgendes

Objeki!: C(> == (p€Re Loo(m·)IT(e tP ) ~ e t pdm}, was in Re tr
liegt. Dann gitt:.

Lemma: Sei h= P+iq€H1 n Loo(m) und p€tp, dann ist·h€H.

Beweisidee: Das 1·. Kor~ttar in (2.2) liefert: h n €H1 'nL
oo

(m)

und· (Ihdm)n= Jhndm, also J ~ thdm = et~hdm :für atle.t€m.

Nach, (2.5 ) gilt: Es exis tier~n ut€H, Iu t I. ~ e tp mit,

I ( t.p)' tJpdm,. '
~tdm :::. T" e" ,Wld = e. erz:-eJ..chbar t .dann aber

J -th' I - th I':S . 0.ute. dm = 1~ e, ~~ - 1.~ .

2.·7~' Abschtußtheorem: Es gi\"t': K

{H+N+iN} •

l' . "" ,"
= L (m)-Norm-Abschluß VO~

Beweis: h€L~ mit h = p+iq, h..LN, h..LH. Dann gitt,' weit

h..LN:Jpgdm = -!pdm für alle g€M, also nach dem Szegö-Satz:

tp tJpdm ." ~p . '. ;~ .. ~-" {J # '1 I' tp
T ( e ) ~ e=> p€C(>' ~ Zue exis tieren u t eH" u t ~ e

~it I~tdm = T(e tp ) ats~' Ut€#·n L
oo ~ H und JUtdm= e t . Jpdm

e~reichb~r•. Dann mit (1.2) (b),2: p (und an~log q)aus Re ~.

,·Da h .LH, folgt h€K" Jhdm = 0 also J qdm = 0 = J pdm und dann

(2.4) 3. Korollar: h€~, also in H', also heHl n Loound p€C(>,

damit hE:H nach (2 •.5) 'und somit h.L K.· 0

:3. Die invertierbar.en Elemente in H

3. , • Lemma: Sei u€H und inH#. invertierbar, ·dann;·:gi1 t:

1) 0 ~ Ii u I = ,1 ( IuI ) -< 00 •

// Sei weiter v€H# mit Iv·I.·~ lul ,iv ='T( lul), .dann gil·t:
,;'

.2) I. i v I = T ( Iv I )-
3) Es existiert c€<t, ·lc·1 ::I 1 mit v = cu.
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Hier fotgt 1). unmittetbaraus der Muttiptikativität von t
und der Supermul,tiptikativi t"ät von". 2) fol,g"t aus der

l-ionotoni,e von T ~d 3) aus der Posi tivität von m·D

3. 2 • Lemma: Sei 0 ~ p, qtL mit pq ~ 1 und T(p)T(q) = 1', dann ist
'+I-.p,q€L Wld pq = 1."

Beweis: lvähte {u ) c H, lu I ~ Pt tu > 0, tu ... T(p)' undn n" n n,
anatog {v l c H zu q~ Dann ohne Einschränkung u v ... ,n _ . , n n .
wähtbar~ da lu v 1 ~ 1, iu v· ~ 1. Dann: lu v I ~ 1 und'. n n .' n, n n n
\ u v Ip ~ lu \ tiefert die Behauptung. 0

n n n " ."

3.3~ Satz: Sei 0 < f€L. Dann gitt:

1) Es ,exis tiert 'ein' ~t#, invertierbar in H*, mi t

Iul = f ~enau dann,wenn: T(f)T <i> = 1 ist.,

2)' Dieses u 'ist - "sofern es existiert:"" bis" auf einen

Faktor c, Ic I =:1" eindeut'ig, bestimm,t. ,

:3)' Man kami das u ~ sofe"rn es 'existiert" - 'kenrizeichnen
=R="' '

durch: u€H , ·Iul :! -r und liul' =.T(f).

Beweis: Wegen (3~1) (1): gitt,'" => n in '1). Sei T(f)~(i) = 1,

dann ist wegen (3.2): 1f,iei..#:, ,atso ,existiert ~ach (2,'.5 ~ ,

v,utIff,\ul ~ f',lv\ ~.7 Und:iu =T(f), iv=T(7)·Atso

uvt#, \ uv I ~1 und iuv =': l, somit uv = 1 und' Iu I = f:. '

Atso 1) ~itt. 2 ) ist wegen (3.1 )', 3)' erfüttt, ~d 3) geht

aus dem' eben geführten : Bewei's heIT~~r. '0
,W. B~iglböck

Vortrag 8: Die Hergtotztransformation-- -- ---- -,----- --------_._--
Ats Einführung in den Probtemkreis der'Hergtotz":Transformation

(HT) wurde kurz die ktassische H~ sk:Lzz·iert. Zu einer harmoni-

. sehen Funk-tion mi t integrierba'ren· Randwer'ten bitdet man d'i.e

konjugiert harmonische ~tion, die im Nullpunkt verschwindet.
. . .

Diese hat messbare, aber nicht notwendig in~egrierbare Rand-"

werte. Die Abbildung der Randwer~funktionen ist die ktassische

HT. Dies zeigt, daß die HT gewissen reettwertigen Funktionen

Imaginärteite zuordne~," die' die Eigenschaft haben, d~ß" die
I ~ • • •

zusammengesetzten FUnktionen ·aiial,y~ischen Charakter haben •.. ·

                                   
                                                                                                       ©



                                   
                                                                                                       ©



e'

1.4

Im abstrakten Falt unter der' generel,ten' .Voraussetzung: l€M

gehen wir aus' von dem Raum E,' der definiert ist ats die Menge

atler PERe L m~t der E~genscha~~: T(etP)T(e- tP ) = 1 f~ alle

't > O. Auf dem RaUm E haben wir das posi~ive und tineare Funk­

t~onal X, das für PEE durch die Eigenscbaft 1(etP r"= etX(~) für
. .

a 1, l,e tem woh"Ldefiniert ist. ~ ',Es ' gitt folgender Konvergenzsa·t.z

vom Lebesgueschen Typ':

Seien P €E, P€Re L mit P , ~ P punktweise f.ü. Es existieren ' n
eFERe L#m~t Ip I" ~ F für all.e n. Dann ist ~EE, und 'es

, n
konvergiert A.(P ) -. A(p).

_, . 'n

Mit Hilfe des Szegö-Satzes 'tassen sich für P~Re L Beziehungen

zwischen IPVdm für al.t~ VEM"für d~e'das Integral. ~~nen Sinn hat,
. ,

einerseits und d,er. Zugehörigkei't von P zu E wld dem Wert.'~(p)

andererseits he'rste'l. ten. Insb'es'ondere gi"l,t :für .b··eschränk~e

Funk,tionen:

Sei PERe LOG. Dann g~l.t: PEE ~. J~Vdmwi.abhängig :von VEM.

In diesem Fal.te ist X(p( = JPVdm für VEM.

Den Zusammenhang mit dem Lume~schen 'Aufbau'der Theorie der,HT

brachte fotgender Satz::

Sei PERe Lrili t In:f' Sup -S rP-Re ul dm = O. Dann ist PEEund
u€H V€M

X(p) = JpVdm unabhängig von VtM.

,_, .".:._~tt', Nach diesen Betrachtungen über E können wir nun mit Hil.fe des

folgenden Satzes die HT definieren.

Sei P€Re 'L. 'Dann ist P€E'~ es existiert Q€Re L 'mit ,der Eig'en~.

s'chaft: e t(P+iQ) EIff- für al. te ' tE:JR. Q ist bis auf e~~e .
. "

additive reet twertige Konstante" eindeutig de;finiert~.· Es
- t- ' ~ ·"'·h Q -t' "'( t(P+iQ» tX(p).. exJ.s J..er,-. genau e1n so c es, . m1 : ~ e. =, e" '

,.für at"Le t€m.· Di'eses Q definieren wi.r a ts die He~gt~tz- '

Transformierte 'von P.' ',Die HT' is·t eine tineare 'Abbi1.dung

T:E .... Re L. ...

M. Mürmann
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Vortrag 9: Spezielte Situationen----.--- -- ------------
l{ir setzen die in den letzten. Vorträgen beschr:Lebene ~Si tuci tion

mi t 1 €M voraus".

Lemma 1: Folgende Aussagen ~ind 'äquiva"Lent'~

. '1' . '00 . ' .

i) . K n Re L ( m ) ~ ~ .< m) .

ii)
• " ClC) . '.

M ~ L (m) und dim"N'< ~

e· Korottar': Seien die B~4ingun,gen von Lemma "1 erf'üt1.t.,' Dann'

, get-ten

ii) Re L P (m)=· (Re H)P e· N n Re LOO(m) für· a 'Lt~ . 1 ~ p. ~ 00•.

iii) Seien. 1 < P < 00, FEEn.· LP (~) und:· Qdie ·H~rgi.otztrans':" ­

formierte von p~. Dannis't' P +. ±QEHP •. Fenier existi.er-t e~

IIQ!l
iP

~. Mp .• I/pllip
für at1,e P€E n LP (·m).

iv) .Es ":ist (Re a>P .'=" R'e(aP ) für alte 1 < P

M
P

> 0 mit
. ,...

< 00.'

, '.
" '.

·e Satz: Fot"gende A~s$agen:sind' äquivatent':

i ) 14 =: .{ 1 }-, d,. h.· N = ".0 '.

ii) ·ISfdml ~. J( 11"1> iara:.tte .fEK (Jens.eni.mg:t~ichung) auf K

Hierbei bedeutet für 0 ~ F€Lo

J.(F)" = exp(!togf-&n).

iii) V(F) ~ J(F) tür atteO ~ F€L1 (m),

iv) v(F) = J(F) für-· a'Lte.O ~-·F€Ll(m·)· (Szegö-Theorem)
co .

.v ) J ( F) '~ T ( F ) für a 1,1, e' 0 ~ F€L (m )

-vi) i# "- L O und J(F) = r(F) für atte 0 ~ F€LO = L*
"00

J/'vii) Re L C: E

/ viii). E = Re L 1 und ,A (p) = JPCim füra:t te. P€E
"1ix) "K n Re L = lR (d. h. die .reettwer"tigen Funkt"ionen aus

K sind konstan~).
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Satz 2: .Die Bedingungen von Sa~z 1 seien erfütt~. Sei

o ~ F€L* = LO. Dann existierenFunkt1onen_u€~mit

i Cu) f O· und Iul = 'F :genau damit wenn J(F) ~ 0, d.h.··

log F€L1 (m).:In diesem Fal.l. ist u bis auf' einen konstanten
. .

Faktor VO~ Betrage"1 ei~~eutig bestimmt..

Korot tar 1: Sei utH* mit'· 1.0g;"/·ul €L1 (·m);. Dann existie~t ~ine:

Zer1. egung vonu in' der 'Fom' u = .f· F mit feH* n L 00(m) '::= H
, " , ,'. . - '"''vom Be'trage Ifl =' 1 ,( der'· inne're ,Faktor), und mi t FeH., .

invertierbar mit "F I =, lu I (d"er äußere Faktor). Die Zer~

tegung ist eindeutig bis aut konstante Faktoren vom

Betrage 1. Ein äuß'erer Fakt'or is.t qie, F-tmktion

,F = exp{toglul + iT{toglul.»,· woT(1.oglu[) die Herg1.,otz:"·

transformierte von .,1.o'gl ul .b,~z'eiCbnet~

Korot-tar 2': E~ ist"·

'.#. {U ' ~
H = v: u, veH,,' v inH i.nvertierba~}.'

E·.: Schöneberger· .

~ '. . . .

,Es wurde die f'ot,gende Version' des. Maximal,~tät~sa~ze~ bewiesen

(vgt. H. König: Ein_ abstrakter Mer'gel,yan 'Satz):

Es sei (X, ~tm) ein, Wah~scheintichk-eJ:tsraum,'ferner
-00 ' '00 1

HeB c L (m) komptexe ~(L ,L )~abgesch~ossene Unterat~ebren,

die die Konst~nten entha1.ten,. ·m.,sei mut tip1.ika tiV, a:uf H mit

dim N < 00, wobei N die ~e'e'Lt'e tinear~',Hü~te at ter. Differ~~-
, .

zen ·repräsentierender Dichten b~zeichn~t·.- Das durch m '.,

definierte muttiptikative :t'ineare Funktionat cp auf ~ sei ,zu

einem 'cr'{L
oo

,L1 )":'stetigen muttiptikativen' l.'ineare~ Funkt:1:ona 1. , .

~ ~uf B fortsetzbar.' S~htieß1.iCh gette Re B c TOo ,' wob'ei
. . ,00 ' .

T = toglInvert BI c'Re L bedeutet.
. /

Dann is~ H '= B.",

w. Hackenbroch

,.;

, I
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Vortrag 11: Abstrakte Sätze vom Mergelyanschen Typ--------------------------------------

\"
• ~. r

I,' "

e'

Durch'Kombination des Maximalitätssatzes <Vortrag 10) mit dem

a~strak'ten 'Sa'tz von F. und, M'. 'Riesz (~or''trag 2) sowie dem' Ab­

sChtuß1:heorem (Vor"trag 7, ·2.7) erhalten wir die b~iden. :folgenden'

Sätze:

. .. ....

Sa'tz 1': Seien (X, I:) e~n: :"Meßrauiu, A ,'B c: '.B (X, 1:) komp,t eJ:C~

Un'tera~gebren mi't l€A'~B. Wir se'tzen voraus: "

i) Re B ist in de"r a("B(X,I:),ca(X,I:»-abgeschtossenen' ,

'linearen Hütte von togl,~vert' AI ~nthatteJi.· , .

.l - .Lii> A n MtA)o c B "
.. '

iii) j ades CP€S (A) ist :for-tsetzbar Z1J. einem, W€S (B )'.

~v) Es ~st dim ~(A~~~~~~ für att~ ~€S(~).
.. - .. . ~ .

Hi'erbei bed"eui:e"t'N(A~t;O)",c ca (X"I:)' den i~n "M(A,cp) - ~"(A.tCP)
,. . .~.',

aufgespannten linearen Teitraum.'· ',.- . "

,Dann is't B in der a(B(X,I:),ca(X,I:»-Hü~~evonA en'tha,~'ten.

Sa 'tz 2:' Di'e S:L,'tua 'ti.on.'se.iwi~ :bi' Satz l!;wir setzen voraus:

·i) M(A) ~ 'M(B)' . , ,

~ii ) A.L n M(A)o = Bol nM(BJ 0 ~ ,

. Dann ist·B in der a(B(x,I:)",c~(X-t'1:»";Hütte'vonA .ent·~al,ten.

Hieraus ergibt sich "Leicht', der ktas·sische Satz .von Merge~yan;:
. , , .

Sei' K ~ ct l$:ompakt und. K'ompt, K bes':Ltze, nur endlich viele

Zusa~enhan"gsko~pone~i:en~.n~nn ,i'si: R(K) = A.(K) •. '
" ",

. , .

.. R·. Ren"tschl,er

(' " ..

I
/

\..

'. "

                                   
                                                                                                       ©



                                   
                                                                                                       ©



Literatur:

[AS 1]

[AS 2]

1:8

P.R. AHERN and D. SARASON, The HP. spaces ox-a ctass

of functio~ atgebras. Act~ Math. 112, 123-163 (1967).
. .

P~R. "AHERN and D. SARASON~ On some HyPo.-Dirichtet

. ,-Al,gebras o,f a~a.l,ytic functions. Amer.

~32-941 (1967)."

J ~ Math. 89,......

(

[Ca]

[Ga-Lu]

[Gar]

[Gar- G\i]

[Gli" 1].

. [Ho]

[Ho-RoJ

[Kö 1]

,­
I

/

"

.L. CARLESON, Mergetyan's theo~em on,unifo~m .~oty- "

. nom:i.at approximation. Mat.h•.Scand. 15, 167~1'75 (1964).
-:.,1

. .

T. GAMELIN and G. LUMER, Universat Hardy ctass,

Advances~n.Math•. ~, 118~'17~ (~968) •

. J. GARNETT, On ~ ,theorem of ~ergelyan. Pacif1c J.

Math •. .e.i," 461~467 ("968),.

J. GARNETT and~ I. GLICKSBERG, Atgebras with '~he same­

,mut-tip"Licative .measures , J.' Funct. Anal.' 1.,' 331-341

(1967).

I. GLICKSBERG, Dominant representing measures and

ra tiona t approxima-tion.' Trans. Amer. Ma th. Soc • .l2.Q.'.
452-462 (1968) ... ·

·I. 'GLICKSBERGj The abstract F. and M•. Riesz ..theorem.

J. Ftinc t. - Ana 1,:. 1.~ 109-1 ??_._.( 1967). " ,_', .

K. HOFFMAN, Banach Spaces of Anaty~ic' Functions,

Prentice-Hatt," Inc. t 1962~

K.· HOFF~1AN and H. ROSSr, Extensions of positive weak *..
continuous functionats. Duke Ma-th. Journ. ,li~

. .
453-466 (1967).

H. K~NIG, Zur abstrakten Theorie der anatytischen

Funkt~onen I, ~~h. ·z. 88, 136-165 '( 1965), II, Math.

,Ann. 163,9-17 (1.'966) und 11I, Arch. Ma-th. 18, "

273- 284 (,1 967 ) •

                                   
                                                                                                       ©



                                   
                                                                                                       ©



[Kö 2]

[Kö 3]

[Kö 4]

[Kö 5J'

[Lu]

[See-Kö]

[We 1]

[Za]

·H. KÖNIG, Lee tures on abs trac t HP- theo.ry. Summer

School on topotogical, atgebra theöry, .Bruges 1966."

H. KÖNIG, Theory, of a~stract Hardy spaces, ~~cture

Notes t Cal.i1"ornJ.a Ins'ti tute, 01" '.Techn0l.ogy 1967.

H. KÖNIG, Über'das von Neumannsche Minimax-Theorem,

Arch. Mat~.·12,·482-487 (1968).

H. ~ÖNIGt E1n abstrak~er Mergetyan Satz (erscheint

demnächst.).

.,.,

G. ~UMER, Atgebr~s da fonctions et espaces'de Hardy,

Lec-ture Notes in Mathemati'c.s 75, Springe·r 19~8.

G.L. SEEVER and ~. KÖNIG, The abstract,F. arid M. Riesz

theorem ( erscheint demnächs·t).

J~ WERMER, Bana~h.Atgebras and Anatytic Func~ions,

Advances ,Math'•. .1, 51-102 (1961).

J. WERMER, Seminar über Funktionen-Atgebren,·Lect.ure
, . ' ..r .

. Notes 'in Mathematics 1," Spr.inger '1964.

L. ZALC:MAN., Ai1.a'tytic Capacity and 'Rational, Ap,proxi­

ination. t Lecture Notes .in Math.ematics 50,' 'Springer

1968 •.

I••• •

E ..Schöneberger (Saa:rbrücken)

                                   
                                                                                                       ©



\

1
~,

                                   
                                                                                                       ©


