. : . ""”m Forschungsinstitut
- ~ ‘ EZOQ}L4QB'
> MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH
"Tagungsbezricht 32 /1969

Arbeitsgemeinschaft iiber Potentialtheorie

5,10, bis  11,10,1969

‘Die Arbeltsgemelnschaft von M,Kneser (Gottlngen) und P, Roquette
.A_ ~  (Heidelberg) beschiftigte sich in diesem Herbst unter der Leltung
von H,Bauver (Erlangen) mit Potentialtheorie, Nach einem Uberblick
iiber veréchiedene axiomatische Potentialtheorien wurden drei wiqh—.
-tige Aspekte der Potentialtheorie behandelt, namlich ihre Bezie-
huhg.zur Theorie der Differentialgleichungen, der Zusammenhang zwi- 
schen glbbalen und lokalen Axiomen und'schlieBlich die Verbinduﬁg

zur Theorie der Markoffschen Prozesse.

Teilnehmer:
@ H.Bauer, Erlangen B H.Pfeuffer, Gottingen
Th.BrScker; Heidelberg : G. thter, Erlangen _
| B.Héin, Clausthal .  'G.L.Scheffer, Utrecht (Niederl.)
W;Hanéen,>Er1;ngen o T. tom Dieck, Heidelberg | '
G,Harder, Bonn ‘ | G.,Wittstock, Saarbriicken

K.JaﬁBen, Erlangen .
K.Xiyek, Saarbriicken
M.Knebusch, Saarbriicken
J.Kohn, Erlangen
H,Kupisch, Heidelberg

PQMeyer—Nieburg, Ssarbriicken

’ DFG Deutsche '
Forschungsgemeinschaft » ' ©




Vortriage

I, Einfilhrung

Herr Bauer gab einen Uberblick iiber die grundlegenden 'Begrii‘fe‘ ’
‘der sogenannten axiomatischen Potentialtheorie, wie sie sich aus
dem Studium der partielléh Differen'bialgleichungen zweiter Ordnung
und der Verbindung zu den Markoffschen Prozessen in den'letzte'n |
15 Jahren ergeben haben, ‘ | .

| - ®
- Ausgangspunkt ist stets ein lokal-kompakter Raum X (meist mit ab- .
zdhlbarer Basis) und ein Garbendatum Jf = (an) U offen in X von

Vektorr'aumen ste”cigei' reeller Funktionen,

Eine offene relativ-kompakte Teilmenge V von E heifBt regulérv,

wenn sie einen nicht-leeren Rand V' besitzt und jede stetige'ieelle
Funktion f auf v¥ durch genau ein H‘f’ (3 Zﬁ,; zu einer stetigen, ‘
Funkfion auf V fortgesetzt werden kann, die positiv ist, falls £ B
positiv ist. Durch £ Hu(x) _(x € V) ist das zu V und x

Das Basisaxiom (B) lautet dann: Die reguléren Méngen bilden eine K

gehorige harmonische MaB p.z definiert,

Basis der Topologie von X. Den verschiedenen Theorien werden nun

verschiedene Konvergenzaxiome zugrunde gelegt: ' . b s

(KB) Konvergenzaxiom von Brelot. X ist lokal-zusammenhingend,

Ist U ein Gebiet in X und F ¢ &£, aufsteigend filtrierend, I
so ist sup F éntweder identisch + e oder harmonisch in U, '
(KD) Konvergenzaxiom von Doob: Ist U offen in X, Fe x U )
aufsteigend filtrierend und sup # endlich auf einer dichten Teil—

menge von U, so ist sup F € XU‘
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(K.‘) Schwaches Konvergenzaxiom. Ist U offen in X, ?vc;_ ?CU
aufsteigend filtrierend und sup F beschrédnkt, so ist sup? € 9eU.

. Aus  (Xp) folgt_ (Xp), aus (Kp) folgt (K;) wund aus (&)
' folgt mit dem Basisaxiom (B), daB X lokal-zusammenhingend ist,
Eine Funktion u : U—J-o, + 1 (U offen in X) heiBt hyper-
harmonlsch (in U), falls sie nach unten halbstetig 1st und fir alle

[

reguldren V mit VeU und x €V gilt

‘ - S ju d}lx < u (x).
ge; bezeichnet die Menge aller in U hyperharmonischen, _
. {u e}ﬁ; : endlich auf dichter Teilmenge 3  die Menée o
A'aller in U~ superhafmonlschen ‘Punktionen, Eine Funkt:.on p € ‘fX |
heiBt Potential, wenn sie pos1t1v ist und 0. die elnmge in X
‘ ‘harmonlsche Funktion h ist mit O £ h £ p. '
Ein harmonischer Raum4im Sinne von .M Brelot (Typ I) liegt vor,
wenn ‘X nicht kompa.kt ist, das Basisax:Lom (B) und Konvergenz- :
'.a.x10m (Kg) gelten,
. , Ein harmonischer Raum im Sinne voh' H.Bauer. (Ty’p~II) iiégt vo.r,
we_hn das. Basisaxiom (B), das Konvéréenzaxiom (KD) ‘(oder (K1 ))
und das Trennungsaxiom (T) gelten, Dabei ist (T): |
a, Fir Jedes 6ffene, relafiv—komp‘akte U 1n X 'existiért
ein h € Xy mit h »0%
b, 3@; trennt verschrinkt,

Losungen elliptischer Differentialgleichungen wie der Laplace- -
Gleichung <&y = 0 fallen unter Typ I, Losungen parabolischer
Differentialgleichungen wie der Wé’.rmeleitungsgleichung Au = %—%

unter Typ 11 .

B DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaft . ©




X heiBt elliptisch, wenn jeder Punkt x € X ein Fundamental-

system von reguliren Umgebungen V besitzt mit T v = v¥ .

Px

Jeder harmonische Raum vom Typ I ist elliptisch, Jeder elliptische

Raum vom Typ II ist vom Typ I. | |

Ein harmonischer Raum (vom Typ I oder II)'heiéf streng, wenn gilt

(P) PFir alle x € X gibt es ein Potential p mit p(x) > 0O,
‘Aquivalent zu (P) ist die verschrinkte Pﬁnktetrennung durch o
Jeo -' - | @
Die streng harmoniséhen Riume vom Typ I sind genau.die ellipti- |

schen streng harmonischen Riume vom Typ II,

Um kompakte Riemannsche Flachen mit einzubeziehen, habenlN.Bobdc,
 C.Constantinescu und A, Cornea harmonische Riume von einem dritten
Typ studlert, in dem auf das globale Trennungsax1om (1) ver-

zichtet und stattdessen ein Randm1n1mumnr1nz1p zum Axiom- erhoben

wird,

IT, Bez;ehung zur Theorie der Dii‘ferentialg_leichungen . ‘ .,

Die Herren Haih, Kiyek, Pfeuffer, Harder und Kohn trugen vor iber
die Arbeit "Détermination des axiomatigues de théo:ie du poten=-

tiel dont les fonctions harmoniques sont differentiables" wvon
J.=M,Bony (Ann,Inst,Fourier 17,1, 353=382 (1967)). In dieser Ar-
beit wird untersucht, wann die harmonischen Funktionen einer axioma-
tischen Potentialtheorie Lﬁsungen einer Differentialgleichung |
sind, o

n

Im folgenden sei ! ein Gebiet des R"™ und 40 ein Garbendatum

harmonischer Punktionen auf {2 , das die Konstanten enthilt und

DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaft . . © d




dem Basisaxiom (B) geniigt,

Ein Differentialoperator zweiter Ordnung ohne Terv'm. ‘der Ordnung O @
' n .9211 ' n . qu .
OLU. (X) = Z aij(x) W(X) + 'Zai(x) g)—c-;(}()
i,3=1 - J Ci=1
heiBe pri-elliptisch, wenn fiir jedes X die quadratische Form
(a (x)) positiv und m.cht Null ist, Er heiBt elllp'tlsch wenn

i‘ur jedes x die Form (a (x)) positiv dei‘in:l.’c ist,

‘ Es mag geniigen, eirie' Zusammens’cellung der wichtigsten S‘a’.tze zu

geben,

Satz, Ist X von dér Klasse 02 d.,h, sind alle harmoniscAhen}
Funktionen von der Klasse 02 so0 glb’c es einen pra—elllptlschen-'
leferentlaloperator CL in 8 , So daB fur ;jedes offene co Cﬂ
:und u e Xy gilt | | -
' Glu = O,
_-'VS'atz, Ist X von der Klasse i+ (k-O 1,... 300 500 )y S0 gibt es
o 'elne offene d:x.ch‘te T\.J.lmenge ﬂ. vonﬂ—und elnen pra-elllptlschen .‘ .
‘ ' lei‘erentlaloperator OL in R mlt Koefflzlenten der Klasse Ck,
o so daB flir jedes cffene W C .Q.,und »u E gf, gllt mu=_. |

Satz., Es sei 9{ von der Klasse c® wnd ﬁ"bl L wie ‘imf obigen
Sa'bz. Da.nn gll‘t ’ | ' | o
a. Tir offenes c .Q ~ u € X, genau dann wenn
.u- von der Klasse C° ist wnd Clu = _d. |
b, Ist u definiert auf einer offenen Teilmenge w von
. ﬂ o und von der Klasse 02, so 1st .u lokal-superharmonlsch genau
da.nn, wenn CLu £ 0 ist,
c. Ol ist bis auf Multlpllkatlon mit e:l.ner stetlgen

Funktion lf) 0 in- ﬂ ‘eindeutig bestimmt,

s
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_Satz., Ist A von der Klasse 01, so genligt Jf dem schwachen

Konvergenzaxiom (X,).

Etwas vereinfachend gesagt gilt (KB) nicht, wenn der Anteil
zweiter Ordnung von Ol (nach Wahl von geeigneten lokalen Koordi-
naten) nur von n - 1 der Koeffizienten abhingt. Umgekehrt gilt =~

der

Satz, Sei n = 2, K von der Klasse 03 und Ol ein pré-ellipti-
scher Operator auf einer offenexi dich‘ben Teilme‘n.ge N ov mit Ko- _
effizienten der Klasse G und Olu =0 fiir-alle u € K, mit o
w.oe N,

Wenn dann fiir J das Konvergenzaxiom (KB) gilt, so ist a

elliptisch auf einer offenen dichten Teilmenge.

Von nun an sei Sl = R® uwnd X translati_onsinvafiant, d.h,

sei v, definiert durch v(x) = u(x - h), harmonisch in U + h,

Satz, Es existiert bis auf einen konstanten Faktor genau ein pri-
elliptischer Operator Ol mit konstanten Koeffizienten und den
 Eigenschaften » ‘ | | S S | | ‘
a. u ist harmonisch genau damn, wemn u stetig ist und |
Alu = 0 im Sinne der Distributionen. |
b, eine stetige Funktion u 1ist superharmonisch genau

da.nn,"wenn A u S_b O ist im Sinne der Distributionen.,

Satz, TFiur diesen Operator a sind die folgenden Aussagen éiquiwfa;
lént: o .
| 1, o geniigt dem Konvérgenzaxiom (KB).
2, Cl ist ein elliptischer Operator,

ist u harmonisch in einer offenen Menge U wund h ¢ ‘IRn, S0 | '
3, Die harmonischen Funktionen sind analytisch.
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‘ist mit p031t1v-def1n1tem (a.

a.n:]:O.

Weiter sind &dquivalent: v '
1. X geniigt dem Konvergenzaxiom (Kp).
2, OL ist ein parabolischexr oder elliptischer‘Opérator.
3, X ist von der Klasse .C°°. . -
4. ¥ genligt dem Konvergenzaxiom (K,).

5, X ist von der Klasse G,

‘Dabei heiBe ein pri-elliptischer Differentialoperator paraboliéch;'

wenn er nach geeigneter linearer Koordinatentransformatioh_von
der Form |
gu_
A ulx) = Z et W(x) + Zal Sx; )
,

13) in n - 1 Variablen und"

'III, Zusammenhang zwischen globalen und lokalen Axiomen

- Die Herren Wittstock,»Scheffér, Meyer-Nieburg, Janssen und--Bricker f*'

trugen vor iiber die Arbeit ."Principe‘du minimum et maximalité en 1

théorie du potentiel" wvon G.,Mokobodzki.und D,Sibony (Ann, Inst, .

Fourier 17,1, 401_-442 (1967)). 1In dieser Arbeit wird untersucht,
~ unter welchen Voraussetzungen ein konvexer Kegel beschrankter re-

eller Funktionen auf einem lokal-kompakten Raum J -die'Menge

der beschrénkten superhafmonischen Funktionen eines streng har-
monischen Raumes (J1,f) ist., Grundlegend ist dabei die Eigen-
schaft, in bezug auf die Gﬁlfigkeit des Randminimumprinzips ein

maximaler konvexer Kegel zu sein,

Genauer sei JI ein lokal-kompakter Raum, in dem Jjede offene re-

lativ-kompakte Teilmenge w einen nicht-leeren Rand ¢ besitzt.

0@




Es sevii Pm,é () die Familie aller beschrénkten, ﬁach,uptéh h.alb-
" stetigen reellen Funktionen v auf JU mit

 inr v <aw)' = inf v (B)
fur alle offener'l‘ relativ—kcsmpakfen '_w “in Jl., Im folgenden sei S
ein (nach Zorns Lemma existierender_) maximaler koﬁféxer Kegel in

Png (U

Wichtiges Konstruktionsmittel ist das Reduzieren von Funktionen auf '

Mengen: Ist ifg ,O eine beschrinkte Funktion auf J1 und A eine

Teilmenge von_.ﬂ , So heiBt

Ri% : = inf {ve€s: vz?}
| die Reduzierte von ¢ “ auf A, -
S habe zimé.chst die zusdtzlichen Eigenschaften
(¢,) S ist punktetrennend, | |
(Gz)'_ Fiir jedes Vv € S+,‘jedes stetige ¢ 2 0 mit kom-
paktem Tréger und P 4 v und jedes € > O existiert ein steti-
ges w € st mit s wsi v+ €,

Dann gibt es zu jedem offenen relatiir—kompakt,e.n &) in ..ﬂ_und '

jedem X € w genau ein Radonsches MaB 9;‘{’ > 0 auf Jdw mit

dw _ W ¢
RO (x) = [v ag;
fiir alle stetigen v € ST,

Ist w eine offene Teilmenge von JU uwnd h eine stetige reelle

Funktion auf G , so heiffit h harmonisch in c» , falls fir alle

offenen relativ-kompakten = «' mit w ¢ w und alle x € '

gilt

jh dg?‘ ‘=. n(x).
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:}ew sei die Familie aller in ¢0 harmonischen Funktionen,

X = (Xy) o offen in L ° |
Satz., S Dbesitze die Eigenschaften (G1) und (GZ)' Dann ist

% ein Garbendatum auf J1.,

Satz, J\ habe abzéhlbare Basis, S habe die Eigenschaften (G,) -
und
(Gfl) Fiir jedes geordnete ’Paar- (x,¥) verschiedéner Punkte

o ' in JL gibt es ein v € S mit
v (x) < v (¥).

Dann besitzt (.Q,‘at) eine Basis reguldrer Mengen, Die Funktionen‘A
-aus S . sind genau die beschriankten sup‘erharmo'nisch‘en Funktionen

von (\Q,.'JC) .

Schiarfer als (G2) ist die Eigenschaft

(G3) Fir jedes offene ¢> in J! wnd v € st ist Igcr‘:
nach oben halbstetig in w . |
Satz, S erfille (G,) und (65). Dann gilt fir (N,%) das -

. Konvergenzaxionm (K,] ).

‘Insgesamt hat man den

Satz. JU habe eine abzihlbare Basis, Dann sind &quivalent:
| 1. S ist ein mé.ximaler konvexer Kegel in Pm, g O mit

(G;) wnd (63). |

2, S 1ist die PFamilie der beschrénkten superharmonischen
Funktionen eines harmonischen Raumes ¢V, ) mit harmonischer 1 ,
Konvergenzaxiom (K‘1) und starker Punktetrennung:

(T) PFir jedes geordnete Punktepaar (x,y) verschiedener
Punkte in JU gibt es eine positive superharmonische Funktion

(4

s mit s(x) ¢ s(y).
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YIV. Beziehung zur Theorie der Markoffschen Prozesse. _ R

Herr Hansen trug vor iiber eine Charakterisierung von Familien ex- o
zessiver Funktionen durch Potentialkegel, die noch in sehr allge- '

meiner axiomatischer Potentialtheorie anwendbar ist,

ﬁnter einem Potentialkegel ? “auf einem lokal-i{ompakten Raum E
mit abzdhlbarer Basis wird dabei verstanden ein konvexer Kegel
von positiven stefigen Funktionen auf E. mit einer Abbildung S
‘von P in das System der kompakten Teilmengen von E, die Tré-
gér gena.nht wird und die folgenden Eigenschaften hat: | . |

| (1) S 1ist additiv und positiv homogen, .d.h. es gilt \
fiir alle p, q e P unda A> 0 | o : , .
| S(p+a) = S(p)u S(a) , SOP) = S(»). |

| (2) S ist zerlegbar, d,h, fir alle p &€ J°  und Uber-

deckungen von E_ mit offenen Mengen ﬁ1, U2 gibt es p1', Py e P
mit p = P4 + Doy S(p15 ¢ U, und S(p2) c U,
Sei ? ein Potentialkegel. Dann wird mit 9;) - die Menge aller
£ ~dominanten Funktionen bezeichnet, d.h,‘ aller borelmeﬁbaren
dz O auf E, die fiir alle p, g ¢ P der Ungleichung 4 + Ii)'z_q
bereits dann auf gvanz E genligen, wenn diese Ungleichung auf
S(q) gilt. P neist submarkoffsch, falls 1 6933 , und . .
schwach adaptiert, falls inf {4 e?.?:vp -d € ‘C:.} = 0 ist fir |
alle p € T .

Ist <P‘b)’c>0 eine Halbgruppe submarkoffscher Kerne auf E, so
heiBt eine borelmeBbare Funktion f 2 0 auf E exzessiv, falls
sup P,f = f gilt, Bine submarkoffsche Halbgruppe (P,)y,o heiBt
quasi-Fellersch), wenn fir jedes f ¢ <€o , d,h, fiir jede stetige
‘reelle Punktion f auf E, die im Unendlichen verséhwin’det,

P,f stetig und lim I Pf-fl = O ist und wenn zwei stetige
t+0 '
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reelle exzessive Funktionen p und q existieren, so da8 p

beschrankt und streng positiv ist wnd {x € E : p(x)>a , a(x)s B8}

xompakt fir alle & , 8>0, Damit erh&lt man den

Satz., Sei € eine Familie numerischer Funktionen auf E. Dann

sind Zquivalent

1, € wird erzeugt von einem schwach adaptierten sub-

markoffschen Potentialkegel mit T _ ¢ - P,

2, € ist . die Pamilie der exzessiven Funktionen einer

quasi-Fellerschen Halbgruppe,

i? bezeichnet dabei die Familie der stetigen beschrénkten abz&hl-

~ baren Summen von Funktionen aus T und die Erzeugung von 'g |

DFG

durch TD imitiert diebArt und Weise, in der man Integrale po-
sitiver meBbarer Funktionen aus den Integralen stetiger reeller
Punktionen mit kompaktem Triger berechnet (fiir Einzelheiten

s, W.Hansen, Charakterisierung von Familien exzessiver Funk-

tionen;IInvent.'math. 5, 335=348 (1968)).
Flir die axiomatische Potentialtheorie erh&dlt man folgendes

Korollar., Sei (E,of) ein streng harmonischér Raum im Sinne von
H,Bauer, Dann gibt es eine quasi-Fellersche Halbgruppe auf E,
deren exzessive Funktionen gerade die positiven hyperharmonischen
Funktionen des harmonischen Raumes sind und die die Ubergangs~

halbgruppe eines Huntschen Prozesses ist.

W.Hansen (Erlangen)
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