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Tag u n g s b e r ich t 32 /1969

Arbeitsgemeinschaft über Potentialtheorie

bis 11.10.1969

Die. Arbeitsgemeinschaft von M.Kneser (Göttingen) und P.Roquette

(Heidelberg) beschäftigte sich in diesem Herbst unter der Leitung

von H.Bauer (Erlangen) mit Potentialtheorie. Nach einem Überblick

über verschiedene axiomatische Potentialtheorien wurden drei wich- .

tige Aspekte der Potentialtheorie behandelt, nämlich ihre Bezie­

hung zur Theorie der.Differentia~gleichungen,der Zusammenhang zWi-.

sehen globalen und' lokalen Axiomen und schließlich die Verbindung

zur Theorie der Markoffsehen Prozesse.
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Vor t r ä g e

I. Einführung

Herr Bauer gab einen'Überblick über die grundlegenden "Begriffe

"der sogenannte1?- axiomatischen Potentialtheorie, wie sie sich aus

dem Studium der partiellen Differentialgleichunge~zweiter' ,Ordnung

und der· Verbindung ZU, den Markoffsehen Prozessen in den letzten

15 Jahren ergeben haben.

Ausgangspunkt ist stets ein lokal-kompakter Raum X (meist mit ab­

zählbarer Basis) und ein Garbendatum X = (JeU) U offen in X von

Vektorräumen stetiger reeller Funk~ionen.

"

f

Eine offene relativ-kompakte Teilmenge V von E heißt regulär,

wenn sie einen nicht-leeren Rand V~ besitzt 'und jede stetige'reelle

Funktion f auf V* durch genau ein H"i € d€V - zu einer stetigen.

Funktion auf V fortgesetzt werden kann, .die positiv ist~ falls f

positiv ist. Durch f.~ H"i(x) (x E V) ist das zu V und x

gehörige harmonische Maß ~~ definiert.
I.

Das Basisaxiom CE) lautet ,dann: Die regulären Mengen bilden eine ":

Basis der Topologie von X. Den verschi'edenen Theorien we'.rden nun

verschiedene' Konvergenzaxiome zugrunde gelegt:.

(KB) Konvergenzaxiom von Brelot_ X· ist lokal-zusammenhängend.

Ist U ein Gebiet in X und T c ~ U aufsteigend filtrierend,

so ist sup 'J' entweder identisch + 00 oder harmonisch in U.'

(KD) Konvergenzaxiom von Doob: Ist U offen in X, ~ C. 'Je U .

au.fstei·gend filtrierend und sup'J= endlich auf einer dichten' Teil­

menge von U, so ist sup"1f ( 'Jeu.

'! '

i'
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(K1) Sch\'laches Konvergenzaxiom. Ist

aufsteigend filtrierend und sup T
U offen in X, Ti, dCu

beschränkt; so ist sup'; e. deu•

Aus (KB) folgt (KD), aus (KD)

folgt mit dem Basisaxiom (B), daß

folgt (~' ) und aus ,(~)

X lokal-zusammenhängend ist.

'e

Eine Funktion u : U~ J- 00, e+ c/:J J (U offen in X) heißt hyper­

harmonis.ch (in" U), falls sie nach unten halbstetig ist und für alle'.

regulären V mit V c U und x € V gilt .

Ju dP.~ ~ u (x).

',X~ bezeichnet die Menge aller in U hyperharmonischen,

tu = [u E '>'de.; : u endlich auf dichter Teilmenge 3 die' Menge"

, aller in U, superharmonis'chen ,Funktionen. ,Eine Funktion P 't f x
heißt Potential, wenn sie positiv ist und 0, die einzige in X

harmonische Funktion· h ist 'mit 0 S h ~ p.

a. Für jedes offene; relativ-kompakte U in X existiert

e1n h €. ~U mit ,h ,. 0 '•

...
b. jtX trennt verschränkt~

Lösungen elliptischer Differentialgle~ch~genwie der Laplace~ .

Gleichung 4u = 0 fallen unter Typ T, Lösungen parabolisoher

Differentialgleichungen wie der Wärmeleitungsgleichung Au =~

unter Typ II.
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X heißt elliptisch, wenn jeder Punkt x t X ein Fundamental-
. ~

= V •system von regulären Umgebungen V besitzt mit T V
)lx

Jeder harmonische" Raum vom Typ I ist elliptisch. Jeder elliptische

Raum vom TypII ist vom Typ I.

Ein harmonischer Raum (vom Typ I oder II) heißt streng, w~nn gilt

Cp) Für alle x~' X gibt es ein Potential p mit p(x) > G.

'Äquivalent zu (p) ist die verschränkte Punktetrennung durch

+1X.

Die streng harmonischen Räume vom Typ I sind genau die ellipti~

sehen streng harmonischen Räume vom Typ II.

Um kompakte Riemannsche Flächen mit einzubeziehen, haben N.Boboc,

",0. Constantinescu und A. Cornea harmonische Räume von· einem dritten

Typ studiert, ~n dem auf äas globale Tre~ungsaxiom (T) ver­

zichtet und stattdessen ein Randminimumprinzip zum Axiom'erhoben

wird.

II. Beziehung zur Theorie 'der Differentialgleichungen
(

,
Die Herren Hain, Kiyek, Pfeuffer, Harder und Köhn trugen vor über

die Arbeit "Determination des axiomatiques de theorie du poten­

tiel dont les fonctions harmoniques sont diff'erentiables" von

J.-M.Bony (Ann.lnst.Föurier 17,1, 353-382 (1967)). 'In dieser Ar-

beit wird untersucht, wann die harmonischen Funktionen einer axioma­

tischen Potentialtheorie Lösungen einer Differentialgleichung

sind.

Im folgenden se{ n ein Gebiet des Rn und Je, ein Garbendatum

harmonischer Funktionen auf n , das die Konstanten enthält und
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dem Basisaxiom (B) ~enügt.

Ein Differentialoperator zweiter Ordnung ohne Term "der Ordnung 0 :

n '@2uL aij (x) ai. iCJX. (x)
· · 1 . ~ J
~, :J=

+.

heiße prä-elliptisch, wenn für jede~ x ~ie quadrat~sche Form

positiv und nicht Null ist. Er heißt elliptisch, wenn .(a.. (x)). ~J

für jedes x die Form (a .. (x))
~J

positiv d~fii1it ~st~ --.:~:

Es mag genügen, eine' Zusammenstellung der wichtigsten Sätze zu

geben.

lP' 2§.ill.' Ist Ol von der Klasse C" d.h. sind alle harmonischen

Funktionen von der Klasse 02., so giht es einen prä-elliptischen

Differentialoperator 0(. in n, so daß für jedes offene ~ c. 51

und u fe JCw gilt

otu - -0.

,§,ill. Ist d{'.von der Klasse Ok+2 (k=O,1,... ,100 ,w ), so .gibt es
---. -.... - - - -- _.... , .. - . -

eine offene -dichte' Teilmenge Jt()..von 'JL'Und einen prä-elliptischen
- ---..-. --.----- - --- .. - .. ,~ .._,~____ _ __ . __ _---+ • _ 01-_ .• ~_ ~ _- -- _...... - .- .. - ••_.- - __ • .

Differentialöperator. OL in .n 0 mit Koe:ciizienten der Klasse Ok,
t_. '. _

so daß für jedes· offene' CI.) e' fr.und··· .u E dew gilt Ol u = O.

Satz. Es sei.de von der Klasse 02 und Jto Jot wie im obigen

Satz. Dann gilt

a. Für offenes W . C. .SZo ist· u € Je"" genau dailn wenn

u· von der Klasse 02 ist und oe. u = O.

b. Ist u definiert auf einer offenen Teilmenge w von

J?o und von der Klasse 02, so ist u lokal-superharmonisch ge~au

dann, wenn CL us..o ist~

c. Ct ist bis auf Multiplikation'mit einer stetigen

Funktion r> 0 in" J1
0

' . eindeutig bestimmt•.
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. Satz.. Ist de. von der Klasse C1 , so genügt dC dem schwachen

Konvergenzaxiom (K1).

Etwas vereinfachend gesagt gilt (KB) nicht, wenn der Anteil

zweiter Ordnung von ~ (na~h Wahl von geeigneten lokalen Koordi~

naten) nur von n - 1 der Koeffizienten abhängt.~Umgekehrtgilt

der

Satz. Sei n = 2, de von der Klasse C3 undct ein prä-ellipti-

scher Operator auf einer offenen dichten Teilmenge

effizienten der Klasse und Oi'u = 0 für alle

J1
0

· mit Ko­

u E. dewmit
, i

W .. c:. JL .•o·

Wenn dann für dt· das Konvergenzaxiom (KB) gilt, so ist. a
elliptisch auf einer offenen dichten Teilmenge.

Von nun an sei Jl = lRn und dE. translati.onsinvariant, d .. h.

ist u harmonisch in einer offenen Menge U und h ~ .~n, so

sei v, definiert durch v(x) = u(x - h), harmonisch in U + h.

Satz. ·Es existiert bis auf einen konstanten Faktor,genau ein prä­

elliptischer Operator ~ mit konstanten Koeffizienten und den

Eigenschaften

a. u ist harmonisch genau dann, wenn u stetig ist und

61u = 0 im Sinne der Distributionen.

b. eine stetig~ Funktion u ist superharmonisch genau

dann, wenn a u !:,. 0 ist im Sinne der Distributionen•

.§.ill. Für diesen Operator öL sind die folgenden Aussagen äquiva­

lent:

1. ~ genügt dem Konvergenzaxiom (KB).

2. OL ist ein elliptischer Operator.

3. Die harmonischen Funktionen sind analytisch;

•
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Weiter sind äquivalent:

1. Je genügt dem Konvergenzaxi om - (Kn)•
2. OL ist ein parabolischer oder elliptischer Operator.

3. d( ist von der Klasse C
oo

•

4. dt genügt dem Konvergenzaxiom . (K1).

5. ;je 'ist von der Klasse ·e1.

Dabei heiße ein prä-elliptisc'her Differentialoperator parabol·isch,

wenn er nach geeigneter linearer Koordinatentrans~ormationvon

der Form

<X u(x) =
n-1
L aij

i,j=1

~2
o· u ()

'ax.t'"dx. x
~ J

+
n.. ~2:: a i 'ax. (x)

· 1 ~
~=

ist mit positiv-definitem

8n 4= O.

(a .. )
~J

in n - 1 Variablen und"

·III. Zusammenhang zwischen globalen und lokalen Axiomen

, Die Herren W·itts~ock, .Scheffer, Meyer-Nieburg, Janssen und·-~·Bröcker

trugen vor über die Arbeit ."Principe· du minimum et maximalit~ en

_. th~orie du potentieI" ·von G.Mokobodzki ,.~d D. Sibony (Ann. Inst•.

Fourier 17, 1, 401,-442 (1967)). In dieser Arbeit wird untersucht,

unter welchen Voraussetzungen ein konvexer Kegel beschränkter re~"

eller Funktionen auf einem lokal-kompakten Raum.l" die Menge

der beschränkten superharmonischen ~ionen eines streng har­

monischen Raumes (J1,dl) ist. Grundlegend ist dabei die Eigen­

schaft, in bezug auf die Gültigkeit des Randminimumprinzips ein

maximaler konvexer Kegel zu sein.

Genauer sei 11 ein lokal-kompak~erRaum, in dem jede offene re­

lativ-kompakte Teilmenge Weinen nicht-leeren Rand o.c..> besitzt.
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Es sei Pm,6~) die Familie aller beschränkten, nach unten halb­

stetigen reellen FUnktionen v auf J1 mit

inf' v (a<.J) = in! v (w)

für alle offenen relativ-kompakten'w in Jl. Im folgenden' sei S'

ein (nach Zorns Lemma eXistierender) maximaler konvexer Kegel in

Wichtiges Konstruktionsmittel lst·das.Reduzieren vori Funktionen auf"

Mengen: Ist ~ ~ 0 eine beschränkte Funktion auf Jl. und··A eine"··

Teilmenge von n, so heißt

. ­.. - inf {v t S :

die Red'uzierte von <p allf A#J'

S habe zunächst die zusätzlichen Eigenschaften

S" ist punktetrennend,

Für jedes v e S+, . jedes stetige Cf ~ 0 mit kom-

paktem Träger und 'f ~ v tmd jedes E > 0 existiert ein steti-

ges . w t. S+ mit Cf' ~ w ~ v + €. • . .

Dann gibt es zu jedem offenen relativ-kompaktan L::J

jedem x €w genau ein Radonsches Maß

R0: (x) = j; d S~
für' alle stetigen v € s+.

5' ~ 2. 0

~.

in JL .und

auf dGJ mit

Ist weine offene Teilmenge von ~~ und h eine stetige reelle

Funktion auf ev , so heißt h. harmonisch in cv , falls für alle

offenen relativ-komp~Cten . (VI mit

gilt

=

-W' C W und alle x Go w·

hex).
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de."" sei die Familie aller in Q harmonischen Funktionen,

;e = (~ ) ~ offen in Jl, • .

~. S besitze die Eigenschaften (G1) und (G2). Dann ist

?e ein Garb'endatum auf J~.

Satz. J\ habe abzählbare Basis, S habe die Eigenschaften (G2)

und

(G;) Für jedes geordnete Paar' (x,y) verschiedener Punkte

in Jl' gib·t es ein v Er S mi.t

v (x) <. v (y).

D~ besitzt (Jl,de.) eine Basis regulärer Mengen. Die Funktionen.

·aus S. sind genau die beschränkten superharmonischen Funkt~onen

von (Jl, dC) •.

Schärfer als (G2 ) ist die Eigenschaft

(G
3

) Für jedes' offene C",) in Jl. und .v € S+ ist ~w ,"
nach oben'halbstetig in cu •

Satz. S erfülle (G1) und

Konvergenzaxiom (K1).

das

'Insg~samt hat.~an den

Satz. Jl. habe eine abzähl-oare Basis. Dann sind ~quivalent:

1. s ist ein maximaler konvexer Kegel in mit

(G~) und (G3).

2. S ist die Familie der beschränkten superharmonischen

Funktionen eines harmonischen Raumes CJ1,Je ) mit harmonischer 1 ' ,

Konvergenzaxiom (K1) und starker Punktetrennung:

(T~ Für jedes geordnete Punktepaar (x,y) verschiedener

Punkte in J1 gibt es eine positive superharmonische Funktion

s mit sex) < s(y).
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IV. Beziehung zur Theorie ·der Markoffschen"Prozesse.

Herr Hansen trug vor über eine Charakterisierung von Familien ex~

zessiver Funktionen durch Potentialkegel, die noch in "sehr allge­

meiner axiomatischer Potentialtheorie anwendbar ist.

Unter einem Potentialkegel ?" auf einem lokal-kompakten Raum E

mit abzählbarer Basis wird dabei" verstanden ein konvexer. Kegel.

von positiven stetigen Funktionen auf E - mit einer Abbildung S'

. von 1> in das System der kompakten Teilmengen von E, die Trä­

ger genannt wird und die folgenden Eigenschaften hat:

(1) S is·t additiv und positiv homogen, d.h. es gilt·

fürallep, q s T und A > 0

S(p+q) = S(p)·u S(q) 'I S(~p) = S(p).

(2) S ist zerlegbal.'f d.h o für alle p f. jJ und Über--

deckungen von E mit offenen Mengen U1 , U2 gibt es P1"' P2 G-F
mit "P = P, + P2' S(P1 ) C U1 und S(P2) C U2 •

Sei 'P. ein Potentialkegel. Dann wird mit 5Jy; die Menge' aller

~ -dominanten Funktionen bezeichnet~ d.h. aller borelmeßbar~n

d 2 0 auf E, die für alle P, q 6 -p der Ungleichung d + P.2: q

bereits dann auf ganz E genügen, wenn diese Ungleichung au~

S(q) gilt. P heißt submarkoffsch, falls 1 E~:r , und e
schwach adaptie"rt, falls inf f d E~: P - d (; t ~ J = 0 ist für

alle p ~ 'P •

Ist (Pt)t>O eine Halbgruppe submarkoffscher Kerne auf E, so

heißt eine borelmeßbare Funktion f ~ 0 auf E exzessiv, falls

" sup Ptf -- f gilt. Eine submarkoffsche Halbgruppe (Pt )t:;70 heißt

quasi-Fellersch, wenn für jedes f S <eo ' d.h. für jede stetige

reelle Funktion f auf E, die im Unendlichen verschwindet,

stetig und lim
t~O

Ii Pt f - f 1I = 0 ist und wenn zwei stetige
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reelle exzessive ~ctionen p und q existieren, so daß p

beschränkt und streng positi"v ist und {x ~ E : p (x) ~ <k. , q (x) ~ ß}

kompakt für alle \Ä , ß > O. Damit erhält man den

~. Sei t eine Familie numerischer Funktionen auf E. Dann

sind ,äquivalent

1. .~ wird erzeugt von einem schwach adaptierten sub-
~ ",--

eP C 'n_ 7>.markoffsehen Potentialkegel mit va ~

2. " t ist .~ die Familie der exzessiven 'Funktionen einer

e quasi-Fellerschen Halbgruppe.
,..,

JP bezeichnet dab~i die Familie der stetigen beschränlcten abzähl-

baren Summen von FUnktionen aus 'J-> und die Erzeugung von t
durch Jr imitiert die Art und Weise, in der man Integrale po­

sitiver ~eßbarer ~ionen aus den Integralen stetiger reeller

FUnktionen mit kompaktem Träger berechnet (für Einzelheiten

s. W.Hansen, Charakterisierung von Familien exzessiver Funk-

tionen, Invent. 'math. 5, 335-348 (1968)).
I

Für die axiomatische Potentialt~eorie erhält man folgendes
e

, Korollar. Sei (E,~ )
'.

ein streng harmonischer Raum im Sinne. von

H.Bauer•. Dann gibt es eine quasi-Fellersche Halbgruppe auf E,
deren exzessive ~ionen gerade die positiven hyperharmonischen

~ionen des harmonischen Raumes sind und die die Übergangs-­

halbgruppe eines Huntschen Prozesses ist.

W.Hansen (Erlangen)
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