
MATHEMATISCHES FORSCHUNGSmSTlTUT OBERWOLFACH

'T a q unq s b e r ich t 3511969

••••

Zur Didaktik des Geometrieunterrichts an HOheren Schulen

. .

26.10. bis 1.11.1969

. Die Tagung stand unter, der bewährten Leitung von Dr.K.Fladt

(Calw) und F.Raith (Freiburg).

zu den Referaten:

,In den meisten Referaten wurden neue Stoffgebiete aufgezeigt

(analytische Geometr~e in vek~orieller Behandlung, verwendung
von Matrizen bei Abbildungen, Inzidenzgeometrien , Topologie)·".·

und deren Brauchbarkeit für die Schu~e erläutert bzw.· ledig-'" .

lieh zur Diskussion gestellt. Es ging also um die Stoffaus-

',wah'l, um die Frage: ,. Was sag t.cl) IJl~inem Kinde?"
- .

Einige Referenten hatten versucht - was allgemein sehr be-

grüßt wurde ~ den Stoff für die Schule schon au·fzubereiten_.
Ihnen' ging es nicht nur um die Sto'ffauswahl, sondern sehr

. wesentlich um die Stoffers'chließung, also um die Frage:·

.•• Wie sag ichs meinem Kinde?",

Die analytische Geometrie in vektorie'l~er Behandlung unter .'
. -

Hervorhebung der Vektorraumstruktur e~ies s~ch als unum--

gänglich., In einigen Bundes'ländern gehört sie ... wie der In

halt einiger Referate deutlich erkennen ließ - bereits zum
festen Bestand des Unterrichts.

Die Unters~chung endlicher'Geometrien erscheint unbedingt

·WÜnschenswert. Auffallend~' aber auch bezeichnend" war die

Tatsache, daß sechs vorträge. zur Inzidenzgeometrie ejehalten
wurden.

Die.Ve~endung der Matrixschreibweise bei der Untersuchung

von 'Abbildungen bedeutet eine wesentliche Erleichterung.'

Es .gibt aber gewisse Schwreri~keiten ~ Hinblick auf die
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.
derzeit b.estehenden Lehrpläne. Algebraische Topologie als'.'

ausgedehntes Unterrichtsfach fand nur wenige Freunde, während·.

gelegentliche Ausblicke auf verschiedene l?robleme dieser"

Disziplin zur Auflockerung des un~errichts begrüßt wurden.

Sinnvoller wären topologische Meu~oden bei· der Behandlung
der Stetigkeit. In einem Vortrag wurde" der umstrittene und

.so schwierige Winkelbegriff erneut beleuchtet, .in einem

weiteren die trigonometrischen Funktionen auf originelle

Weise e~ngeführt•

.Ein Referent plädierte 'sehr entschieden für die heuristisc~e".".

für die genetische'Metho~e im Schulunterricht (und'nicht n~r

dort·! )i-Man war sich darüber eini..:9, daß· diese Methode zwar· , .,

~nuner wi'eder verwend.et werden. soll·te, daß es aber wegen des" ,

erforderlichen Zeitaufwandes mit ihr .allein auch nicht ginge'., '.

Das le~zte Referat zeigte eine Notmaßnahme zur Behebung ge

wisser Mänge~ in der mathematischen Ausbildung unserer
Gymnasiasten. '

Zu den Diskussionen:

Die T~gungsleitunghatte dieses Jahr viele jüngere Lehrer

eingeladen. Dieses jugendliche Element bewirkte,daß viel. und. :' ..

lebha~~ 4iskutiert wurde. Die Debatten waren getragen·von.

Einsatz, aber auch von wirklich sachlicher Argumentation. Es

wurde;dapei vieles, wenn ni~ht alles in Frage gestellt.
"

Abgesehen von Aussprachen nach den einzel~en Referaten wurden

drei größere Diskussionen durchgeführt.
1. " __

Zur analytischen Geometrie in vektorieller Behandlung

Anr~gungen und Wünsche:

Eine äußerliche Unterscheidung der Verknüpfungen im Vektor

raum yon denen des Skalarbereiche's;

jeder ."Kö~per ein Beispiel für einen Vektorraum;

Deutung ~on homogenen linearen Gleichungen als Vektoren.

Duali~ät~prinzip'für den Vektorraum der Gleichungen und den

der Lösunqsmannigfaltigkeiten (Dimensionszusammenhang);
t. .

Vektor z.B. als Menge parallelqleicher Pfeile definieren.

die M~tte.lstlife muß für die Oberstufe Mat'erial bereitstellen;

Gewinnung des Vektorbegriffs in der Mittelstufe aus den Trans~ .

lationen;

Skalarpr~dukt bereits in 'der Mittelstufe;· .

0: i.
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S-Multiplikation bei Behandlung der Streckung;

der Gang vom Metrischen zum Affinen in der .Mittelstufe und

der.umgekehrte Weg in der Oberstufe ergänzen sich sinnvoll;

fÜr die Oberstufe, also vom deduktiven Standpunkt, erscheint

die affine Geometrie einfacher, desgleichen ~hre axiomatische

Behandlung in der Mittelstufe.

Warum und in welcher Weise soll Mathematik in der Schule.

unterrichtet werden?

Warum?

1. Die zunehmende Mathematisierung der Umwelt erfordert die

Kenntnis der zugrunde liegenden mathematischen Strukturen

und die Fähigkeit des abstrakten Denkens.

2. ~ie Mathematik ermöglicht das Entwickeln von Gewinn

strategien beim Lösen von pro~lemen.

3. Das. Sozialprodukt wird entscheidend von der mathematischen'

Bi~dung eines Volkes bestimmt~

In welcher Weise?'

Die· Probleme sollen, wo es·· nu~ möglich ist, vom Schüler

selbst gefunden werden. Dabei sind vor allem .. offene" Pro-'

bleme zu berücksichtigen, d.h. solche .ohne algorithmi.sches.

Lösungsverfah~en. Diese offenen Probleme sollten dann ~nter

Anwendung von Strukturen und mit einer gewissen Systematik

. gelöst werden. Hierbei ist es erfo~derlich, daß heuristische.

Strategien' ·selbst zum Gegenstand des f.lnterrichts gemacht

werden •

Welcher stoff?

Die Anwesenden waren sich einig, daß der axiomatischen Be

handlungsweise eines mathematischen Gebietes ein fester Platz

in der Schule gebührt. Hier b{etet sich in überragender Weise

die Geometrie an, da die AXiomatik in der Booleschen A~gebra

nicht das Wesentlichste ist und nur einen kleinen Raum ein

nimmt. Es wurde betont, daß nicht mit Axiomatik begonnen

werden kann. Vielmehr müssen sich die Axiome von dem an- .

schaulichen Geornetrieunterricht der'~ttelstufe ablösen und

sich zu Gesetzmäßigkeiten entwickeln, mit denen dann auf der

Oberstufe gearbeitet wird. Hier bieten sich vor allem die

endl.ichen und auch d.ie nichteuklidischen Geometrien an.

,
if
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, - Da der Begriff de~ Vektorraume's ein wichtiges H'ilfsmittel für

", die Algebraisierung der Geomet'rie auf d'er Oberstufe ist, soll,'
, ,

das anschauliche Pfeilmodell' schon in der Mittelstufe ein-

geführt werden. Abschließend wurde festgestellt, daß trotz'

(oder weqen?)·aller A1gebrais1er~n9die ·Geometrie inuner noch
lebt,.

Probleme des Geometrieunterrichts in der Mittel,stufe

Darstellende Geometr,ie?
, "

'Die Frage, ob in der Schule noch darstellende' Geometrie be-

'.~, trieben werden soll, wurde in dem Sinne beantwortet, daß die

, darstellende Ge,ometrie als· eigenes Stoffgebiet nicht mehr·

geleh~t werden sollte, so~dern daß an geeigneten Stellen'

Grund~ und Aufrißverfahren und einfache Schrägbilder die
, .

,'..Anschauung schulen. Die Bil'dungswerte der darstellenden

Geometrie 'sind nach ,wie vor unbestritten.

- Stoffgebiete der' Mittelstufe?
. ,

. unbe~in9~ erforderlich: Satzgruppe des Pythagoras, Strahlen-

-, sätz~, Tangent~n von einem Purikt an ~inen Kreis, Umfang und

Fläch'~ninhalt des 'Kreises, Winkel am Kreis, eingeschränkte

Trig<;>nometrie.

Entbehrlich: Gemeinsame Tangenten zweier Kreise, Sehnen-·

Tangenten-Sekantensatz, Flächenverwandlungen, Zerlegungs

und Ergänzungsgleichheit, Kugelteile, Konqruen~sätze.

Aufbau der Mittelstufengeometrie?

l~ Abbildungsgeometrisch

2. Affine vor metrischer G,eometrie (Prade!, MU 1966, Heft 5).

3. Axiomatisch, etwa nach Birkhoff, unter starker Verwendung

d~r reellen Zahl. Der Unterrichtsgang nach 2. wurde abge-,

lehnt', da die !\rbeitsmittel unnatürliah beschr,änkt- werden

(kein Zi~kel) und dadurch 'viele 'Probleme" für den Mittel

stufenschüler •• künstlich" ,','~~~ erscheinen. AUßerdem fehlen in

der affinen Schulgeometrie einige bekannte Sätze, die für

den Schüler interessant und auch beweisbar sind.

Beim Weg 3. gibt es bei uns keine Erfahrungen darüber, ,ob

ein axiomatischer Aufbau in der Mittelstufe in dieser Form

überhaupt ~öglich und, erst~ebensw~rt ist.

Die Anwesenden' erkannten in einem abbildungsgeometrischen Auf

bau den zur .zeit ani besten gangbaren Weg, wobei der Vektorbe~

griff möglichst bald anschaulich und zum Beweisen verwendet

werden soll'te.

...

'" -.i u , '
I'
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zusammenfassung:

Die Tagung kann in jeder Beziehung als erfolgreich be-
. .

trachtet werden. Es wurden eine Unzahl von Anregunge~

gegeben und viele Probleme ~iskutiert. Jeder Teilnehmer

hatte einen G~winn. Die Notwendigkeit d~r Geometrie für

die Schule erwies sich deutlich.

Einige.Fragen blieben nach Meinung des Berichterstatters

jedoch noch offen:

1. Was verstehen wir iheute eigentlich unter Geometrie?

2. Welche Bildungswerte k~mmen ihr zu?

3. Gibt es Rriterien (sie wären für Lehrplankonferenzen

besonders wichtig:) nach denen man entscheiden kann, wel

che Teilgebiete der Geometrie in der Schule zu behandeln

sind?

Teilnehmer

• i

e·

G.Adam, Mainz

F::Barth, München

H.Bergol~, Germering

O.Botsch,Heidelberg

E.Brosig, Kirchheim a.Teck

W.Dötsch, Mayen

K.Faber, Mainz-Bretzeriheim.

R.Federle, München "

,K.Fladt, Calw

L.Fischer, Säckingen

H.ßall, Düsseldorf

H.Glaser, Schweinfurt

.R.Kerkhoff, Freiburg-wi~tenweiler

H.Klement, Asperg

O.Kölsch, Speyer

W• Kohlmann , Kar1 sruhe

R.Kottsieper, Koblenz

A.Kähmer, Aachen

S.Krauter, Stuttgar~,

J. Laub, Wien

C.Loos, Koblenz

H.Meißner, H~urg

J.Meuer, Bremen

R.Müller, Singen

G.~~:iß', Fre~burg

F.Raith, 'Freiburg
K.Rommelfanger, Trier

J • Schönbeck, 'Flensbu'rg

H.Schwartze, Gießen

H.S~rößner, Erlangen

D~Umbreit, Hannover

D.Wagner, Kitzingen

H.Walter, Frankfurt

E.Wittmann. Erlangen

. H.Zeitler, Tirsähenreuth

G.Ziebegk. Berlin
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~ .K • F A B ER: Zur Neugestaltung der ß~alytischen Geometrie

. Es wurden folgende Vorschläge gemacht und erläutert :
1.~Die Axiome des Vektorraumes sind eingehend von der Geometrie her zu
motivieren.Es 1st· zweokmäßig,die ~esetze des 2~dimen~ionalenVektor-

raumes bereits auf der' Mittelstufe. mi.t schulgem~ß~r Streng~.zu be

gründen.
2.Der Begriff der Dimension ist im Zu~ammenhang mit der Basisdar
stellung eines Vektorraumes zu' erörtern. Auch ,die Koordinaten sind'd~

bei einzuführen.
3.Es isrt herauszuarbeiten, daß die Lö.sungsmenge eines linearen homo--

'genen Gleichungssystemsein Vektorra~ ist.

4.Jetzt erst erfolgt der Übergang vom Vektorraum zur affinen Ebene

bzwozum affinen Raum mit festem BezugsplUlkt 0 0 Geraden lUld Ebenen .'.'
sind.zu definieren~.

. 5.DJie UntersuchtUlg der gegenseitigen Lage von Geraden .un~ Ebenen"
sollte der Einfachheit und Durchsicntigkeit wegen koordinatenfre1
erfolgen.Dies wird am Beispiel zweier &e~aden im )()'n. erörtert.

6'0" Es werden die Gleichungen der affinen Abbildungen der Ebene auf

sich mit dem Fixpunkt 0 aufgestellt.Die Kurven 2·.OrdnUng 'mit Mittel-04'

punkt lassen sich in engstem Zusammenhang mit diesen Abbildungen be~

.handeln.Ellipse und Hyperbel werden aus den fläohentreuen affinen
Abbild~gen mit einem Fixpunkt und keiner bzw." 2 Fixger.aden erzeugto·
Die affinen Eigenschaften dieser Kurven lassen sich ebenfalls mit
Hilfe affiner Abbildungen entwickeln';1

7 0 Erst nachdem die affine B~handlungsweise ~o _weit fortgeschr~tten

ist ,nimmt man das Skalarp~odukt· für metrische Vntersuchungen hinzu

und behandelt Gerade,Ebene,Kreis,Kugel und gegebenenfalls die Kurven
2 .:Ordnung •

Ho'; Z, E TI T, L ER:: Affine Inzidenzgeometrie im Unterrioht
'}>

Einleitung:
Warum ist es sinnvoll am Gymnasi~ affine Inzidenzgeometrie zu trei~

ben '? Wie läßt sich .ein solcher Kurs aufbauen? '.
Hauptteil
AoAxiomensystem

1P .= i R, S ' .•• ~ ~ , ~='{r', S , "'0" f, Inzidenz
IoDurch zwei Punkte gibt es genau eine Gerade
II.'Zu einer Geraden durch einen nioht auf ihr 'liegenden PuIlkt gibt ·es

genau eine ~erade,die mit der gegebenen Geraden keinen Punkt gemein~

sam hat.

III o Es.gibt drei Punkte,die nicht auf einer Geraden liegen                                   
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(Vollständigkeit,Unabhängigkeit,Widerspruchsfreiheit,monomorphe und
~

polymorphe Syst~me 1
Bo~ormalgeometrie

1.Grundlegende Sätze
( Die Parallelität ist eine Äquivalenzrelat'ion , •• ~o~ )
2.Minimalsätze
( Es gibt mindestens 6 Geraden , ••r: )
3.Wenn_Dann Sätze
(- v.lenn die Ordnung der Ebene k ist, dann gibt es k2 Punkte , "o·.,~j )

4.Abbildungen .
Kollineation,Dilatation.,Streckung,Punktspiegelung,Translation ( iden-

tische-Abbildzng )
C.~odellgeometrie

1. k = 2- ; IK~ = ~ 0 , 11
Modell über dem Restk~assenkörper modulo 2 mit Untersuchung der Ab 
bildungen.Isomorphes geometris~hes Modell.GÜltigkeit der Axiome.

" 2 0 ~ = 3 i: 11<~ = i0 , 1 , 2"~
Analoge Untersuchungen wie in 1.

3".; k; u<~ = {O , 1 , •• ~j , k-11
Modell über dem Restklas~enkörpermodule k • ~ültigkeit. der Axiome.
Abbildungen :
Streckungen x'= mox + a ; y' = m-y+ b mit m ~ ~ 2 , 3 , / •. , k-1l
Translationen (identische Abbildung) x'="x + a ; y'= y + b"
Punktspiegelungen x /= ( k-l ).x + a y'= ( k-l ).y + b

Dabei gilt a, b E. ll<k
4.Grenzen dieser Modellbildung
Gibt es affine Inzidenz.ebenen ideren Ordnung keine Primzahlpotenz ist?

Schluß:
E'rweiterungsmöglichkeiten des Themas für die Sohule-.

H • M EIS S N ER: Einführung in die Axiomatik ain Beispiel If ge

schlitzter" Räume
Ausgangspunkt ist ein Axiomensystem für den m-n-gesohlitzten Raum .

( Abh.Math.Sem.Univ.Hamburg 32 , 160-185,196a ) d.h. für einen Raum,
der sich darstellen läßt als ein rn-dimensionaler projektiver Raum,
aus dem ein n-dimensionaler projektiver Raum entfernt ist.Wir be ~

schränken uns auf m =: 2 und geben zunäoh~t das Axiomensystem für

eine absolute Inzidenzebene an :
Al,A2 Durch zwei verschiedene Punkte gibt es genau eine Gerade
A3 2 Jede Gerade enthält mindestens' zwei verschiedene" Punkte
A4 Es gibt einen Punkt ~d eine Gerade,die nicht inzidieren
Es folgen Schnitt-,Exis"tenzsätze und das Minimalmodell.Das Problem

"Schn·itt zweier Geraden? 11 fUhrt zur Einschränkung durch das                                   
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Parallelenax~om .P ,wir erhalten die affine Ebene.Zur Heraushebung

der Struktur wird das System ( Punkt,Gerade,Inzidenz ) durch mehrere

andere Modelle ersetzt •.

Das Problem der Unabhängigke·it wird 'exemplarisch behandelt

P wird ersetzt durch

AI .5 Je zwei Geraden sohneiden sich.

Manerhäl~ die projektive Ebene ( statt. A;2 jetzt A;3 ) •.Es ;folgen' .'

analoge Sätze und' die Hera.ushebung der Struktur durch mehrere Modelle.: ..•

Gesuoht ist dann ein Axiomensystem,das sowohl die affine als auch die ',' .

projektive Ebene als Spezialfälle enthält.Hierzu wird. A;i ersetzt

durch
A; Die Geradenmenge besteht aus zwei disjunkten Teilmengen fJ~· und

.fI, ,. wobei. jede Gerade aus .. f/4. mindestens' ~. und jede aus 91' .
'mindestens :; verschiedene Punkte enthalta 0'\

A/ .5 wird ersstzt durch

'. A,5 Jede Gerade aus fit schneidet jede andere Gerade;.;';

Hinzu kommen .

A6 Sc~eiden sich zwei Geraden aus ..t;~ , so gelte P und

A7 Für 14 -=/:- pf geht durch j eden Punkt eine Gerade aus ~q. '~I.

Für~f::::rI erhält man die' affine,für ~4 == <p die projektive. Ebene.

Der .Fall f./4.} 9, -p' r;f liefert. als t1Abfallerzeugnis. t1' den 2T O- ge

schlitzten Raum ( lI~unktierteltEbene ),dessen Struktur abschließend

", untersucht wird'~" .

w '.' K 0 I:i L MAN N : Axiomatik in der affinen und pro j ektiven

Inzidenzebene

Die axiomatische Methode wird an einfac.hen :ßeispielen im 'Schuluri.ter-- .

richt de~onstriert.E:s gelingt,eine in sich gesohlossene axiomatißche ".

Theorie aufzubauen.Ausgeg~nge~wird vom Axlomensystem der projekti- 4t .
yen ·Ebene in einer für den Schüler schein:bar nichtgeometris'chen Be":'

legung der Varia~len.In dieser Sprache kännen die pätze der projekti~ .:
.

. .

yen Ebene o~e Schwierigkeiten abgeleite~ werden.Nach der, Konstruk~
, . j~'-" .

tion eines Minimalmodells ( Tabelle ) wird dann über ei~' Struktur-

diagramm ( durch welches das Minimalmodell veranschaulicht wird ) das .', .

bisherige Vorgehen geometrisch umgedeutet.Gleichzeitig ist damit die

Einführung d,es Begriffs '''Variable eines Axiomensystems 11 vörbere1tet. :

Im 1interrichtsgang wird be.handelt : .

I.Projektive und affine "Inzidenzebene mit endlichen und nichtendli

ehen Modellen.

2~Widerspruchsfreiheit,Unabhängigke
itund Vollständigkeit eines

Axiomensystems ( mit Beispielen ).

3~ Sätze der affinen und prOJektiven Inzidenzebene,

4.·Dualitätsprinzip der projekti~en Ebene als Beispiel eines meta

mathematis~heti Satzes,                                   
                                                                                                       ©



- 9 -

mathematischen Satzes~

5.Zusammenhang zwischen affiner und projektiver Ebene.Anwendung auf

die angegebenen Modelle.
6

0
Erweiterung der anschaulichen a~finen Ebene zur projektiven Ebene

als Beispiel für die Zweckmäßigkeit des eingeführten Variablenbe ~

griffes·~t

H o' 'v ALT ER: Die Kol11neat1ons-gruppe der 7....Ptlnkte..Ebene
>

ABC< ~ P = A V P-=Ip

t~ = (,I ~ I I) ,
y2 =tA,B,C,D,E,F,Gr

~ = tABD,BCE,CDF,DEGgEFA,FGBgGAC f
..L ~ 1x q :.

Es wird ein für die Schule möglicher Weg angegeben,m~t elementaren
~tteln die volle Kollineationsgruppe der 7~Punkte~Ebene zu bestim

men.:Die Abbildung gibt das Minimalmodell für die Kleinste projektive

Ebene ty wieder'·.;

~

Unter einer Kollineation ,V' von (;>-1 verstehen wir eine Abbildung,

die P umkehrbar auf SiC~ , '~ ~ehrbar auf sich abbildet und

die inzidenzerhaltend ist.
Die nicht leere Menge /-' alier Kollineationen bildet bezüglich der

Hintereinanderschaltung als Verlmüpfung eine Gruppe, die KOlli!1eati-ons-

gruppe r von !(~ i;i ' . , .

Das Element 0/..- = ( ABCDEFG) E r erzeugt -die zyklische Gruppe

< ~ >der Ordnung 7. Bezeichnet (9 die Gruppe aller Kollineationen!:

'welche .die Gerade ABD :fixieren, so gilt

,-' =1' e> · <cl.> ; e 11 .(ot> = {i~ " d.hci" jedes (~I' läßt

sich' eindeutig als r =- ~. 0(.~ mit ~,~ e und m es::; N

m ~ 7 darstellen,; i ist die Identität 0'

'Im ~olgenden wird von 'der noch unbekannten Gruppe ~ versucht, be- .

kannte Faktore~ abzuspalten.Mit ß, = (ABD') ( EFG) ~ r und

L = Gruppe aller Kollineationen,die ABD' und A fixieren,er-

gibt siCh : (9 :: Z· <: f~; L ('I -< ~'> = {i'~ ';'
Analog: Z = J2.. .. <: .f>; ~ n < t >= .{i{ ~it J = ( BD ) ( EF )

und J2.. = I;' () ~ n ~ oi ,

Die Struktur von r ist somit bekannt, sobald man J?- kennto:Fiir die

Bestimmung der Elemente von.J.2.. benützen wir einen Sa~z von R.BAER,

nach dem eine Kollineation genau dann zentral ist,wenn sie axial ist.!
( Man kann die Elemente von..J2... auch direkt am Modell bestimmeno:)

Eine Kollineation,d~e ABD punktweise festläßt,'läßt einen Punkt ge-

radenweise fest.Liegt dieser- Punkt außerhalb von ABD g so ist die

Kollineation die Identitäto'Liegt d~r Punkt auf' ABD g so besteht JL
aus genau den Translationen mit Aohse ABD und Zentrum A oder
B oder D; d.ho' tAJ..," = (CG) ( EF ) g' CV

L
=: (Oa) ( FG ) ,

---------
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CcJ~ _. (CF) ( EG ) g (A)'t =.' i •

.~ erweist sich als' die Kleinsche Vierergruppe und man erhält:

r= e- Zu<> = (Z~4.f.>"»'41> =[(...12.- <J». <~"":>].<~>
Für die Ordnung von r ergibt sich : .

Ir! =!R/-/<[>/· J<f~/o /<01->/. = 4-2-3-7 - 168

. i

;.", .
" ~. .- .

~ ...

I·

I

I

H.'J'.'SC H Ö N B ECK : Synthetische und analytische Geometrie .
Im Unterricht an der Höheren Schule wird Geometrie in zwei von ein~ .
ander unabhängigen Formen dargeboten : als synthet1soh~iomatische

Geomet~ie auf der Mittelstuf'e bzw:;~ als analytisch-algebraische' Geo~e '.:'. ""

""tr1e auf der Oberstuf'e'~!Der logisohe Zusammenhang zwischen diesen bei ·

de~,Betrachtungsweisen ~ir~ im Schulunterrioht bisher nicht unter",

suoht,·~äßt sich jedooh im Rahmen der, ebenen affinen Geometrie' 1.e1oht

auf'decken~' e
Vorgesch1~gen werden deshalb
a) e~e propädeutische Behandl~g der., affiIien In~idenzgeometr"ie auf'
der Mittelstufe
Es werden dazu isomorphe Modelle der· 9...Punkte--Ebene angegeben-. '".

b) die Einf'ührungalgebraischer Strukturen ( Gruppe,Körper,linearer
Vektorraum ) im Zusammenhang m1~ endlichen Modellen der aff~en Inzi-
denzgeometrie,ebenfalls auf der Mittelstuf'e

J) A <--? - ( 0,0 ') , B·"~ (0,1)
,e ~....-"::} .« 1 , 0) , D ~-::> (1, 1 )

g, c--"> x == 0 , g~ ~ y = 0"

g ~--:> x =: 1 ., gy ~:> y:: 1

73. 0/
31 ;,,32 .~ . .g:~. x + y _. ?,:_g6 ~ X' + Y' = 1

c) das Studium affiner Sohließungssätze" ( Pappos~Pascal , Desargues,.
Scherensatz ) in endlichen Modellen der affinen Inzidenzgeometrie
und der Beweis dieser ~ätze im "Rahmen der euklidischen Geometrie·Q~

Nach diesen Vorbereitungen läßt sich auf der Oberstufe der bekannte
-Zusammenhang zwis~hen affinen Inzidenzebenen,in denen der Satz von
Pappos~Pasoal giltpUnd aff1nen'Koor~inatenebenenüber einem Körper
allgemein beweiseno~ermitteltwerden uoa~ die Einsic~t,daß Geometrie
keine quasi~physikalischeTheorie des Raumes unserer Anschauung ist,"

.... .

daß sich die Anwendung algebraisoherMethoden.auf' eine ay.nthetisch .
begründete Geometrie lo~isch einwandfrei rechtfertigen läßt p und ,da"e "

ein Rechnen mit Koordinaten unabhängig von jedem MaBzahlbegriff mög~

lieh ist~oi
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R. M Ü L L ER: Polyeder und ihre algebraische Darstellung'
Es wurde über einen Unterrichtsgang-berichtet,der sich die algebrai
sche Darstellung der Polygone und Polyeder im Begriffsnetz des

linearen Vektorraumes zum Ziel setzte>.~Von intuitiven Überlegungen aus

gehend,wurden die Polyeder als konvexe Hüllen ihrer Ecken definiert
und die Gleichheit mit den dazugehörigen baryzentrischen Hüllen nachge

wie8en.·~ine Vertief'1Ulgsmöglichkeit des Stoffes ~de durch die Er 

arbeitung der Be~riffe Simplex - Komplex angesproohen.
Durch den dargeste~lten Unterriohtsgang so11t~ den Schülern der Weg
von der intuitiven Vorstellung eines Begriffes bis zu seiner abstrak
ten algebraischen Fixierung aufgezeigt werden~

bestimmt duroh die

biliniear •

. F • BAR T H : Produktevon Vektoren

I.Definition
er kl)~x lP 4t~ ;p '""heißt IIProdukt U : .:t-=> r
Bezüglich einer Basis ergibt sich die Darstellung

r{~/t) =/{)l·t "="" Z"ai b'%1·t(.".
., J J

dieser Basis eindeutig

1v i """"j •

Das Produkt ist bezüglich
n 2 "Strukturkonstanten fl

"2.'Beispiele .

.. a) " 7f~x Jf2 -7 JP'"
Inneres Skalarproliukt "U 0,( -" Lai b i
Äußeres Skalarprodiukt /t7l. /l t = a 1 b 2:- a 2 b1 =: Det (~ ,-t )
b ) Jf 2.-XlfL -? Jf 2-

Körper "~ der komplexen Zah~en •
c ) J.f ~)( 1f!>.....-7 lf 111.(.

m = 1 /Vlo-& als Verallgemeinerung von .,...rJi.o·tf

m =:3 ~ ~ e... als Verallgemeinerung von '. ~"A ~
)(J)-t 1(3-t 1f"3~ Jf"
A/L /\ .,(J. .~ ~ =: De t ( /f/( , .,ß.. , 'tr) •'

3 o])urc~ Produkte vermittelte Abbl:TI.dtmgen

Durch"t' A )--(h.t' wird eine line~e Abbildung' A,' 7f 1t -~ 2('" "
definiert 0

Bezüglich einer Basis kann sie vermittels einer m-n-Matrix ~t dar-

gestellt werden in d"e"r Form ;r(t ) '= .. Vi -te 0

o ~ BOT S C H Äquivalenzklassen und Untergruppen ebener affiner

AbbildlUlgen mi t fixem >Nullp1lllkt lab I
loFiir beliebige reguläre Matrizen Cl:; d ergibt sich für alle

> 'ln 0 ?..1' /} ?A--'J
regulären Matrizen "v[, die Klasse äquivalenter Matrizen q = Vi vI Vl,.

Invarianten jeder Klasse sind Det ( v2 ) ; Spur Sp ( ~ ) ;

P ( t ) = 1f- t Sp ( tt ) + Det ( ~) und damit auch die Eigenwerte

A., , A 2 aus P (A ) = O' 0                                   
                                                                                                       ©
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r=e ~ )..,und . f;(~ ~u J.ein,so

+ q S' ~ mit p,' q €" 7R. nur reell
f~ den Fall komplexer Eigenwerte~~"

aA~

Führt man als Basisvektoren

enthält R ( Vi) ::: {p·t
wertige Matrizen -a u 0 h

2:. Aus der Feststellung,daß P (IJL ) == 0 d.h;~l
Oll. _ t1l Sp ( tIl ) - gDet (t:l ): wird nach der Struktur von

7JOr. =: 0(' (j{ -f Z. t In!t rJl =F s ~ . gefragt~·· .

Es zeigt sich,daß es sich· i'~iat~r um einen kommutativen R~g handelt,l.

dessen b~ide ,( einzigen ) singulären Matrizen dl - t\~ t- .sindc~; , J'

Die kanonische Basis des zweidimensionalen Vektor:raumes; der rlt ist r'

rß: = :U~rlj (~-~. rJ 'für i,j ~ l','~ und i-=r=- j. .

Hierbei ist cF" + dt;. ::: ~ ;' rR~ '~.' a: (0 )2. J( 2; Ii; Z =, ri<;
und (Jz :::.4" dt1 + A1-. ~.~ ':~ Z;0'B;~j

( ~.. ~) =' A.. ( ./f . .\-!:ll.)' -t Az. (
0

. - " .. ~..\ 2. ) •
o ~z, . . 0 0 . . 0 --,

Fiü" komplexe Eigenwerte ~~ bildet die Menge Körperi':die nicht iso-

morph Bindt.~i

-Invarianten des Ringes bzw~~ Körpers sind die Eigenvektoren und die

Terme u '=- a~ - az-z' I V::: aS." ·e
/

L :;1 FIS eHE R : Endliche affine Geometrie in Obersekunda
E

Es wird ein 2--dimensionaler Vektorraum zugrundegelegt.'Ausge·hend von \.~ .:

der Darste1 l.barkeiteines j eden Vektors aus zwei Basisvektoren· wi·rd.· "

. die ]';rage aufgeworfen,warum die Anzahl der Vektoren i·.·~~"~1 unendlich "

ist'~tDies :führt darauf,als SkalarenkÖrper einen endlichen Körper zu ,

verwenden~'Dazu steht der Restklassenkörper "m~~ulo :3 zuryerf'ügungd1 e·.
Damit entsteht ein Vektorraum V mit 9 Vektoren~~ls erstes heu-· ~.'

ri:stisohes Modell. dafür werden Klass.an von Pf'eilen verw-endet ..Werden
die Vektoren als Ortsvektoren in einem affinen Punktraum gedeute~

urid an einem Punkt angetragen,;so ~ntsteht eine 9-Punkte-Geome-tr~e!~1.

Die charakteristische Eigensohaft von V ,. daß . /\. -r E'V
"'t' .,. + t + f =:--zr gilt,wird durch dieses Modell nicht wiedergege

ben:;IDaher werden in einem zweiten,verbesserten Modell die Basis--

vektoren als Drehung,bzw~Wulstungum 1200 au~ einem Torus gedeutet~

Auf diese Weise ~rhält man auf dem Torus' eine 9~punktige Geometrie,~

welche die algebraischen Eigenschaften des unterliegenden Vektor~

raumes vollkommen wiederspiegelt.!
Geraden der Geometrie werden durch ihre vektorielle Gleichung einge

:führt und in beiden Modellen gedeutetoDie 12 Geraden m1t jewe.ils

genau drei Punkten zerfallen gemäß vier mögliohen eindime·ns·ionalen

Vektorr'äumen in vier ·Klass-en paral~_eler Geraden. mit je drei ElemGn...
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ten".'Weitara gelauf:ige und unge\"1ohnte Eigenschat;ten der Geraden 

Schnittpunktsfragen, Kollinearitätsbedingungen .... werden auf:gezeigt·.~~

Der Übergang zur Koordinatendarstellung wird durch geeignete Zu ~

sammenfassung der Punkte in Blookschemata motiviert.:
Der Begriff Teilverhältnis wird aus der affinen Geometrie auf den
vorliegenden Fa11 übertragen~!Am Problem des Mittelpunktes wird auf
den Zusammenhang zwischen Anordnung des Körpers und dem geometrischen
tfZ\'{~schen"_Begriffhingewiesen'~'Es ergeben sich kuriose Eigenschaften

dieser Geometrie im.Hinblick auf: die Seitenhalbierende im Dreieck und

die Strahlen~ätze'~t

R :~. K·O T T SIE PER : Einfache Probleme der algebraischen Topolo
gie im Unterrioht
Der Vortrag sollte die Frage zur Diskussion ~t~llenpob und wie man
Probleme der. algebraischen Topologie im Unterricht. be~andeln kann~

Für die Mittelstufe 1st dabei an die Einführung des Komplexes als
. .

Simplexmenge und die Betrachtung von Ketten~Zyklen:undRändergruppen
· an ausgewählten Beispielen ged~cht·.iDie aus:führ~iche BetrachttUlg von

einfaohem Band ~d Möbiusband dient der Erläuterungt~~l

In' der Oberstuf·e geht 'man von der stetigen Abb',ildung zum Homäomor

phismus über und untersucht Äquivalenzklassen v,on Punktmengen"~':Die Ab...

bi~dung der euklidis'chen Ebene auf: eine gelochte Kugel und die Unter..

Buchung der Mögliohke.iten eines Absohlusses· wird- genauer dargestell t~~'-i

Es ergibt sich die topologisohe Äquivalenz von projektiver Ebene,~

gesohlossenem lVIöbiusband und Kleinsohem Schlauch.'Die Einführung von
. .

· Homologiegruppen . an ein~achen,'au8gewählt~n Polyedern wird vorgesch~a- .
· gen·:~i

H:'~:BERG OLD

stufe
Mittelstufe ~

Es ist wiohtig,ein yerfahren kennenzulernen,naoh dem man ( wenigs~
.~~. tens im Prinzip ) die Werte der Winkel- ~

funktionen· bereolmen kann'~'Das angegebe- I" ."',\
ne Ver~ahren hat den Vorteil,daß man die ~ \
IIRe.olmung fl in gleicher Front mit Arbeits- \

teilung ausführen· kann;~l ';

l1an best~t den Flächeninhalt I + II
mit trapezförmigen Streifen'.;Es gilt: 0<-;;: 2 ( I + II ) - x V1 

Man erpält so die Werte von are sin·~

Oberstuf:e ~

Es geht darwng:die Dif'ferenzierbarkeit der Funktionen ein und cos

naohzuweisen \Uld die Abbildungsfunktionen zu bestimmento'Die übliohen                                   
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Methoden hierzu haben nuJ;' heuristisohen Charakter,da man ja gar keine "

( arithmetische ) Vorschrift etwa zur' Bestimmung von' Bi~' aus ol- ,

besitzt;of Eine solche Vorschrift kann man gewinnen über die :H,'u.nktion
~ .

as ;.~ )( !

as . ( x ) 0=. 2: Jfl - 1;7- ' dt - X ~1 - xl.' " Dat1n1ti.onsbereioh [O,lJ o~, :
G

Diese Funk~tiqn ergibt sich unmittelbar aus dem Rechenverfahren der
Mittelstufe'~'Ihre Umkehrfunkti"on, genannt s I erfüllt 'die Gleiohung'

I \1 2:'..
S =11· ... 8 .'

Mit J:,. =. as ( 1) zeigt man :
.. as ( x ) + as (~ 1 _ xz. i ) = X' .;

Dies ist äquivalent mit s'( 0<. ) = s (·Z ot ) •
. Die" Futikti·on B wird durch Spiegelungen zur Funktion sin erweitert, ,;,'

die Funktion vos wird erklärt durch cos Ql.. = sin ( :z - 0<...). .Es
gilt dann sin I = oos ·..Narr:. beweist die. Additionstheoreme· naoh dem bee: -.

kannten Verfahren ( sin 0 - sin x 008' ( c-x ) - OOS x sin ( o-x ) =0 .
identis.oh ino . und x ) und identifi~iert die Zahl Z mit ~ g' .'

etwa duroh den Nachweis von sin .*., =. i .. .
K .: R 0 M.M ELF A N-G ER: Ein geometrischer Zugang zur Axiomati~

sierung deS~egriffeS Winkel • ;_
Winkel hängt eng mit dem Begriff Drehung zusammen~Transformie~enwir I

-eine Dr.ehtulg mit einer' Drehung oder Verschiebung, so erhalten wir stets

eine Drehung mit demselben nDrehwinkel 1I.'Da. Drehungen zusammen mit den ... ;.

Verschiebungen eine Gruppe bilden ist die Relation :" b.., ist duroh.·

eine VerschiebUng oder Drehung in b-z. trans!ormierbarllr._.eine Äquivalenz...;;.

relation~'!Wir erhalten so die "gleiohartigen" 'Drehungen~1t

. Sei s~ 0 sa. ( P ) = Q , so heißt diLe Menge 1.. ~_.

M =. fR / Sc:. 0 fb..( p ) = R ;. 0 ~Winkelraum a, b ~S., tJ ~4\ ' .
B~ (b,+-a) •

Jot
'Orientierung des Bogens :

S4"S ( 1
B1'Gl '\ . = . 1. R I Sc 0 sQ. . ( p ) ;: R.j 0 ~ \vQ.& ~

T = s~ 0 sQ. ( P) ,·c g E: W~ , vi... C W<i.e..

S - s-""- 0 S A ( p) , h G W.<. ,'I W.:l C W' Cl 8.

S. liegt. vor T bezüglioh Q 4=> \'1~ C . W~ 0'

Ein~ Bahn ist eine Folge von orientierten Kreisbögen p die alle Te.ilme,n

gen desselben Kreises s~d und bei denen der 'Endpunkt des ·vorhergehen
den mit dem Anfangapunkt des naohfolgenden.überei~stimmt~

Es f'olgt ntm die Definition von "Zerlegungsgle1chu •

Zu jed~r Bahn gibt es eine zerlegungsgleiche Bahn,be1 der alle Bögen
die gleiche Orientierung haben~~'~

•
Zwei Bög'en heiß,an äquivalent,wenn sie zu gleiohartigen :prehungen gehö-

reh und gleioh' orientiert Bind'o~
. .
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Zwei Bahnen" heißen äquivalent dann und nur dann, wenn es zu jeder
j. Bahn je eine Folge etwa ,{BI' B2 , ••• , Bn >, 6i, Bi, ... ,oBt{>,

mit Bi äquivalent zu Bi gibt.

H • G ALL: Berioht über einen Lehrgang zur Erweiterung und Vertie

"fung der mathematischen Ausbildung für Abit~ienten-.QI ..... - ""O-__~

Es wurde über· die Notwendigkeit, die Plan~g und die Durchführung von

Mathematik-Lehrgängen im Lande Nordrhein-Westfalen berichtet.S~e sollen
. ein Bindeglied zwischen mniversität und Schule sein und Mängel.bei der
"Ausbildung unserer Gymnasiasten behebenoDer Bericht stützte sich"auf
Statistlken,die von H.TÖPFER in "Praxis der Mathematik" ( l'I.Jahrgang,

1969 , 8.12; - 131 , 8.154 - +6; ) veröffentlicht wurden o

.e
"H. Zeitler I Tirschenreuth

. .

Nachbemerkunl?i von Herrn Raith:

Die Ablehnung z. B. "eines ,tAff inen" Zwischenkurses in der Mitt elstufe" scheint
inir zu appdiktisch.. Es ·sind schon einige erfolgreiche Ver~uche im Unt erricht
unternommen worden, und man sollte zu weiteren ermuntern.. - Der Birkhoffsehe
Vorschlag ist ebenfalls im llnterricht erprobt, und weitere Versuche sollt en
folgen, damit das heikle Gebie~ der Mitt elstufengeometrie allse.itig gefördert wird.
Im übrigen schließe ich mich dem Beri~t~.von '"Herrn, .Zeitle.r zu 'd~eser produktiv
un~ ha:tmonisch'verlaufenen ·r~"~~"_~

gez. Raith

~1 •
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