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,MATHEr-1ATISCHES .FORSCHUNGSINSTITUT".OBERWOLFAC~

T a ~ u n' g s b e r ich t 37/1~6~

Iterationsverfahren in der Numerischen Ma~thematik',". :

"16.11. bis 22.11.1969

~ :'. .... .. .

'Die Leitung 'der Tagung hatten L.Collatz .(Hamburg) und H.U~ger :~"

(Bonn). ·Mi t. 55 Teilnehmern, dar.unter Gaste aus Canada, F.i,.nn~ .. . ..

:, ',lan"d, Italien, den Nie.derlanden, österreich, Rumänien, Schweden' . "

.urid de~'Schwei~, war diese Ta~ung sehr stark" besucht.· D~s

,,:große Interesse, das heute in, der· Numerischen, Mathematik ~e,n.
" ,

. Iterationsverfahren gilt, spiegelt sich a~~h ~~i~er in "~er,be-

'achtlichen Zahl' von' 25 Vorträgen •. Es zeigt sich ~ daß, dire.kt,e. ".'

Lösungsverfahren~vielfach numeiisch unbe~riedigepde'Ergebnis~e
. .

,~iefern oder" wie b,ei vielen nichtli~earen und selbst ·linearen

"~, 'Problemen, nicht existieren, "und dah'er Iterationsverfahren den'

'.. " ~esteigerten Anforderungen "der ·num~~ischen Praxis oft nicht

mehr genügen._, Vi~le neue Anwendungsg~biete für Iterationsvei-

_fahren· wurden mit dem zun~hmenden Einsatz elektronischer Rechen-

~nlagen erschlQss~n.

'Die vielseitige Anwendbarkeit -iterativer 'Verfahren wurde er­

sichtlich aus.dem weit gespannten. Themenkreis der·gehaltenen Vor­

träge, die den theoretischen Grundlagen, der pra~ttschen Durch-

~ _ führung und. der Anwendung. inverschiedenenSpe·zialgebiet~ngalten.

B~ha!1delt wurden ~. a. lineare und ni~htlineare G'leichungssys t.eine ~,

,'in$besondere mit Integralgleichungen, Anfangswertaufgaben und
" '

Randwertau~gaben, periodische Lösungen bei nichtli~earen
" .

schwingungsgleichungen, funktionalanalytische Dualitätssätz~ mit
. .'

Anwendungen in der Optim~erungstheorie~ Probleme aus der Approxi-

mationstheorie und pariielle Piftere~tialgleichungehmit Anweri~·

dungen in der Halbleiterphysik~Vorträge ~u deh t~~oretischen

Grundlagen befaßten sich mit der Abschwächung der Voraussetzungen
. .

be~ bekannten Iterationsverfahren und dadurch bedingter Ver-

größe.rung de~ Anwendungsbereiche , roi t Möglichkei ten der Konverge~z"";
. .

. beschleunigung und Vergrößerung der,Konvergenzbereich~bis hin zur

globalen Konvergenz und der Konstrtiktion von Verf~hren höherer

Ordnung.
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,.~ Insgesamt' ·boteri".sowohldleVorträgeals '~uch' die anschließendt:m'

,';.Piskuss{onen ~iele' Möglichkeiten zum Erfahrungsaustausch" und'"
'.. -. zur~nreg~ng. Die -Tagung'spielte . si~h:,' wie immer,' in der .an~e.,.· .'

.:- nehm~n und harmonischen Atmosphäre. des' Oberwolfacher Hausesab.-

...... , Teilnehrne'r:

. R. Franzen, Bir linghoven .. " .

C.E.Fröberg, Lund

E. G'ekeler" Bochum

G.Hämrn~rlin, München

H.·. G. He'geri'ng, München

K.-H.Haffmann, München

': W. Kleinert, Wi.eri

.W.Krabs, Hamburg

Th .·.Kreifelts, Birlinghoyen

I •Kupka, .Hamburg

.P.Laasonen"Helsinki:·
• • p. •

K.H.Mül~eri·Frankfurt·
·1" " ., .. ; .

.R.N'~colovi~s, Hamburg.·:

. W.Niethanuner,· Dortmund'

":..', J • Ni tsche ,. 'Freiburg .,

,K.Nixdorff, Bocpum

'. A.Pa~quali,~lorenz ,

.', J .• ReineJ;mann, Aachen

M.Reiser, Zürich

'R.Reißig, Saarbrücken'

"'. W.Riha,. Wien·

E.Schäfer, München.

" ,.' F ~w. Schäfke, Köln'

A.Schneider, N~uss

E • Schock, Bann.

H.R.Sch~arz, Zürich,

'··A. van der Sluis I Utrecht

, H. -J.. Töpfer, Berlin

W. Törnig,. JÜli·ch

H.Unger, Bonn

H.Wacke~, München

H.Werner, Münster

'. J. Werner.~ Hainburg

W.Wett~rling, ~nschede

K.Zeller, .Tübingen

K.A.Zischka, Windsor

. J.R.Zweerus, Utrecht

:.
~ '. ~ .

..' .-",':'.':.J .Albrech~,·. ß?Jllburg

,",'. H.Amann, 'Freiburg

.. ·.R'~An$orge ~ Hamburg

......... ':,:, ·Blu~~gen,., Berlin .

: E •.Bbhl ,: Hainburg

'> '/ ". D.Br·aess, Münster'

· .' Brandt, .Bann

, :...... Breckner ~ ·Cluj.
p-" './'

E •Bredendiek, H~~.urg·':'
. .

....... :~., B ~Br'?sqwski·, München'.' ~.,

'L. Collatz., Hamburg:

·~.Dejo~, ·Zürich ..

·H~Dirschmid,. Wien

·.B •.Döring, Darmstadt .~ .. :',: .,'

': L •.El.~ner., Ha~ur·g ..

~.~eldmann, ~ambur9

Ch.Fenske, Bann
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P~LAASONEN:, Ein'ige Fra'gen über iterative Algorithmeri': :.

. .

Wenn die Methoden; .die zur Lösung nichtlinea~er Gleich~ngen
. .

Fu ;= 0 ange~"Iand t werden, 'für all~e~einer~ Banachräume'

und R' auf· sich selbst abbil'dende OperatorenF. ·verallg~meinert_.

werden~ entstehen neue Schwierigkeiten. Wenigst~ns teilweise.

werden folgende Fragen beantwortet: '

}. ßt es möglic?, die Konstruktion der im Newtonscn~n Ver-'

fahren ~edingten Fr~ch~t~schen Ab~eit~n~' zu ~erm~id~n?'

In den Fällen, wo F: einen Steigerli.ngsoperatoroFbe·si tzt, kann·.das

. Steffensen-Verfahren die gleichen Dienste wie das Ne.wton-Verfahren

:--bieten.

2 .. Ist es möglich, die Inversion von'F oder CF .zu ·.vermeiden?

',' Di'eses wird' tatsächlich während des Prozess~,s durch- 'eine i te,ra-

. tive UIIL.1{ehrung, zus.tande gebracht, wie es Ulm und Helfri'ch

(i.J·•. "19(7) gezeigt haben.

3. Die Konvergenz ordnung, di.e für .das Steffensen~Verfallren

2 ist, kal'ln durch eine einfac~e U~ändernng .ZU' 1 .+.~ 'erhöht

:werden.

4. Wie ist die Iteration vorzuführen, wenn man keine erste

.Appro~imation kennt? Statt der ursprünglichen Gleichung

'Fu = 0 betrachtet 'man z. B. die 'vom Paramet'er t 'abhängige

Gleichung FtU"= (/I-t)(u-uo)+tFu = e, ·die für t:;:9 die Lösung

u=uo be~itzt und für schrittweise wachsende·weFte v~n teine·

Folge von Gleichungen gibt, .die nache.inander" gelöst werden, ?nd'

zwar so, daß die Lösun~ u(U)vOn"Ft U=0 als das Anfangs~lement

für -di e i terative Lö.sung der zunächst kommenden Gleichung
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..... u=O .gebr~ucht· wird. Für genUgend' kleine .SchrittläIlgen
u+1 '.' '.

<\i,t
u

+
1

) . ist dieses auch theoretisch zUläs:;Jig,zwarunter

ziemlich strengen Voraussetzungen. Beim Erreichen von t::1

ist· die' ursprüngliche Aufgabe gelöst worden. Die DurchfUhru.ng ... '

des Gedankens fordert einige besondere Maßnahme·n.

R.REISSIG: 'Iterationsverfahren zur Bestinunung" der Anf·ari_g~-·· .'.;'

.' .. werte" periodis·cher"E.Ösun-gen '.

·e
- :Sei einer Klasse nicht-autonomer Vektor-Differentütlgleichungen'- .....

mi t einer in der ·unabhängigen Variablen t ~-per~'o~~schen: rechte·~.

. Seite läßt sich das Problem der w-periodische~ Lösungenals.Fix- .

'. punktproblem im n-dimensionalen Phasenraum formulieren. Die 'ge"':': '..:.' .

. .suchten Fixpunkte sind die Anfangsstörungen zur Zeit t = O. der ....

,,: periodischen Lösungen. Der Nachwei,s vop. Fixpunktenau:f. ~rund des..

.... Brouwerschen Fixpunkts'atzes ist bei recht allgemeinen Nichtli- .

neari täten dur·eh Auswertung gewi.sser Integralungleichut:lgen .rnä·g-_

lieh. Im konkreten Fall kann man eine Kugel um den Ursprung des

'.' Pha~enraumes .explizi t angeben, in der Fixpunkte liegen. Um 'die--

se zu berechnen, muß man die Nichtlinearität noch einer Lipschitz-

. bedingung unterwerfen, und zwar in dem Bereich,den die Lösungen .•

.... von der erwähnten. Sphäre aus im Verlauf einer Periode erreich"en

~önnen. Für die Lipschitz-Konstante können - je nach der' Be-·

trachtungsweise' - ve!schiedene Ei!?:schränku'ngen hergelei tet

werden.

B.BROSOWSKI: Eine Variante des Remez-Töpfer-Verfahrens

Zur Konstruktion einer besten Appro~imation an ein g~gebenes

Element f eines normie~.~en Vekto.rraurnes R bezüglich einer

Teilmenge VeR wurde eine :F'olge (vk ) von E.1ementen aus V und 'eine

F~lgeZ.1cL2 c ... von Teilmengen des Dualraumes R' nach

folgender Vorschrift konstruiert:
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i. Man wähle ein beliebige$ Element L'~Ep,SR' (d.ie'Menge

der Extremalpunkte der Einhei tskugel in R' ) und 'setze

"'L1 ,,: = CL!' ·
2.' Ist L k 1'estimmt, so ,bestimme man ein vkcS V, das der

.. ". Beziehung

inf
VEV

genUgt~

'3., Man bestimme ein ~G Ep SR" das der Bedingung

sup
LG~PSR'

':: ' genügt und setze L k+~f,' :=l- k U {I~~

.. ,;

•

. Es wurde gezeigt: Ist V approximativ ~ompakt, ~o ist die' '.: .'

Folge (vk ) konstruierbar und besi tzt ;Häufungspunkte. iil. y~:,

Jeder Ha.ufungspu~t ist 'eine Minimallösung filr,f!" Die ~ unte~,'

'.. ·.. 2. genannte Bestimmung von Vk führt :t:nan im Falle eines.

'linearen Teilraumes .V mit Hilfe, des-auf normierte Vektroräume.

verallgemein~rtenRem~z-Töpfer-Verfahrensdurc~•

F. W. SCHÄFKE: Zum Anwendungsbereich einiger, Iter,at'ionsverfahren

Im Interesse wesentlich erwei terter Anwendungsf~~igke'it

werden ~er Fixpunktsatz für "kontrahierende" Abbildungen

und ein s~tz über das ~er~infachte Newton-Verfahren iri fa~t

unveränderter Formulierung und Methodik unter mini~alen

Voraussetzungen erhal ten, nämlich für,' "quasimetrische limes-

Räume" bzw. n quasinormi erte limes-Gru.ppen". Ein ausgedehntes

Einordnungsschema macht den gegenüber'früh~renAnsätzen

(insbes.. verallgem~inerte metrische Räume) erreichten größe­

ren Grad von Allgemeinheit deutlich.
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A:. 'VAN DER' SLUI~: . Ungenaui'gke±tsbereiche fÜr': g~störte', '

Gl~eichungen

, Die bekannte S~örungstheorie:für Operatorgleichunge~ ..

.(siehe z.B. Kantorowi tsch-Akilow, Kap. H3) beschäftigt f3ich

'mi t· "glatten" störungen, wobei 'z.B. das Newtonsehe Verfahren, '

"noch konvergiert'•

." ,,:Für Störurigen, verursacllt von Rundungsfehlern" kann echte

.. Konvergenz nicht mehr bestehen, da jede Wurzel sich gewisser.... e
.. maßen "auflöst" in einem Ungenauigkeitsbereich. FUr einige·

: b~kannte Lösungsverfahren wird untersucht, ob sie überhaupt
, "

"'bis ~n die Nähe dieses Ungen~uigkeitsbereiches,fUhren"und

·vvas ,geschieht, wenn man 'stoppt, - sobald. theore·t:1.sch begrUndete

Monotonie-Eigenschaften fehlen (siehe auch ·z.B. Collatz,

Funkt. Anal. u. Num. ~ß:ath.s. '.174 ff).,

"K •A • ZI SCHKA : A functional analytic approach, tb tpe

problems of existence'and approximations

of solutions of same non linear integral

equations

(Reprints 'may be obtained frain K.'A. Zischka;

',Department af Mathematics, U~iversity'of .Win~s9~1 WindsorjOnt.)

C.-E.FROEBERG: On the prime zeta function and a related

Dirichlet series

Th'e PI,'ime Zeta Function pes) is defined :by the. equ~ti(jn

p(s) ~ -9
= L P

(p)

". r .....,·
S = .Cf'" +. 1 \. •
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Num~rical values" for p = 2,3,4!.·.\ were obta~necl alrea~y
by' Euler. Laridau and. Walfisz showed that the' func·ti.on ~a.nn,ot

, . be :c.ontinued to the left, of the line G""=. O•. Procedures are
'now given for the nuinerical cömputation of pes) for reasonable

comnlex values.of s.-. .

.The relation 1 , a:'>:' 0'"'0' def1.nesa

certain Dirichlet series. The properties of the c.oeffi.cients .

. ana:re investigated and various .sums .containing' these. coeffi~ :,....

, cients have been ,computed numerically., More or less heu:ristiQ.·:. ::.....:

" explanations ,af the results obta:l:ned are also discussed •. ,·· .

; -

E.BOHL: Zu -den Grundlagen der Iteration

Sei Y eine nicht leere Menge, welche durch den'Op'~rat()r T .'.

in sich abgebildet ,werde. Bei der 'Behandlung dej:"Gleichung

x == Tx durch ein IterationsverfahrEni'x' "1= 'TX, ,xe y tritt':'" , " .' .. ' n+ ,n .,,'

. zunächst das Problem auf, Meng~nM(XnJcY zu. konstruieren',· .

" die v.nter T invar:l'ant bleiben. Die Konvergenz ·von xn gegen

.die gesuchte LÖsung in M(x) ist dann eine . topologisch.en ,,', ,,' .

'Aufgabe, welche mit' den üblichen Methoden in Angriff genommen"

werden kann. Zur KOl.i.struktion von M(xn ) wur~'e ein verallge':"" '.

meinerter Abstandsbegriff ,auf Y angenqmmen. Di e "so erhalte'nen

Mengen ver'-elnfachen das Konzep.t der sog. P":Räu'me. ~s wut-de '.

gezeig't, daß der Satz über d~s Iterationsverfah~en im P-Raum

unter einer Zusatzvöräussetzung eine Folgerung des Köfiträktiöns~

satzes i,m' metrischen Raum ist. 'Die gewonnene Fe.h~era~schätzung.

enthält überdies lauter numerisch leicht zugängliche Größen.
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.:E.sC'IiocK: "M~ai"fiziert~ Ritz~Verfahren'.:'<', .~:,:, .'
• L '. •• • .'. ,:~... • '::: •

..... . ;'~', ..

, ',;. ~ •,~',,~, :j.'. ' . , . '" ,
. .
,- ." 4 ••

·,.,<:SeiA·ein selbstadjungierter(positiV d~finiter), st.~tige:r.:
... , ~ ~~ ..' . . '. '...: , ' . ' , " '., .',.'. . . ,'" ... " ." ',: "::',' "

:J Operator in einem Hilbertraum H mi t ·demSpektrum ; ""JA).'.' .::-
.... ; ....:.?

.. "':f :eine 'auf 0-'( A) stetige reelle positive .Funkti on. Istdami "

·'·~.:>Sei ,X o die Lösung der Gleichung Ax=<y~Hn ein n;dime~sion~lei"
, .-.,'. Teilraum von H. Bestinimtman zf durch",.,

. -. ,

,.' ...... so giltd~'e Fehlerabschätzung
~ -. .~ '-"

..... ".:

. ' .

. ·'Verfahren; die sich als Modifikation des Verfahrensv6n:'
. . . . .. ~

, ,~ ,',. :ß.i t'z und' d~:r Fehlerquadratmeth'ode auffass'en', lassen.

, :M:.m::+SER.:... 'Partielle "Differentialgleichungen der

, Halbleite~physik

Das f()lgende nichtlineare Pifferentialgleic,hungssystem

pes.chreibt die , Verhältnisse 'in einem Halbleiterkrist~ll .
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~ugrunde gelegt. wird dabei ein Rechtecksgebietmit den

.' Randbe~ingungen
- -

. ~ x' <P x' =·0 auf ·den ;Rändern x = const.

Sy' efy = O· auf dem unteren Rand y = const •.':"

~ = 1,. <1> = v 11~ y',' ~ y = 0/ ,~ = 0,.9'= 'V2 / gy'9 y':= :0

) = 1" <p,= v3 , ' .

~ •• -L

Es wird eingehend über' praktische Erge,bnisse, beim Rechnen,'. . ,

mit: expJ,.i~iten. und,implizi ten Differenzenverfahren berichtet.,' ,.,,'

H'.R. sCHWARZ: Die Met'hodeder konjugierten Gradienten'

"in der Ausgleichsrechnung

. ~ ...

, -,

_ " ..... ~ .i1.' - ..

. ,', Die Auflösung der Normalgleichungen mtt Hilfe der Meth?de der"

,', konjugierten' Gradienten wurde bereits von Stief~l,und :J;,äuchli
. ,-'- , ' ,..,. '

:, ,'. ' behandelt. Die Methode wurde aber anscheinend kaum praktisch .,'
, ,'angewendet. Die Matrizen der Fehlergleichungeri in der Geodäsie,

. .'

',·s-ind in der Regel, sehr schwach 'besetzt., Im Fall- von groß-en-
. . ..-.. . ". ..' .

. .

,', 'Systemen mit sehr vielen Unbekannten, wird die Methode der

, ' konjugierten Gradienten den üblichen Verfahren in verschie-

dener Hinsicht überlegen (Elimination der NormalgleicllUngs­

matrix, Ausnützung der ,Monotonie des Quadrates des Fehler­

'. ,.'. vektors, Speicherbedarf~ Rechenzeit~.

, , Analoge Aussagen' gelten im Fall der bedingten, Ausgleichung,

,wo neoen der Normalgleichungsmatrix auch noch der_Korrelaten~

v~ktor eliminiert werden kann .
. Bemerkungen zur- Berechnung .der Inver.sen der Normalgle'ich~ng~~

ma·trix.
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.. E.SCHAEF'E~:Ein Konstruktionsverfahreri .zur· Bestimmung··

'einer besten Approximation·aus einem

end·lichdirne·nsionalen Teilr.aum .

.Es wird eine Modi.fikation des ~öpferschen Verfahren's l;>e'~:".: ..,;.
. .

schrieben, das seinerseits das klassische Austauschverf~h~en

'. von' Rernez und Stiefel 'auf den Fall übert·rägt·,.· da'ß ·die ..

.... : '_·.Haarsch·e Bedi'ngung nicht' erfüll"t ist·. +m' An.schluß an' die ..
, .

. geo~etrische Interpretation des ~lgor~thmus.wird seine

..:I\onvergenz ge'ze·igt.

H·. ZWEERUS :', ~A numer.ical", trea·tment of nan'-linear 'integ.ral. '--:.

equa tions,,"

e-
Let the equatiön be .. f(X)=! K x, t, f( t) dt+ g(x).

, . f~.,

"~,' The integraloperatop' is discreti~ed wi th the' trapezoid:

'" " .rule ~ .So· tne discretisation error has, UIlder s'moothness.· .....:.. : ..

conditions, an asymptotic expansion in th,e step width.·Atheorem

".by· ·st~tter gu.arantees, un.der reas6nabl~ assumpti ans', the'
• • '. +

.........:.: ~xisterice of an asymptotic expansion :of the approx. 'erro~.

·.·.·80.·.one. can appl:y ·Richard~on's."metho,q.Urifortunately one

gets an accurate.~olution onlx·on the.initial points o~

,the .q~adrature-rule•. One really 'wants a good approximation

on the whole range. This can be done with Nystrom's inter~

'. polation. formula. It 'is proved tha'~ an asymptotic expansion

exists in this case for the approximation error in ~ny

point .x € Ca, b]

When we are able to complete ·the solution accu~ate~y in

any point, it is possible to construct,in a well-known

'manpe"r, a Chebychev-Fouri'er series wi th a discrete inner

product. One can 'check whether the .approximati' on i s .good .

                                   
                                                                                                       ©



•

- 11.'-

..

enough~ If not, one doubles the". nUmber of··points used :in

."the inner:product~ It is importantto'note, that results

. __ 'of all previous computations can be tlsed ~d' little. ~'xtra : .

work isinvolved. Especiallyso when one remembers th~

, Clenshaw-Curti"ss tri"ck. In this manner a me·~hod is obtained"

.' 'that· is "automatic" in the sense, that ·i t can be program.m:ed ..
- .

. so as to be able to find out by i tself whetller a'. prescribed -'

accuracy h~s been·reached.

" ."
~ .

••• 4

D.• ~RAE.SS.:"· ..·.Eine"~~"Möglichk.ei t "zur Konvergenzb~schleuni"gun~"~"

für b'estimm"te Iterationsverfahren .

.E~ ~erden Iterati6nsverfahrenbetrachtet, .bei ~eri~nmit

'jedem Schritt ein vereinfachtes li~earisiertes Probl~m
~ . .'. .. .

g'elöst wird. Wenn. die Probleme in· einem bestimmten Sinne .

. teilweise linear .sind, wird eine Modifikation'· vorgeschlagen.:.',

. <.Beijedem Iterationsschritt sollen die linear eingehenden' .," ..

. _ Para..'Ileter aus einem .Prozeß bestimmt werden, bei· dem nur. diese .' .

'.:'. ".. berücksichtigt werden. Für die Bestimmung der ,besten Expo- .

'nentialapproximation. hat s.ich dies Vorgehen als sehr effektiv"·

erwies~n•.

                                   
                                                                                                       ©



- 12 -,

'\,·r. BP~CI<i\ER: I<onvexe Optirniertlngsatlfgaben: Qtlali tä tstheor ie

·Es· sei F e'in reeller halbgeordneter tOPQ~<?gischer \T~ktorrau~;

X.ein reeller oder komplexer Vekto~raum,' y ein reel~er topo~.

l'qgischer Vekt,orraum und U ,S:. .x, v ~ Y nichtleere k.onvexe·

Teilmengen. \V~iterhi~ seien die. Abbildungen y: U -'l F',

. 'ff': U·~/y., 'f': V-7 F geg~ben. E·in Element x € U heißt zu­

lässig, wenn 'f{(x) aus V ist. Bezeich..."1.et Z die Menge der

zulässigen ~lementef da~~ heißt ein

, \venn

Z G Z Minimalelement ,o

a '- x ~ b

~--

gil~. Die' ]lj..m~Fe, 0J2.!imier11ng_~.8:v_~fgabe lau~tet darl.'.1.:'

, Ist., di~ IvIenge ,.Z nicht leer, so best~mme dit? IYIinimalelement~.·

Hierzu 'vvird ßine. S1.u~~e 0.Eimie.EE~gabe erklärt,'. !Ur 'bei<le

.·A~lfga1;Jen v'/erden unter zusätzlichen Voraussetzungen Duali täts- .. ·

,sä~ze aufges~ellt. Durch.Spezialisierung erhält man .Du~litäts-

aussagen für (iie .konvexe Programmierungsaufga,be 'in halbge-

ordneten. topologi~chen Vektorräumen, eine Verallgemein~rung

de~ Fenchel'schen Theorie, Sä~ze zur Charakterisierung von

flIi1?-imallösungen du_reh Subgradienten und eine Ve~allgemei'nerung

des Satz.es von rJIazur-Orlicz.

(Anschrift: Universitatea "Babes-Bolyai", Facultatea de

Matematica-Mecanic§:', Cluj', Str. Kogalniceanu 1)

H. P..MMAN: Ein Iterationsverfahren für d·ie Harnmerstein' 'sehe

Integralgleichung ..

Zu~ numerischen Beha~dlung der nicht linearen Integral­

g~eichung vom ~ammerstein'schen Typ
, 1J

" u(x), + (. k(x,y) f(y,u(y)) dy = 0
~.-1 '

•
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kann .man. das -Integral mi ttel's einer' Quadraturform'~l

di~kretisieren~.Auf di'ese Weise 'erhäl t m~n ein nicht....:·:

. _" line?tres ~leichungs~yst~m-der Ge.stal t

(* )- u + KF(u) = 0

be:l-iebig

. das Verfahren

....

. -:.

w··

- .

'.- - Hierfür wird der folgende Satz bewiesen:

Sat,!l Der Operator K:En .~ En sei. lülear. und .s~re;ng .:

monoton~ F: E
n

-) E
n

sei monoton und.l1.pschitzstetig

difterenzierbar~ Dann existiert eine FOlgeJ'Ln) :mi t
. ,

1 .. f-- '> d rt daß das mod'ifizierteL = ur n -- n ,.' era, .
n 0

Newton-Verfahren

. u €E .
. . 0 n

u . = u -'l7' (I + KF"(un))-1 Cu +KF(Un),ri=6~1~'
n+·1 n n ,.... . n··. .. . .:: .-'.:". "

quadratisch gegen die eindeutig bestimm-te Lösung_der··.·

_A~PASQUALI: Uber 2ewisse Iterationsverfahren.h6herer Ordnun~ .

.Zusammenfassu..ng: . Gegeben sei 4ie' Glei~hung. f(x}-·= 0, .wobe~ f

eine reeülwertige, -differenzierbare Funktion der reeilen

Veränderlichen ist. Um die "Lö'sung dieser_Gleichung zu be­

stimnlen, kam1 man die f'olgende Klasse von· Ite~ationsveI~fahren

benutzen:
.p

1 v
x n+1 .= xn - 'f,2(x ) f' (Xn+~; b,,(xn ) f (~~n);: f(Xn )·'

n

Mit 0i:"~:" günstigen Wahl der Funktionen by(x) können

Itel"'8.tionsverfahren höherer Ordnung erhalten werdetl"• .. Zum.

Bei~piel erhält man mit p = 0, daß b 1(x) = 2f~(X)- ist und

1 1 f(xn ) . .
xn+1= xn - f'2.(x ) f'(xn + 2" f,T:X" fC.xn) von

n .\AnJ.
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.' .

',' :.:. dri tter'otdnung ist. Dieses' Verfahrenk~n~l auf O:perator~.· '. :

'gleichungen in Banach-Räumen Ubertra.genwe:rden. Esleuit'et .. '

•. ·dannf ·'.X
iH

1=~n- F' -1.( xn ) F' .(xn + .~ ,F' -1 (xn ) 'F(Xn ) )'. F'- (xn )· F(x
n

),.·.
•• • •• ~ • _ • 4 '. • •

, . "wobei Feine 'Abbildung von.X in Y (x, Y Banach~Räume) .ist.~

··:Ein hinreichendes Konvergenzkriterium wird geg~ben' und" eine

·.Fehlerabschä~~ungwird erhalten. Es wird ~ch b~merkt,: daß

.' dieses' Verfahren analog zu •dem.paraholischen Tange~ten~Ver,...
. . .." .

',". fahren ist~. Dieses Verfahren kann auf gewi~se Ra.nd~ertaufgabe.r'L

.':-',' .~gewand t yverden;'. d~i t erhält. man ,ein Paa~ l'i'nearer Ilßlld-.

:..... wertaufgabem,die die für die. Praxis wichtige Eigenschaft

';,',. . ·auf.weisen, daß .. sie denselben .homogenen Teil besi,tzen.·

. " . .

.. :J • WERNER: . M....Matrizen: und 12eriodische Randwertaufgaben

:monotoner Art'

': ....

.: mi t . der f,olgenden allgemeinen '~ufgaoe entstand;'

,:"':,'Gegeben, sei' ein Differentialgleichungssystem 'x,=' f(x,t) , .

gesucht'ist,eine Lösun~: ~~lche 'den p~riodischen Randbe~

··:;·:·dingung~n.Rc.ox =x(o)- xC",) = 0'· genügt. Nach Addition eines

'. ~~ri~aren, Terms Qx zur Differentialgleic~~ngunq UmwandlUl!g",

:'. -in eine I'ntegralgleichun~ ist diese Aufgabe äq~ivalent mi t

'der Fixpunktaufgabe

. x(t) ;:; Tx(t) = JGQ(t,s) [f(x(s),s) + QXCs)] ds.· ..
, , ~. '.

Es soll die, Monotonie von T untersucht werden. Hierzu wird. .

. zunächst gefragt, unter welchen Bedingungen 'GQCt,s) ~ 0 .

:·für (t,S)E[O,CdJ'X [O,c.:>J. Dies ist äquivttJ-ent d~it, daß;

(LQ'- R~) von 'monotoner Art ist, wobei LQx =x + Qx.

Es 'wird bewiesen, daß (LQ,Rc:J für alle ~>O gen'au dann: von

nio.n.otoner Art ist, vve"'~:l:' () t~~ine M-Matr·ix ist. Anschli eßend '.
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werden andere· Halbor'dnung~n eingeführt und".ei~ .entsprech~nder,

'Sa'tz für die~e Halbordnungen b~·wiese·n. Dieses Ergebnis wird.

" dazu benut~t, um' einen Einschließungssatz'.für eipe 'Lösung der

.' .:' ..:~ichtline~ren Differentialgleichung Xl + f(~)~ +- x =e(t)

. : "'. herzuleiten, welche p'eriodischen Randbedingunge~ genügt~ '...

..,:' Eine i t~rative Verbesserung der Einschließung i~t möglich.

"':'H'~WACKER:' E.ine Einbettu"~gsmethode z~r, Lösuns··ni·chtlinearer

'. . ~'.' ,··...·R~·nd't4ertaufgaben :'.

... . -. ~..- ....--

, ~.:

'. 1 . ." .,." ".,' ,

.... ( 1·.1}yt- F(x,y(x), J g(x,y(t),t)dt}~'~.=. 0 ". '."
.' 0 ...0 .'~. .:' ".:.: 9.d~;,·f.Y"::0'

( 1 • 2 ) 'y( 0) - R(~ (0), y ( 1) ) . =" ° .. '.' .
'. . .' . . " :..... ". "

. . ' l'
·'y(xYe ·Cn·[0~1J~.Y(O)~lRn

·.·.:Das Problem wird.ili- eine Familie T'-(S ,y) .vonProbi"emeneiri~e~ .•..
• •. .: • t ••,.- -.

>. bettet ,mit ~'ais reellemParame·ter.' .Ausgehend >y~n T( O'-Y)'~ 0

":'·':lös~n <vir eine Folge lJenaChbarte·~.pro~leme,: wo~eLals.· Näheru~g
.. ~ • ••• T - .. •

" .

,' die. Lösung des jeWeils vorhergehenden probl~ms,benutzt'werden.

. . ' kann. Das letzte Problem iiefert ~ieLösung.der ursprünglichen'

Unter gewissen Voraussetzungen Uber Stetigkeit und Lipschitz.'i

. ·.eigenscna·ften von· Fund ,R läßt sich z~igeri:

...... ,( I') Die Lösung: von T( s,y) .= 0" ist stetig in s gleichmäßig

. .

(,11) für' ,~lle s existiert die Fr~chet~Ableitting

T t (8,yf'(L\S,L\y) = T(r~,yf C1Y + T(sls,yt Ll S

sowie deren Inverse bezüglich y. T(y")-1 ..· (s,y).

(III) Sowohl Newtonverfahren als auch Reslduenmethode konver~

gieren im ganzen Intervall von ~tufe zu Stufe.
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'. '.~. • J ". .'

: 9'7 ~: ••

'.- "';'" 16·.~: .
. '. "

.... ~ ~ . . " .
•

• r • .... I • ~

.. :~.: ~:. .; :.:_,~_..::-.. :~~ -"~" ..: .';-- ~ '.~.'" .. : . ...:. :':.. :_" ~ ..---.:_., ::..., :.-'~:~.:~.~ '.-"" ;.~'..-._: '., '.::

.{ I.\i).:: ~s .si~d, nU:r endlich vieles't~feri.':nötig~ ,; :.. ,",:,,:'- "

' •••' • .' • :.' .~. ..': ~ -
;." , ." •• '. • .,' ~l

.•.. :.-: Sonderfälle:: Rand\i'/ertprobleinebei:gewöhnlichenDiflerential~;

";": .', "':<,:,<--",:"':,gleichUngen,Anfa~gSWert~robleme '·'l,e~:IntegrO-,::'.·:

_. ~ .. . ~.~ffereent.ialgleich:urigen. . -'.: .. " ( .
, ..' .'. ...: ~

'..':Die<numerische'Berechnung 'erfolgt 'durchdasNewtori,:~rfahre~..
• I • .'

~ •

,': 'oder atircneihe Residuenmethode' (das ResidU:um:der' Rand..;. ." : "
'- -,. • <". • '.

• .' ••. ".: •• .'.
•

. :.,. ... ' ..' '::. bed.in€;u.ngen, wird. schri ttwe'i'se .verkleine·rt·, .di'e ,~leich~g·'.-:

:,::;, :"(1.1)je·weilS ex~tgelöst). ' '.' ,.,' ' , ' . "

.'. ,•. e:.: .".: " .' ",' . .

,':, Erwei terung,des .Anwendungsbereiche's : Transformation im' ,

. Konvergenzgebi e t •..

:J-. REINERMANN :' Einigen~u~~e 'R~sultate,'zur existenti.elle~<und ', ....

.,'u· ': konst:ruktivenFixpunk'ttheorie nichtdehriender,:.· : .;'

·"-.·;.:_··.Abbil·dung..e·n... :-~·,,-"" .,.~ . '.

" .;tst .,' (X,~: ) "e~nni,chtleerer metrischer Raum undf:X--7X,13 0

': 'e,heißt "f' nnichtde~end" (n. d. ) , wenn ~ (f(x), f(y)~~(x,y)"

;::,,::fürx,y{~Xst~ttfindet•. Gefragt wi:t:'dnachExistenzund' ,:

, ,,',:i'terativer" Berechnung vonFixpunkte~ n. d. 'Abbildungen•.

:,'V~rschiedene Varianten des klassisch'en BANACHschen Satzes .....;. e
,:,:'sind' für n.d.. Abbildungen und' bel •. (X,s:)· möglich. Da, siGlt ,:

,.:,". " '~nichtdehilend-" au'eh uniform formulieren ~äßt, geben manche'" .

. "'ErfahrUngen~dieman im Umgang mi t FixpunktsätzenfUr " : .

.n. d •. Abpilq.lingen in metrischen Räumen gewinnt, Anlaß. "

',':zuFixpunktsätzen in' uniformen Räumen. Is,tX eine nicht-

,'leere, abgeschlossene, beschränkte, konvexe Teilmenge eines·

.gleichmäß~g-k0l?-vexen (B)-Raumes E; ~d .f.:X·--;-X n.• ~., so·.·hat·

fFixpunkte [BROWDER:196'5]. Wir di8kutierenSät~e vom'

BROWDER-Typ unter allgemeineren Voraussetzungen über E
- . .

(strikt-konvex, bel.).· sowie für s:peziell~ n. d'. Abbildungen

(Affini täten~ Isometrie" strenge Kontrakt'ionen) und geben'

. ,e'inige IteratiOl'isverfahren an (TOEPLITZ-Verfahren, Limi tierungen

von PICARD-Folgen), welche gegen Fixp~nkte n.4~ ~bbildungert

(sta~k ~der schw~ch) konvergi~r~n.
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~v •NIETF.ANMER: Kon:v~r(ienZbe.schleunigUng bei' einstuf'igeri '.'

Iterationsverfahren"

'. ·.qe.l~ufige ). terative. Verfa.hI-en '~~r"Lösung' linearef, GI~i~nU!lgs..;...

'systeme (z. B. Gesamt-· und. Einzelschrittverfahren~:'''S~cc~ssi';'e~

'Over~Reiaxation") la~sen sich 8·0 beschreiben, 'daß für den'"

'.
.

.... Änderungsvektor I\n' = Xm- xm- 1 gilt:· ;Hm ~ T~-1 mi t. dem
. ~

. ...

,'.: I'~"~):::~ltions'operator T~ Konvergenz.l·iegt genau darin vor~. we~

.' .

:.' ..- all~ .Eige~werte von Tim Einhei tskreis· liegen; Wir betrachte'n:'-: ..

. den Mittel~gs~nsat~ ('): ~1·=H1:'..~ = soT~:"'i + s1~_1+:" •..• ~ .skKm~k

'mits.o+ .s1 + ••.. + sk: = 1. .Man zeigt: ])i~ser 'An~at'zläßt S.iCh .".; ..

.' gewinnen als rekursi've Berechnurigder Glieder ein'er Reihe .

.. ... . . ~
. . ..,.

..

~' "~\Tj C~) K1' =~ '1 k" di e aus:? TjIti . dU~C~ Anwendung 'eines'

. :1:::; .,., '. _': ". ,< --J .:.-1 '. J ' . . . j .-:; /~". ".' .. " ',' "

. " Summi·~ry.ngsver:fahrens., S entste~t; S' ist 'dabei', das durch

'. 1"' - , 82' .sk" .', ,

. :,:. q(f)=~ (f.~ S1-T.~· • .·-fk-.,i , ), vermi~te~te allgemeine,:.":.'·:

,.' :e:' Euler.....VerfahXen. Benutzt man diesen. :Zusammenhang, ' sq. erbält. ,m~ll'"":'::

. . - . ~
. ... . ." .:. . :. - . .

.... Aussagen über den' "Ko~vergeIizbereichn,von '( *) ~. Beispiele:.·fUr,
,;

.. '.~ .

L

;",: k=' l' und·k=. 2 zeig~n, ,daß man auf diese Weise.zUm einen

'.' ':'Konv~rgenz "in Fällen erzielenkaml;" in ·.dene~ ·die·)Eigen.w~rte

:, - weit außer~alb des Einhei tskreises.liegen, _.zUm ande:ren die'

. ':,0 Konvergenz v~eler einstufiger Verfahrenbe.schleunigen kann...

.;····.E.GEKELER.: Relaxation: bei' eine'r Klasse' nichtlinearer

Gleichun~ssysteme

;Bei der'numerisc~en B~handlung der Integralgleichung von

Hammerstein entsteht ein Gleichungssystem der Porm

X+ K. F~X) .= O~ in de·m die Matrix K vom Kern ·der lnt:eg('-u.l-c­

{':-Leichung '~errüh~t und 11: eine vektorwertig~ "F'u~k~ion ist,'

deren k~te Komponente nur von der k-ten Komponente yon X

~:.t;:~: ·.ngt. Di eses Glei:chungssys tem ges tat tet 'in sinnvo"lier ,"

Weise die Anwendung von "Relaxation sowohl bei der di~ekte~

Iteration ,als 'auch beim ~ewtonverfahren. ·Am Belspi~l der
. .

"I·ileOQ.orsen-I:n.tegralgleichui'lg ·~verden einlge spezielle "Aus~, : .

.sagen über den Relaxatio:t;lsf"aktor erläutert, die auch f"ür

den linearen F~all interessant sind.

---_.._--~--
-------

-~
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,:::<:~:' "'B'-PÖRING:'Uber :gewisse KlaSSenvo"n,iterationsverfahren:.:' ,

.. , , . höhere'r Ordn.ung in Banach~Räumen·-·,.. ·'

I ',.

" . ' '. .~ .

'~',',Eb.rma.nn hat 1958 eine Möglichkei t aufgezeigt,w:i,e inan'" ,

I~erati6nsverf~r'en höherer Ordnung unt'er' V~rwenduhg.,·v6p.·'~.> .
,'" '.. " : "..

~.'::' ~" höheren Ableitu~gen in seIir übersichtli.cher· Weise,"·kon-·: :, :--. '. ':'

'. ,. .

'..:-:.:-; '. ·· ..··.Abl~i·tungen leioht biid~n lassen, was z .·B~ ,lle·i vie~en .:.in· '.' .
• • +" '. -:. •• '.' ••' •• .. '.

. .....:.:

',' der, Pr~xis auftretenden nichtlinearen Integralgleichunge~i':'

v'om ~ammerstein~Typ·.'~e~ Fall ist. Das .Ehrmatm'sc:Q.e Kon-..

. .'.;

. ~~ .. - "~

,von in gleicher Weise übersichtlichen lterationsverfanren','

....: :; :'höh~rer Ordnung untergeo~dne.t. ,.H~era~s.l~sse~ si.eh eine

..... ' .:.':. Reihe'" von bish~r iS9~iert' voneinander betrac.hteten Verfahren.', .: ....
., , ~" • T •

. +.. . ...

. ~.:. "besteht j.n der. auf verschiedene Wei~e r.eali·sierten 'Linear'i-' :.- ..'~

,,':"sierung der abgebrochenen TaylorrEühe der gegebenen Funktion""'"

an ,d.er, StelleXn hinsichtlich, der durch Nullsetzendefin'ier~""

':": ten Korrektur. Dieseyerfahren gelten formal auch 'in Banach-

"Räumen. Es wird einSatz mit Beweisskizze angegel;Jen, wonach,-:e

unter ein und denselben s,chwachenund praktisch leicht nach- "

:' <.. :; prüfbaren' Bedingungen 'die Existenz und Ei'ndeu~igk'eit ei'ner .' ,
":.' I • i" ..'

"C',Lösung ,einer Operatorgleichung, ,die Konvergenz, die

,; (p6s. -ganzz.) "sch~ache Ordnung" 'dieser Konvergenz sowie

-.,:~'.'.: F.ehlersöhränken fÜr die wichtigsten ,Klassen der konstruisl°'tefi .

Verfahren gesichert sind. Daß die 'Fehlerschranken .... bes·ond ers .'

,', " in' Funkti6n~n~Räume~'- wesentlich schärfer Bind als die, bL;her
. .

,,' ',. in de,r L:Lteraturbekannten, wird an einer gewöhnlichen,,' ,

:.: 'e~ner unter- sowie überlinearen Ha~erstein'schen Inte~ral-
" . ..' . 6 '.

gleichupg und einem Matrix-Eigenwert-Problem illustriert.
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"

1'_• .... ·i ....... ..

...... K.~ H~MUL~~R:Z~ s~~~~chen ·~~·~~~n~~·~e~~·ri.~·~·ri~ ~~~i~~:.\·. .
.' . .nichtline~re~ :GieichU~gS'syst~men' >:" ·;/·,.:~·::·~.V.. · ;:.-:.

~ ~
. . .

" '.reellen Matrizeneigenwertaufg~'ben~ -,' _.~. : . ".-' .' '.. '. " "-,,, ,,_:> ,

:'::;;~.; .-:'-':-':' ....( 1)' .. kc;= 'ABX..•,: ...•. ':.<;'::-'~'::.' ;.:';': '' ... ::' . .'
;:;'\vÖb'eiBx~'Oaucha;Ls Lösung'- zähJ.:~n.mÖg·e,:·:.ist i~sb~s.pnder~>"

• • ... • _. • ~ • "p .. I • .,.
. '. • • _ • ... •• ... _ + ••

~ • ~ ....: .., I ';

~., 1<" • .., "0-

,:r ~KUPiA:.Abschät.zunge;n;bei~_Matrizenei~enwerta;jf2ab~n".' ':.~~':
. ::. -' . ,' •.,... -' ' . .' -' - ;. '.~ .':- .. ...., '., '-'.: :, ". .- ,.,. ~.. ::. :.. , . : ..' .'..>. • . .,:.'.. ""'"

• : • -."~ ". ' •• I
...-

;:~::rm':Ans~hi~~~:an'die ;Bestiririnurig·:von-..~ige~~~kiorerl.~·~;:'.'
- - ... . . .. . . .. . .. . '. :.. .' . .' . .. .~

~.. :- .

we:rtaufgaben~v.;ei'ter. Ordnung bei ·gewöhnlichen·Differen....: .< '

. tialgleichungen "eIlt~tehen~eri'Dif.fEü~enZe~gle{·~hungen~··•... ;:c.···

~ .

4.... . • ~

_._.,,4.

.. . . ~. . ~ .'"'~ -.:...

. ~ .. -: ..... ~. '"'4:: ~\, .... ~. ..

:.:Bek~tlich· konvergi~ren Gesamt~ und EinzeischI-i tt~.:::·(~.<.::··:.. ·:·.
' .. , ", . , ':.'. .' ':.'. .... . ::. "~-' ,: "

.·verfahren .zur Lösti."ng·· eines lin~arel'i' Gleichungssyst·ejriii::·;(;. >. ;.::
: .-,'. , , .. '

'-,' ". . . .-' ...'. ... ' '. . .. ' -

:A:x = b,' we.nn die Matrix A das "schwache Z·eilensununen~.;·,:·:·»::.·,:

:·kri.terium" erfüll~. und ."nicht ~er.fälltU.:.D{e"se'.Be~iff:~.··:.\:.··:'-::·

:: werden auf: nJ.chtlineare·: Gleichung'ssysteni~'verallgemeinert.'

:.~nd· die' e'ntspreChend~n:Ko~Vergen~:aussagen'~:he'r~e?-ei~~t.:.··,~::.~>

·>Anwendtm~~mÖglic!lkeiten.~rgeb~~si'Ch~ie~~; .ftir: line'are'::;:;:-~':

':'GleichungSS~stemeUnd.diedurch.·APprOXim~~ion.von·Rtmd-:'::' '..
4 ..... .. ~ .:. - • • _ :. ..'. _4 L ~ I • ~ • • :

." • •

. .
''-'" .. :-~ 19'~
-" ~.

:-'~_n~c~:v,iel'e~ itera'tiven V~rfahrenefriever:f.~m:e·~sllriabhängige·"··

,'::·.AbSChätzung··vonnöte~·.·Ne'ben' d~r ·Äb~Ch~tz~g.;in.:BeZUg·~~f .•............ :.'.
.... .. ~ ..'.. ••.'

•• • .. • • 'J •• • • • •• • •

--

::;eine'~xakt~ .Lösung' (Vorwärtsabschätzurig) .. iIlterf,lssiert .häufig .
. -..:. .. ."

: "-- ..," .' .

. .

; 'die Zu{':,::höri:gkei t:' Zuln. tö l;>ungsbere i eh der "urtgertauen Aufgabe"
. . .

'.(A. + 'dA)x = ACB +' dB)x ,
. . (2) ;': ,.' . : .... ' ,'.

" : .. ' ':.' .:" 11 dAU ~ oe- ,lI dB~~ß ", dA, dB. sonst hel'iebig,

':: :~obei :ll •• ·.iI . :di~ SlJektralnorm oder euklidische Norm für ....

·:··.Matriz.en bedeute' (RUckwärtsabschätzu.ng). Ausg~hEnidvonder

Identität

Ax ~ '\Ex. oder Bx = 0 <'=> Ax 0 'ex Bx'~'Ax = 0                                   
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