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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH
T a g‘u ngsber i'c h t 37/1969,
, Iteratlonsverfahren in der Numerlschen Mathematlk

‘bié'ieitung‘der Tagung hatten L.Collatz (Hambnrg) und H.Unger }-

A (Bonn) ‘Mit.55 Tellnehmern, darunter Gdste aus Canada, Flnn- '
lgland, Itallen, den Nlederlanden, Osterreich, Ruménien, Schweden

" und der Schweiz, war diese Tagung sehr stark’ besucht Das

iﬁgroﬁe Interesse, das heute in der. Numerlschen Mathematik den ;
A'Iteratlonsverfahren gilt, splegelt sich auch w;der in der be-
~‘achtlichen Zahl von 25 Vortrdgen. Es zeigt sich, daB direkte B

E Lésunésverfahren~vielfach numerisch unbefriedigende‘Ergebniéée_”?H~
. liefern oder, wie bei v1elen nlchtllnearen und selbst linearen =
;'Problemen, nicht existieren und daher Iteratlonsverfahren den
:gestelgerten Anforderungen ‘der numerischen Prax1s oft nicht

nehr genugen.VV1ele neue Anwendungsgeblete fir Iteratlonsver-

- - fahren wurden mit dem zunehmenden Elnsatz elektronlscher Rechen—'

7'anlagen erschlossen.

";Dle v1else1t1ge Anwendbarkelt lteratlver Verfahren wurde er-
- 51chtllch aus dem weit gespannten Themenkrels der gehaltenen Vor--
i'ltrage, dle den theoretlschen Grundlagen, der praktlschen Durch-
'__fuhrung und der Anwendung in Verschledenen Spe21algeb1eten galten.
Behandelt wurden z.B. lineare und nlchtllneare Glelchungssysteme,
ainsbesonderé mit Integralgleichungen, Anfangswertaufgaben und
»Randwertaufgaben, perlodlsche L&sungen bei nlchtllnearen -
Schw1ngungsglelchungen, funktlonalanalytlsche Dualltatssatze m1t
Anwendungen in der Optlmlerungstheorle, Probleme aus der Approx1—"
mationstheorie und partielle Differentialgleichungen mit Anwen- -
" dungen in der Halbleiterphysik. Vortrage zu den theoretischen- '
Grund1agen befaBten sich mit der Abschwéchung der Vorauésetzungen
~ bei bekannten Iterationsverfahren und dadurch bedingter Ver-
gréBerung der Anwendungsbereiche, mit Mogllchkelten der Konvergenz-
'beschleunlgung und VergrdfBerung der,Konvergenzberelche bis hin zur
globalen Konvergenz und der Konstruktion von Verfahren'héherer‘

Ordnung.
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iffInsgesamt boten sowohl dle Vortrage als auch d1e anschlieBenden'
3fDlsku3510nen v1ele Mogllchkelten zum Erfahrungsaustausch und -
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_ﬁhgzur Anregung. Dle Tagung splelte sich, wie immer, in der ange-‘_f
3*.nehmen und harmonlschen Atmosphare des Oberwolfacher Hauses ab.::
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P.LAASONEN: Einige Fragen iiber iterative Algorithmen’ :

Wenn: dié Methoden, die zur Losung nichtlinearer Gleichnhgeri
g Fu = 0 angewandt werden,fur'allgemelnere Bénachréuméf o
“‘und R auf smch selbst abblldende Operatoreﬁ F vera1igeméinef§ ‘
.erden, enthehen neue Schw1er1gkeitén.iWeﬁigstens'téilweisé.
werden fqlgeﬂdéAFragen beantworfet? o |
1. Bt es mﬁgliéh die Konstruktion &er im Néwtonschen Ver-'"
. fahren bedingten Frechet'schen Ablel‘cung zu vermelden‘? o
In den Fdllen, wo F elnen StelgerungsoperatoréfF b931tzt kann das
_- Steffensen-Verfahren dle glelchen D;enste wie das Newton—Vgrfahren
nlﬁieten. | | | o
| 2 Ist es mogllch, dle Inver51on von F oder(FF Zu - verme1den°
 fD1eses w1rd tatsachllch wahrend des Prozesses durch elne 1tera—
l ftlve Umkehrung zustande gebracht, wie es,Ulm und Helfrlch
(i. J.‘1967) ezelgt haben. | -
3. Die Konvergenzordnung, dle fur das Steffensen Verfahren
. 2 1st, kann durch elne e_1nfache Umanderung zu 1 +Y’2"‘ ‘erhoht
3wefden;_-  | | '
4. Wie ist die Iteratibn Qbriufﬁhren, wenn ﬁén keihe'efste
,Approximatiqn kennt? Statt der ursprﬁngiichen Gléiéhung |
" Fu = 0 betrachtet man z.B. die vom Paramefer t'abﬁéngige
Gleichung Ftu'; Ol—t)(u—uo)+tFu = 6,~die fir t=6 die Lésﬁng
HU=u0 besitzt und fur'schrittweise wacﬁsende‘Werte von t éine'
Folge von Gleichungen glbt die nacheinander gelost werden, und'
zwar so, daB die Losung u( )von Ftu-G als das Anfangselement

 1ur'd1e_1terat1ve Losung der zunichst kommenden Gleichung
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1"u_0 gebraucht erd. Fir genugend klelne Schrlttlangen,ffu
. u+1

. ~:(t T '
'-;21emllch strengen Voraussetzungen. Belm Errelchen von t—1

) ist dleses auch theoretlsch zu1a331g, zwar unter L

Cist- dle ursprungllche Aufgabe geldst worden. Dle Durchfuhrung ,f

hlvldes Gedankens fordert einige besondere MaBnahmen. =

5,_R REISSIG Iteratlonsverfahren zur Bestlmmung der Anfangs- f{.

werte;perlodlscher Losungen

_'Bel einer Klasse nlcht—autonomer Vektor-leferentialglelchungen :f .
_;mlt einer in der unabhidngigen Variablen t w—perlodlschen rechten  :
" Seite 148t sich das Problem dercd-perlodlschen Losungen als F1x-fg 
’- punktprob1em im n—dlmen51onalen Phasenraum formulleren. Dle ge—:3;
. suchten Fixpunkte sind die Anfangsstorungen zur Zeit t = O.der
- periodischen Losungen. Der Nachweis von Fixpunkten auf Grund des
LpBrouwerschen F;xpunktsatzes ist bei recht allgemeinen Nichtli-
. nearitdten durch Auswertung gewisser Integraiungleichungen.mdg—_
 lich. Im konkreten Fall kann man eine Kugel um den Ursprﬁng des -
.. Phasenraumes explizit angeben, in der Fixpunkte liegen. Um die- =~
. se zu beréchnen, muf man die Nichtlinearitét noch einer Lipééhitz—1f
:‘bedlngung unterwerfen, und zwar in dem Berelch den die Losungen
~von der erwdhnten Sphire aus im Verlauf einer Periode erreichen .
lkonnen Fir die Llpschltz—Konstante konnen - je nach der Be-4-
trachtungswelse - verschledene Elnschrankungen hergeleltet

- werden,

B.BROSOWSKI: Eine Variante des Remez—Tapfér—Verfahrens

AZuf Konstruktion einer besten ApproXimation én ein gégebenes
Element f eines normlerten Vektorraumes R bezugllch elner » |
Teilmenge Ve R wurde eine Folge (vy) von Eaementen aus v und eine
Folgeé_1L252<; ... von Teilmengen des Dualraumes R' nach

' folgender Vorschrift konstruiert:
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2. Ist > 2 bestlmmt 'so bestimme man ein leEV, das der
. Beziehung '

sup IL (f—vk)[ = inf sup L (f-v)
'“genugt;

.3, ManAbeStimme éin LkG'EP‘sR" das der’Bedipgung

o 'gemigt und setze ZkM ‘“Zku { I‘k]}

- Es wurde gezelgt Ist V approx1mat1v kompakt, so 1st dle:‘:"

'Folge (v ) konstrulerbar und bes1tzt Haufungspunkte 1n V.w.f

i. lan widhle eln belleblges Element Le EP SR' (d1e Menge<'
der Extremalpunkte der Elnheltskugel in R') und setze S

‘VfJeder Haufungspunkt 1st ‘eine Mlnlmallosung fur f D1e unter .'f
t 2. genannte Bestlmmung von vk fuhrt man im Falle elnes |
“llnearen Tellraumes V mit Hilfe des-auf normlerte Vektroraume

verallgemelnerten Remez-Topfer-Verfahrens durch.

 F.W.SCHAFKE: Zum Anwendungsbereich einiger Iterationsverfahren

Im Interesse wesentlich erweiterter Anwendﬁngsféhigkeit

" werden der Fixpunktsatz fiir "kontrahieérende'" Abbildungen

und ein Satz iiber das vereinfachte Newton-Verfahren,ih fast

" unver#nderter Formulieéerung und Methodik unter minimalen

Voraussétzungen erhalten, némlich fﬁrf"quasimétrische limes-
Rdume" bzw. "quasinormierte limes-Gruppen". Ein éusgedehntes'
Einordnungsschema macht den gegenﬁber’frﬁhefeﬁ Ansétzen

(insbes. verallgemeinerte metrische Rdume) erreichten groBe-

ren Grad von Allgemeinheit deutlich.
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f: A VAN DER SLUIS Ungenaulgkeltsberelche fur gestorte 5“}_f} -

Glelchungen

:'LD1e bekannte Storungstheorie fir Operatorglelchungen ;f:”
"1(51ehe z.B. Kantorow1tsch-Akllow, Kap. 18) beschaftlgt sich

  'm1t "glatten" Storungen, wobel z.B. das Newtonsche Verfahren :

'noch'konverg;ert.

.J?Fﬁr stérungen, verursacht voanun&ungsfehlern, kann GChte R

. Konvergenz nicht mehr bestehen, da' jede Wurzel sich 'gewi'ssér;»_f.

Deutsche

t“maBen "auflost" in einem- Ungenaulgkeltsberelch. Fir elnlge

jffbekannte Losungsverfahren w1rd untersucht - ob sie uberhaupt
 ffb1s in die N&he dleses Ungenaulgkeltsberelches fuhren, und

.§ was_geschieht, wenn men stoppt, sobald theoretisch begrﬁndete 

Monotonie-Eigenschaften fehlen (siehe auch z.B. Collatz,

. Funkt. Anal. u. Num. Math. s. 174 ff).

‘K.A.ZISCHKA: A functional analytic approach to the @

. problems of existence'and approximations

of solutions of some non linear 1ntegral

eguatlons

:(Reprlnts may be obtalned from K.A. lechka,
“Department of Mathematlcs, Unlver51ty of Wlndsor, Wlndsor/Ont )

So

C.-E.FROEBERG: On_the prime zeta function and a related

Dirichlet series

The Prime Zeta Function P(s) is defined by  the equation
‘ < -3 - L
P(s) < p T, 5= 0+ 1,
| (p)

Forschungsgemeinschaft . ,‘ ' © @




i)FW:

B Numerlcal values for p = 2,3, 4,... were obtalned already

by Euler. Landau and Walflsz showed that the function cannot

Jfbe continued to the left of the line o= 0. Procedures are _
"now given for the numerlcal computation of P(s) for reasonable

" complex values of s..

~ The relation (1 + P(s))

ann = 1f Qvfab, deflnesea

ﬁli%"

1

certaln Dlrlchlet series. The pr0pert1es of the coefflclents

" a_ are 1nvest1gated and various sums contalnlng ‘these coeffl-’.

n

cients have been computed numerlcally. More or less heuristic - -

:;explanatlons of the results obtalned are also dlscussed..:

Deutsche

Forschungsgememschaft

: E.BOHL:.Zu‘deh Grundiagen der_Iteration

Sel Y elne nlcht leere Menge, welche durch den Operator T ;“Ffa’?

in sich ‘abgebildet werde. Bei der Behandlung der Gle1chungl7il”"

Tx durch ein Iteratlonsverfahren X 1= Tx , Xe Y trltt?fka

'”-zunachst das Problem auf Mengen M(x )c,Y zZu konstruleren,::;tl

izdle unter T 1nvar1ant blelben. D1e Konvergenz-von x _gegen S

. .die gesuchte Losung in M(x ) ist dann elne topologlsche

‘L*Aufgabe, welche mit den ubllchen Methoden in Angrlff genommen

’iwerden kann. Zur Konstruktlon von M(x ) wurde e1n verallge—

- melnerter Abstandsbegrlff auf Y angenommen. Die so erhaltenen

. Mengen verzinfachen das Konzept der sog. P-Rdume. Es wurde"
gezelgt daB der Satz liber das Iteratlonsverfahren im P-Raum
'untef einer Zusatzvoraussetzung eine Folgerung des Kontfaktioﬁs-
. satzes im metrischen Raum ist.'Die gewonnene Fehlerabschatzung‘

enthslt iiberdies lauter numerisch 1leicht zugidngliche GrbBen,

o®



j;lﬁjséﬁoCKtfModifiziérte Ritz4Verfahrén?}ﬂfﬁfff3f

.?51391 A ein selbstadaunglerter (p081t1v deflnlter) Stetlger“” .

Ti;lOperator in einem Hllbertraum H mit. dem spektrum 0’(A), e

f;ﬁ;f eine aufcf(A) stetige reelle p051t1ve Funktlon. Ist dannl;ff;f
4.A'.-,5’"’= max. {“ - f(t)l tco’(A)} <1, so gllt fur(l Ilf mlt O

2:ﬁf$[x"f -l f(A) xd die Unglelchung A
| lel( (1-5) T xnf.’_;

5";Se1 X, gie Ldsung der Gleichung Ax =y, Hy in n-dimensionaler @

‘“5fffTe11raum von H. ‘Bestimmt man zf durch

’Ix ; zﬂlf lnﬁ ”:xd“isz;;;l N

‘ff;;so gllt d1e Fehlerabschatzung

Hx "Zf”é (1 ‘9) 1Hx = zﬂf yiEf}ﬂi?

_  “€7Durch Spez1allslerung von f erhélt man e1ne Relhe von ;Ei
: V-f@fVerfahren, die 31ch als Modlflkatlon des Verfahrens von

"?ﬁletz und der Fehlerquadratmethode auffassen lassen.:1 '°

M REISER Partielle leferentlalglelchungen der

Halblelterphy81k

Das folgende nlchtllneare D1fferentlalglelchungssystem

beschrelbt dle Verhdltnisse in einem Halblelterkrlstall.
_V'($V*#DV§)= 5§ : (Tf

V=501 -9)
Mo=uv g

DFG = | ' A%
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- . Zugrunde gelegt wird dabei ein Rechtecksgebiet mit den .
aRandbedinguhgeﬁ | 3 ' . '
'gx,(bx'=~b‘- auf den Réhdern X = conSt

Sy cﬁy -0 auf dem unteren Rand y = const
g; 1_ ¢’ /gyy(b = _ —O¢_v2/§y ¢y
S=1 d)—v

'auf dem funfgetellten oberen Rand y const.

;i Es w1rd elngehend uber praktlsche Ergebnlsse belm Rechnen

o o mlt expllzlten und 1mpllzlten leferenzenverfahren berlchtet.i;zf

'JH R SCHWARZ- Die Methode der konjuglerten Gradlenten  '- :

in der Ausglelchsrechnung

ff{Dle Auflosung der Normalglelchungen mlt Hllfe der Methode der
‘73 konguglerten Gradlenten wurde bereits von Stlefel und Lauchlli
 ff'behandelt Die Methode wurde aber anschelnend kaum praktlsch
 7 fangewendet D1e Matrlzen der Fehlerglelchungen in der Geod351e
. -_;'~2"7"1-51nd in der Regel sehr schwach besetzt. Im Fall von groBen
‘#;tSystemen mit sehr v1e1en Unbekannten: wird die Methode der
. konJuglerten Gradlenten den ubllchen Verfahren in verschie-
~ dener Hinsicht uberlegen (Ellmlnatlon der Normalglelchungs—
matrix, Ausnutzung der Monotonle des Quadrates des Fehler-
"-vektors, Speicherbedarf, Rechenzeit). ' ‘
' Analoge Aussagen ‘gelten im Fall der bedlngten Ausglelchung,
. wo neben der Normalglelchungsmatrlx auch noch der Korrelaten-
x_‘vektor eliminiert werden kann. _ '
‘Bemerkungen zur Berechnung der Inversen der Normalglelchungs—

matrix.

DFG Deutsche
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;E SCHAEF“R Lrn Konstruktlonsverfahren zZur_ Bestimmung

_10_ o

“einer besten ApproxlmatlonAaus einem -

endlichdimensionalen Teilraum .

Es w1rd eine Modifikation des Topferschen Verfahrens be->*3:

fjschrleben, das seinerseits das klassische Austauschverfahren
- von Remez und Stiefel auf den Fall ubertragt " das die ,
. Haarsche Bedlngung nicht erfiillt ist. Im Anschlu8 an d;e_f;“‘

*fgeometrische Interpretation des Algorithmus.wird_seine»"}'7“

j;Konvergénz gezeigt.

"ﬂH ZWEERUS A numerical” treatment of non—llnear 1ntegral

eguatlons
| ¢

5nf:Let the equatlon be - f(x)-—)[ K x, t, f(t) at + g(x)

s

?:The 1ntegral operator is dlscretlsed w1th the trape201d

‘4ru1e. So. the dlscretlsatlon error has, under smoothness

ficondltlons, an asymptotlc expan51on 1n the step w1dth A theorem

'ifvby Stetter guarantees, under reasonable assumptlons, the.

ff;ex1stence of an asymptotlc expan31on of the approx. error."“

fﬂ_:‘.SOV-_ one._ can apply ‘Richardson's method.Unfortunately one . .

. gets an accuratetsolution nly on the initial points of

“the quadrature rule.,One really wants a good approx1mat10n

~ on the whole range. This can be done with Nystrom s 1nter-'

'fpolatlonAformula. It is proved that an asymptotlc expan31on

exists in this case for the approximation error in any

" point x ¢ [a,b] .

Deutsche

When we are.able to complete the solution accurately in
any a01nt it is possible to cOnstruct-in a well-known 4[
manner, a Chebychev-Fourler series with a dlscrete inner

product One can check whether the approx1mat10n is rrood
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'enough If not oné doubles the'ﬁﬁmber.offpointe uséauiﬁ“
" the inner product It is 1mportant to note, that results
'vfof all prev1ous computatlons can be used and llttle extra

: work 1s 1nvolved. ?spe01ally SO when one remembers the
-].Clenshaw-Curtlss trlck In thls manner a method is obtalned
;}that is vautomatic” in the sense, that it can be programmed L

“so as to be able to find out by itself whether a,prescrlbed_f

accuracy has been reached.

”’D BRAESS Elne Mogllchkelt zur Konvergenzbeschleunlgung

fur bestlmmte Iteratlonsverfahren

i"',.Es werden Iteratlonsverfahren betrachtet -bel denen mlt

f,;gedem Schrltt ein verelnfachtes 11nearlslertes Problem

1gelost w1rd Wenn die Probleme in- elnem bestlmmten Slnne .fﬂ

‘,tellwelse llnear sind, w1rd eine Modlflkatlon vorgeschlagen._

':QBel gedem Iteratlonsschrltt sollen die llnear elngehenden

- Parameter aus einem ProzeB bestlmmt werden, be1 dem. nur dlese

"f'beruck51cht1gt werden. Fur dle Bestlmmung der besten Expo-

Deutsche

erwiesen,.

Forschungsgemeinschaft

rnentlalapprox1mat10n hat sich dles Vorgehen als sehr effektlv"'
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'W.LREC VLR.‘Konve\e Optlmleru gsaufgaben~ Qualitatstheorie"

s-séi F ein recllar halb eordneuer tOpologlscher Vektorraum,

ein x eel“er oder komn“exer Vek+orraum, Y ein reeller topo—-'

| ’loglscher Ve£+or¢aum un d UeX, Vey nlchtleere konvexe

Teilmengen. Weiterhin seien die Abblldungen g U —=F,

RO Uf-ﬁY, Vai Vo F gegeben. Ein Element x & U heift zu-

ldssig, wenn ?*(x) aus V ist. Bezolchnet Z ale Menge der

zulédssigen ﬁlemcnte, dann heifBlt ein Z e-Z MlnlmaWelement

- wenn

W(z) - Y(™(2)) 4Lf(zo) -V(7(z,)) fur alle zéjz'

'gilt. Die primire Optimierungsaufgabe lautet dann:

vIst:die Menge -Z nicht leer, so bestimme die Minimalelemente;

Hierzu w1rd eine duﬁle Optlmve”ungsau;gabe erklart Pur bei de‘

[Aufgaben wevden unter zusédtzlichen Voraussetzun en Dua11tats-;
:sétze aufgestellt. Durch Spezialisierung erhdlt man Dualitdts-

aussagen flir die konvexe Programmierungsaufgabe'in halbge-

ordnetén_topologischenAVektorréumen, eine Verallgemeinerung
der Fenchel'’®schen Theorie, S#tze zur Charakterisierung von
Minimalldsungen durch Subgradienten und eine Verallgemeinerung

des Satzes von Mazuféorlicz.

(Anschrwft Unlver31tatea "Babes—Bolyal", Facultateé de

' Matematlca—Mecanlca, CluJ, Str. Kogalnlceanu 1)

H.AMMAN: Ein Iterationsverfahren filir die Hammerstein'sche

Integralgleichung.

Zur numerischen Behandlung der nicht linearen Integral-

gLelcnung vom ﬂammerstaln schen Typ

,J

ulx) + k(x,y) £(y,uly)) dy = 0 2

a9,

"
"
I8
o’
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kann man das Integral mlttels elner Quadraturformel

. dlsxretlsleren. Auf diese Welse erhalt man e1n nlcht-i ..’
»'llneares Glelchungssystem der Gestalt
(*) S u o+ KF(u)

':f ;lH1erfur w1rd der folgende Setz bew1esen'A_f

' Satz: Der Operator K: E, - E sel llnear und streng o

, monoton. Fs E - E sei monoton und llpschltzstetlb

dlfferen21erbar. Dann ex1st1ert elne Folge{k_ } mlt

T -'1' fiir n = n_, derart, daB das modlflzlerte_
n .

';'Newton—Verfahren
: _1.10 e En‘ bell eblg
Un41 n

o quadratlsch gegen die elndeutlg bestlmmte Losung der

".Glelchung (*) konvergiert.

- u.—' (I + KF (un)) (u';”KF(ﬁn)); Vng% d§1ff

'EA}PASQUALI; tber geWisse Iterationsverfahren‘héherer Ordnungv ‘

Zusammenfassvng. Gegeben sei die Glelchung f(x) = O wobe1 f .

velne reellwertlge, dlfferen21erbare Funktlon der reellen '

Veranderllchen ist. Um d1e Losung dleser Glelchung zu be-

1: benutzen:
_ ' P o '
o 1 ' - ..‘,' Wy .
Xpe1 = X =TT f (xn+‘%7b?(xn) SNy I(xn).
k C o (xy) Vs | |
- Mit ci:r -~ glinstigen Wahl def Funktidnenvbg(x) konnen

Iterationsverfahren hoherer Ordnung erhalten werden. Zum

et ama g . _ ' R ‘
| Beispiel erhidlt mag mit p = ¢, daB b1(x) = ?TTTET'-ISt Qnd

das Verfahren X f(xn)
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1 B S
n+1= *n ~ TTTTE;) e ? T ("‘7 f(x,) von

'stlmmen, kann man die folgende Klasse von Iteratlonsvelfahren

o®



*L*'drltter Ordnung 1st Dleses Verfahren kunn auf operator-ﬁ‘f:'

 ff1g1e1chungen in Banach-Raumen ubertragen werden. Es 1autet

~ifdann 'S

| n+1=""‘n' Pr- (x ) P (et 4 F"‘(x ) F(x )) F' Zx ) F(x )

“ﬁjfwobel F elne Abblldung von.X in Y (X, Y Banach—Raume) 1st

"'3E1n hlnrelchendes Konvergenzkrlterlum w1rd gegeben und elne L-».‘A

":,Fehlerabschatzung w1rd erhalten. Es w1rd auch bemerkt,: daB

 a{d1eses Verfahren analog zZu ' dem parabollschen Tangenten—Ver—ﬁ

‘:ﬂ,fahren 1st Dleses Verfahren kann auf gew1sse Randwertaufgaben o

"angewandt werden, damlt erhalt man eln Paar 11nearer Rand—

:-._'.-""':‘wertaufgaben, dle dle fur d1e Prax1$ w10ht1ge Elgenschaft o .

“ﬁ_aufwelsen, daB sie denselben homogenen mell b951tzen.

’;}J WERNER M—Matrlzen und perlodlsche Randwertaufgaben‘

, monotoner Art

 f3Es w1rd ein Problem untersucht ,welches im. Zusammenhang

:f5imwt der folgenden allgemelnen Aufgabe entstand°f -

’fﬂfGegeben sei ein D1fferentlalglelchungssystem x'= f(x t),~~

:ki'gesucht 1st eine Losung. welche den perlodlschen Randbe-'

7f1;d1ngungen R X = x(o)- x(w) = 6 genugt Nach Addltlon eines

'T"illnearen Terms Qx zur leferentlalglelchung und Umwandlungﬂ 'H

= 7.1n elne Integralglelchung ist diese Aufgabe aqulvalent mit

DFG Deutsche o S - ' '
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‘der lepunktaufgabe

x(t) Tx(t) .J Q(t s) [f(x(s Y,8) + Qx(s ] ds.

Es soll d1e Monotonle von T untersucht werden. Hierzu wird

” zunachst gefragt, unter welchen Bedingungen GQ(t s) 20

L fir (t s)e[0,»] x {0,¢]. Dies ist aqulvalent damlt daf.

(L 'R ) von monotoner Art 1st wobe1 LQX =X + Qx.
Es wird bew1esen, daB &Q,R ). fiir a11e~»70 genau dann von

monouoner Art ist, we=nrn 20 2ine M—Matrlx ist. AnschlleBend
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'*ﬁflosen w1r elne Folge benachbarter Probleme, wobel als Naherung -

.= lo - -

. werden andere halbordnungen elngefuhrt und ein entsprechender;”

' :Satz fur dlese Halbordnungen bew1esen. Dleses Ergebnls wird

» dazu benutzt, um’ elnen ElnschlleBungssatz fiir elne Losung der

;*fnlchtllnearen leferentlalglelchung X + f(x)x + x = e(t)
v'seherzulelten, welche perlodlschen Randbedlngungen genugt

E'Elne 1terat1ve Verbesserung der ElnschlleBung 1st mogllch

H WACKER~‘E1ne Elnbettungsmethode zur. Losung nlchtllnearer

RandWertaufgaben;g
:};Preblem'.';‘"i 'r' r"r 1 e
'Vf(1 1) y - F(xsy(x), / g(X.y(i);t)fdt)jﬁ%e‘0j5 'u,._- L
'ff;(1 2) y(o) - R(y(o), y(1)) Q?f e e T

y(x) € C [o 1],; y(o)e&i

'7t;Das Problem w1rd 1n elne Famllle T(s,y) von Problemen e1nge-f*v7

qubettet, mlt s als reellem Parameter. Ausgehend von T(o,y) = O

Lef:dle Losung des Jewells vorhergehenden Problems benutzt werden .

uﬁfkann Das 1etzte Problem 11efert dle Losung der ursprhngllchen .

':f(Aufgabe.-A' 

'17iUnter gew1ssen Voraussetzungen uber Stetlgkelt und L1psch1tz~

Deutsche
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'eaelgenschaften von F und R laBt 31ch zelgen°'

1e(I)§ Die Losung von' T(s,y) =0 st stetlg in s glelchmaﬂlg

”1n S,X.
(I1) fur alle s exlstlert die Fréchet- Ableltung

T'(s,y>°(°s'A-‘” T(ﬁ(’;,y)"\,y‘ * T-(Szvs,.yf 45 |

sowie deren Inverse bezugllch

(III) Sowohl Newtonverfahren gls auch Residuenmethodehkonveré

‘gieren im ganzen Intervall von Stufe zu Stufe.




.vSonderfalle° Randwertprobleme bel gewohnllchen leferentlal-.*f

glelchungen, Anfangswertprobleme bel Integro-isz

dlfferentlalglelchungen._v= ff;g;j'f;,fv 7;;* uﬂ-
fDle numerlsche Berechnung erfolgt ‘durch’ das Nveoh%éffahreﬁ?gl
%oder durch e1ne Res1duenmethode (das Re31duum der Rand-f ;.“-
ibedlngungen w1rd schrlttwelse verklelnert d1e Glelchung
i(1 1) Jewells exakt gelost) | | ” ‘e u
E"ErweJ.‘l'.eru.n,s_; des Anwendungsberelche3° Transformatlonvim~

'_-.'}:K‘onvergenzgeb;et., e

| : ; fiﬁJ REINERMANN Elnlge neuere Resultate zur ex1stent1ellen und
S konstruktlven lepunkttheorle nichtdehnender

_ Abbllduncren e e e i w\

BRI ¢ st (X, ) eln nlchtleerer metrlscher Raum und £ X—ax, so
.°he18t £ "nlchtdehnend" (n.d. ), wenn.g(f(x) f(y) < q(x,y)
,fur x,y‘«X stattflndet Gefragt wird nach Existenz und -
J:.’lteratlver Berechnung von lepunkten n.d. Abblldungen.:~7'
fﬁgVerschledene Varlanten des xlassischen BANACHschen Satzes;f, '.
__;~91nd fiir n.d. Abbildungen. und bel. (X,g) mogllch. Da. 31ch'
’{f"nlchtdehnend" auch uniform formulieren 14B8t, geben manche
A  Erfahrungen, ‘die man im Umgang mit lepunktsatzen fur
}f' n d. Abbildungen in metrischen Réumen gewinnt, AnlafBl
'f}izu lepunktsatzen in uniformen Riumen. Ist X eine nlcht4'

. leere, abgeschlossene, beschriankte, konvexe Teilmenge elnes
Lglelchma81g~konvexen (B)-Raumes E, und f: X—-=X n.d., so hat
 f Pixpunkte [BROWDER 1965]. Wir dlskutleren Satze vom.

. BROWDER-Typ unter allgemeineren Voraussetzungen uber E
'(strlkt-konvex, bel.) sowie fir spezielle n.d. Abblldungen
'(Afflnltaten, Isometrle,‘strenge Kontraktlonen) und geben

, : ",elnlge Iteratlonsverfahren an (TOEPLITZ- Verfahren, leltlerungenx'
| o " von PICARD-Folgen), welche gegen Fixpunkte n.d. Abblldungen

(statk oder schwach) konvergieren.
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'W NIETHAMMER Konvergenzbeschleunlgung be1 elnstuflgen
Iteratlonsverfahren T ' ’

,TGeTauflge 1terat1ve Verfahren zur Losung llnearer Glelchungs-i
‘systeme (z. B. Gesamt— und Elnzelschrlttverfahren "Succe531ve;
'n‘Over—Relaxatlon") lassen 31ch so beschrelben, daB fur den »1 |
5j:Anderungsvektor Hﬁ Xp- 'm 1 gilte Hm fT'Hm_ m1t dem
E’T‘ﬂﬂﬁtlonsoparator T. Konvergenz 11egt genau dann vor, wenn oL
iifalle Elgenwerte von T im Elnheltskrels llegen. W1r betrachten»ﬂ““"
_den Mlttelungsansatz (#) K1-- H1,,Km~_ s TKm'1+ s1Kﬁ 1+ ...+ skkm k'

| émlt St Sqt .. + sk;=,1. Man zelgt Dleser Ansatz laBt 51ch

- gew1nnen als rekur51ve Berechnung der Glleder einer Relhe ;..n

: ‘ELVJ(T) K1 =2 2; k d1e aus ‘ZL TJK durch Anwendung elnes
S A=A 4 JV”/‘ - ) S
_;_Summlerungsverfahrens S entsteht S 1st dabe1 das durch :
: sp =)' -
J;q(f) —--—»(~f— s1 ? ,h".,;— ?ka ) vermlttelte allgemelne

vt?iEuler-Verfahren. Benutzt man dlesen Zusammenhang, so erhalt man
i];Aussagen uber den "Konvergenzberelch“ von ( ) Belsplele fur :
fﬁik 1 und: k 2 zelgen, daB man auf dlese Welse zum elnen |
3?}Konvergenz in Fallen er21e1en kann, 1n denen dle Elgenwertein
.fgwelt auBerhalb des Elnheltskrelses llegen, zum anderen d1e

.' iﬁ*Konvergenz v1eler elnstuflger Verfahren beschleunlgen kann

;jEE.GEKELER; Relaxatlon bel elner Klasse nlchtllnearer .

Glelchungssysteme

i

Bei der numerischen thandlungudér Integraigleichungbfon."
‘n”dmmeTStein entsteht ein Gleichungssystem der Form .
X+ K F(X)__ 0, in dem die Matrix X vom Kern -der VHTePﬁui-

~leichung nerruhrt und F eine vektorwertlge bunktﬂon ist,

dcren k-te Komponente nur von der k- ten Komponente von X

z.oin:'ngt. Dieses Glelchungssystem gestattet in 31nnvoller

Weise die Anwendung von Relaxation sowohl bei der dlrekten,

Iteration als auch beim Newionverfahren. Am Beispiel der ‘

”heodoréen—Integralgleiéhung wverden einige speziellc“Ausé:-

sagen Uber den Relaxationsfaktor erldutert, die auch fﬁr"

den linearen Fall interessant sind. '
o®
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f*jB DORING Uber gewxsse Klassen von. Iteratlonsverfahren  :“

hoherer Ordnung in Banach Riumen - .;:

:H'fEhrm hat 1958 elne Mogllchkelt aufgezelgt :w1e man:

i 7i Iterat1onsverfahren hherer Ordnung unter Verwendung von ff5:
mj"fhoheren Ableltungen 1n sehr uber51chtllcher Welse kon—:flﬁ5uﬂ5
‘f? stru1eren kann Dabel W1rd vorausgesetzt daB 51ch dlese
.'*zAbleltungen lelcht bllden lassen, was z.B. be1 v1elen 1n
= &Ejder Prax1s auftretenden nlchtllnearen Integralglelchungen

"fﬂ'vom Hammersteln-Typ der Pall ist. Das Ehrmann sche Kon- fi'lﬂ?f

: “w;struktlonspr1n31p w1rd hler verallgemelnert und e1nem
"wQ,elnfachen Pr1nz1p zur Konstruktlon von verschledenen Klassen o

’i;'7von in glelcher Welse uber81chtllchen Iteratlonsverfahren

T?Qhoherer Ordnung untergeordnet Hleraus lassen 31ch eine j"wl'

,LfRelhe von blsher 1sollert vonelnander betrachteten Verfahren?n”

jfszw. Klassen von Verfahren ablelten. Das erwahnte Pr1nz1p

“ﬁgjbesteht 1n der auf verschledene Welse reallslerten Llnearl—‘?ff

wﬁi éis1erung der’ abgebrochenen Taylorrelhe der gegebenen Funktlonfé;»
"fﬁkan der Stelle Xy h1n51chtllch der durch Nullsetzen deflnler-yié
nl'ten Korrektur. Dlese Verfahren gelten formal auch in Banach~f€i
v*"'"-,Raumen. Es wird ein Satz mit Bewelssklzze angegeben, wonach - ‘
“ﬁ? unter ein und denselben schwachen ‘und pra ktisch lelcht nach-?*;
ﬁf{iprufbaren Bedlngungen die Ex1stenz und Elndeutlgkelt elnertfj
lzfiLosung einer Operatorglelchung, die Konvergenz, dle |
'?i(pos.—ganzz ) "schwache Ordnung" dleser Konvergenz sow1e
: “fFeh1erschranken fur die W1cht1gsten Klassen der konstrulexten  '

"ffVerfahren ges1chert s1nd DaB d1e Fehlerschranken - besonners

+.in Funktlonen-Raumen - wesentllch scharfer 31nd als die . bl,her
in ‘deér theratur bekannten, wird an einer gewohnllchen,‘ |
ua'e;ner unter- sowie iiberlinearen Hammerstein'schen Integral—,

gleighung und'éiném Matrix-Eigenwert-Problem illustfieff.
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}}nach v1e1en 1terat1ven Verfahren e1ne verfahrensunabhanglge *",

7. K.H.MULLER: Zum schwachen Zellensummenkrlterlum bei

;Bekanntllch konvergleren Gesamt— und Elnzelschrltt-
:verfahren zur Losung elnes llnearen Glelchungssystems
;Ax-- b,'wenn die Matrlx A das "schwache Zellensummen-‘;
fkrlterlum" erfullt und "nlcht zerfallt" Dlese Begrlffei
E?werden auf nlchtllneare Glelchungssysteme VerallgemelnertAgf
lund dle entsprechenden Konvergenzaussagen hergeleltet..: E
fAnwendungsmogllchkelten ergeben 51ch w1eder fur 11neare
’fGlelchungssysteme und d1e durch Approxlmatlon von Rand-f
.fwertaufgaben zwelter Ordnung be1 gewohnllchen leferen-'

:_tlalglelchungen entstehenden leferenzenglelchnngen.lw

};;KUPKA;fAbschatzﬁngéntﬁeigMatiiééhéiééhﬁértéufgaﬁénfHf""

f}Im AnschluB an dle Bestlmmung von Elgenvektoren zu

;freellen Matrlzenelgenwertaufgaben -&flf?f; 5

f{wobel Bx O auch als Losung'zahlen moge, 1st 1nsbesondere

=197

o nlchtllnearen Glelchungssystemen fﬂf“f%

S

(1)  ;f-%Bx ,7‘“.

ngbschatzung vonnoten. Neben der Abschatzung 1n Bezug auf

tielne exakte Losung (Vorwartsabschatzung) 1ntere331ert hauflg

i:dle Zuﬁthorlgkelt zum. Losungsberelch der "ungenauen Aufoabe"

(A + dA)x %(B + dB)x , N )
Claal e, I dBusp ~aa, 4B sonst_Beliebig,

';:wobel H...d dle Spektralnorm oder euklldlsche Norm fur"'

””HMatrlzen bedeute (Ruckwartsabschatzung) Ausgehend Von der

';'Identltat

Ax = ABx. oder Bx =0 {:} Ax@.'Bx - Bx®Ax = O

Forschungsgemeinschaft . o ' ' i : . T : @ J




?yfmlt ® als Tensorprodukt hler spez1 ll dyadlsches Produkt
ﬁf}bekommt man dle oenannten Abschatzungen nebst elnem Verfahren‘;

fﬁ?zur 1terat1ven Verbesserung Zur Ruckwartsabschatzung 31nd

?fnur Skalarprodukte zu berechnen, wahrend zur Vorwartsabschatzun

'fﬂelne Natrlzenlnver31on notlg 1st -N-”

(Hamburg) =
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