
MATHEMATISCHES· .FORSCHUNGSINSTITUT OBERVfOLFACH

Tag u n g s b e r ich t .22()910

Konvexe Körper, Geome.trische Ordnungen

Die diesjäh~ige Tagung IIKonvexe Körpe:r, Geometr·ische

Ordnungenll stand· unter der Leitung von D. Derry (Vanco~ver,

I<:anada), G. Ewald (Bochum) , 0.' Haupt (Erlangen) 'und

Po Scherk (Toronto, Kanada).

Auch in diesem Jahr hat sich die Zusammenlegung der
. ,Tagung über die Theorie der konvexen Körper einerseits

und der 'Tagung über die ~heorie der geometrischen Ord­
nungen andererseits wieder bestens' bewährt. Insbesondere
drückte sich dieses in mehreren Vorträgen aus, die' eine
Be-ziehung zwischen heiden Gebieten herstellten. Es \väre

zu begrüßen, wenn auch im nächsten Jahr beide Tag~gen'

gleichzeitig stattfinden könnten l
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"D. DERRY: Konvexe Hülle von den Polygonen der Ordnung n
in einem affinen Raum.

Es sei 1in : A1••• Ar ein Polygon der Ordnung n in einem
.reellen projektiven Raum LnJund Hn_1 eine Hyperebene, e
für welche Ai iHn _1 , 1~i~ r. Ist AiAi+1I"\Hn_1= p(~p)

so heißt die Seite Ai~i+1 endlich (unendlich). Es be-
. deute H(~n) die konvexe Hülle der Eckpunkte von TIn

. innerhalb des affinen Raumes Ln'Hn _1• Ein Bogen

AiAi +1• • .Ai +h vorirr n heißt ein maximaler Bogen.,~er Länge h,
wenn jede seiner Seiten unendlich ist f aber A. 1A. und

, . 0 ~- 1.

.Ai+h~i+h+1 beide ~endlich sind. Man nennt zwei Poygone
äqUivalent,. wenn es e,ine eineindeutige Zuordnung zwischen

den Eckpunkten von ;rn und· etn gibt mit der Eigenschaft,

daß H(~n) [Ai
1

, ••• ,Ai? dann und nur dann stÜtzt, wenn

H(G'n) [f(Ai ), •• .;f(Ai U stützt. ~(T(n) ist· der ZylJus,
1 n d ' .

den man erhält, wenn man jeder Seite ~.A. 1 die Zahl
~ ~+ ,
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o oder 1 zuordne.t, jenachdem ob sie endlich oder UIl­

endlic~ ist. Haben zwei Polygone weniger als n unend­
liche Seiten,· so hat man den·Satz: 1T~va;;:J{lr...):;;I{~)·
Haben zwei Polygone beide n unen~liche Seiten, da~-

ist ce ....,rr'P) dann und nur dann, wenn <a;, Ti;. beide dieselbe

Anzahl von maximalen Bögen der Länge 1, O~l~n, haben.

W.J. FIREY: Local behaviour of area fuhctions of

convex bodies.

Area functions ~p (K j W)/ () f P ~ '11f1jf a convex body k
in Euclidean n-spaee were introduced by W. Fenchel· and

·B. Jessen as well as A. D. Aleksandrov in 1938 as

measur~s over Borel sets ~ on the unit spherej] which
generali·ze elementary symmetrie functions of the principal

radii of the. boundary of K . Thus 5')<-1 CKj Go) , as the

generalization.of reciprocal Gauss curvature, is t4e.area

of that part of the boundary of K "whose spp.erical imag.e

.is CA). Aleksandrov noted that, if f ~ 4'1-;f , then Sr:' [J(jUJ)=O
.. whenever ev has only a finite number of points. As a

refinement of that observation: Sp (ki 'vg/.,)fAD~ 1t-P~?L-C«'J
where . Wo( is a disc bf geodesic radius 0<. <::. 7r121 0

.... is the diameter of k and A depends only on p arid?1.

This gives a new necessary condition for a measure over~·

Bqrel sets W to be, for preassigned p~M-1 ; an area

function 5p C. ki (,.J) for some K· ·

B.KIND: Höhere Ableitungen"von Distanz- und Stütz- .
funktion eines konvexen Körpers.

Sei K eine kompakte, konvexe Menge im ffin mit 0 ~int K.

Mit ·F: CRn_{OJ~lR werde die Distanzfunktion, mit

H: ~ ( lR,n; fR)-fOJ-?lR die Stützfunk~ion von K bezeichnet.

~s gilt:
Satz ·1:. Ist F k-mal stetig differenzierbar, k~2, und

die Gaußsehe Krümmung von bd K überall ungleich 0,
dann ist Hk-mal stetig differenzierbar.
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Satz 2: Ist F k-mal stetig differenzierbar, ~2, und

H 2-mal differenzierbar, dann ist die Gaußs~he

Krümmung von bd K überall ungleich O~

Die Beweise sind völlig koordinatenfrei.
Satz 1 und Satz 2 sind mit ihren Beweisen lokaler

Natur. Die Bedingung, daß K={!A e mn : F(u)~1} v I. o}
konvex ist, ist unwesentlich.

E. Grassmann: Charakterisierung von Projectivitäten

durch ordnungsgeometrische Eigenschaften.

Folgen~er Satz wird bewiesen:·

Vor: Es seien D Und E Gebiete der pr~jectiven Ebene
und f: D~E ein Homöomorphismus, der Bogen der festen
Ordnung k in Bogen der Ordnung· ~ 2k-1 'überführt.

Be~: f ist die Restrietion einer Projectivität.

G. EWALD: Über Geradensegmente auf dem Rand konvexer'

Körper

,Vor einigen Jahren hat V. Klee die Frage aUfgeworfen,.
ob.es auf dem Rande eines konvexen Körpers in jeder
Richtung ein Gerade:q.s'egment geben kann.' Fü.r Räume ~er

Dimension .~ 4 blieb die ~rage bisher offen. Sie ist
. nUnmehr in e'iner gemeinsamen Arbei t mi t Larman und

Rogers gelöst worden.

'R. PARK: The rank numbers of elementary points.

We consider only ares in real projective n-space pn

which have osculating space of every dimension· at
each point. Scherk introduced the characteristic of a

point on such a curve: (~o' ••• '«n-1). A P?int is elementary
on such a curve if it has a right and a left neighbourhood

e·
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of order n. The k-rallic of an are is the maximum-number

of osculating k-spaces which can meet an (n-k-1)-space.

The k-rank of a point in the minimum k-rank a neighbourhood
of p can possess.
Let p be an elementary point.

Theorem 1: If n=3 then 1-rank(p)= ~o+2o<,+o(2

n-k-1_
The aTem 2: .:>~__

i=o

i+k
·~OS~k-rank(p)..
J=l .

E. HEIL: Linienfamilien ebener konvexer Bereiche.

- -

~-·Bei einer strecken- und eckenfreien konvexen Kurve
bilden die Mittelparallelen (zwischen parallelen Tangenten)

-und die Schwerlinien (Mitten paralleler Sehnen) stetige

-Kurvenfamilien im Sinne Grünbaums. Die Menge M der Schnitt-
t

punkte ist für beide dieselbe. Der Rand von M liegt auf

.der Medialen (der Einhüllenden der r~ittelparalle.len) •
Die Mediale ist gleich der Einhüllenden der Schwerlinien.

. .

und gleich dem Ort der Durchmessermitten. Durch jeden

Punkt von M gehen mindestens 4 Normalen und 6 Affin-

- normalen. VermutUl1.g: -Die Mediale liegt "irmerhalb" der·

"Evolute und der Affinevolute~

. H. KüNNETH: Entartete Limiten von Ordnungscharakteris"tiken.

In einem System k von Ordn-ungscharakte·ristiken (aCh)

-_ .m~ t e1,ner G;r@dzah.l k>3 gibt es i.mmer k-tupel von Pun}rten
de's Grundgebietes, durch die k·eine aCh gent, und nicht

jeder Limes eine Folge konvergi~render aCh ist eine aCh.
Es gilt aber:. Jede maximale k-entartete Menge ist -abge­

schlossen und Randmenge; wenn k das Grundgebiet überdeck~.

Jeder.Limes einer Folge konvergierender OCÄ ist 06h oder
k-entartet~ Menge, wenn das G~unagebiet die projektive

oder affine Ebene ist. Für k>3 ist jede k-ordinäre Menge
.. _: Randmenge •
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G. VALETTE: About some normed vector spaces consisting

of classes of c-onvex bodies.

It has been proved by Rad~tI'öm that the spaces ~ n
of all convex bodies of R app·ears as a 'generatingcone

of a normed vector spaceso( ; furthermore, the metric, n, -
of the norm is, on the cone, equal to the Hausdorff

metric. These properties may be used to construct,easily a

family Qf normed vector spaces consisting of classes 'of

convex bodies. Some of these spac~s were already considered

by' Ewald and Shephard, but with other norms; we prove that'
,th~y are nevertheless equivalent. A f~damental problem
in this study is the determination of "interesting ll closed

subspaces of fl2v n. We prove that the subspace ~ n generated
bY,the bodies of cons~ant width is not 6losed in~ n'
although the bodies of constant width form a cl~sed subset

OfJ<n. We also characteriae the closure of~ n.

R. SCHNEIDER: Krümmungsschwerpunkte.

Jedem konvexen Körper K der Dimension~ r-1 im n-dimen­
sionalen euklidischen Raum läßt sich ein Punkt S (K)

1 - r
(r€{1,2, ••• ,n+1j) zuordnen derart, daß Sr(K) für e1~r~n!und hinreichend glatte Körper der Schwerpunkt des _

Randes von K ist, wenn dieser mit der (n-r)-te'n elementar~

symmetrischen Funktion der Hauptkrümmungen als Massen-'
dichte belegt wird. Speziell ist S1 der Steinerpunkt,

Sn der Oberflächenschwerp~t; Sn+1, sei ,der gewöhnliche

Schwerpunkt. Satz 1: Eine Abbildung r ~~_~En(~~= Menge i
der mindestens' i~dimensionalenKörper des En , rE. b,· .. ,n+1J):
stimmt genau dann mitSrüberein, wenn sie die folg,enden :

'-Eigenschaften hat-: -(1) ~ewegungsäquivarianz, d.h.'. ' I

V(TK)=T~(K) für alle Bewegungen T des En , (2) gewogene
Additivität mit Gewicht Vr _1 (=;= Quermaßintegral Wn+1- r ),

d.h•. Vr-1 (KvK)'f(KvK)+Vr-1 (Kf\K)9'(KtlK) =Vr _1 (K) r(K)+ ,

.• Vr - 1 (~)ep(K) _ falls K,K, KvKE~~_1' (3) Stetigkeit~ 'Dies'er
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Satz ist analog zu einer Kennzeichnung der Quermaß­
integrale durch Hadwiger; er -läßt sich zurückführen auf
den folgenden Satz 2: Ist r ~~En eine Abbildung mit .

. . 0

den Eigenschaften (,".. ) Bewegungsäquivarianz, (2') .

Additivitätim Minkowskischen Sinn, d.h. ~(K+K)=r(K)+?(K),

(3') Stetigkeit, so ist Cf (K) der ·Steinerpunkt.

T. ROMAN: Gruppen von verallgemeinerten Symmetrien.

Es werden Arbeitsmethoden und Resultate gegeben für ein-
und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten wie: Rosetten,

Bandornamente, Kolumnen und Ornamente, in welchen die

verallgemeinerten Symmetrien als W -Trallsfbrmationen der
entsprechend.en Mannigfaltigkeit~n in s·i,ch selbst ~efiniert

sind, also.außer Isometrien treten auch ihre logQrithmischen

Transformierten, Inversionen in Be~ug a~ eknen Pol,
. I

Ho'mothetieen in Bezug auf einen Pol , Ähnlichkeiten und
. -

zusammengesetzte Transformationen der vorhergehenden auf. ,"

K. 'Strambach: Sphärische Kreisebenen, geometrische

OrdnUTIßen und konvexe Körper.

AmIBeispiel von sphärischen Kreipebenen (das sind auf
der 2-Sphäre' realisierbare ·Geometrien, indem man dort
ein System (von .Jordankurven so auswählt, daß durch
(lre'i verschiedene Punkte ge;nau eine' Kurve aus :?f geht)

'wu~den Anwendungen der Theorie der geometrischen Ordnungen

und der Theorie der konvexen ~örper auf Grundlagen der
Geometrie diskutiert.

M. STOKA: Formules integrales concernant les systemes
da figures convexes aleatoires.

Soit E3 l'espace euclidien a trois dimensions, Ko un

c~r]ls convexe fixe de volume Vo. et dont la frontier~ dKo:
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a l'aire S~ et l'int~grale de la courbure moyenne

Roet {K1 , ••,. ,Km1 un systeme de m corps' convexes

'aleatoires, "independants mais egaux 'entre "eux, da volume
V et dont lee frontieres ont 1 t aire S et 1 '""integrale de

la courbure moyenne H.. Soit X: la figurEt obtenue comme

intersection seulement a,; des m corps convexes et V' ~

le volume du corps Kon:K~. A10rs, si nous notons par

dK 1a mesure elementaire cinematique dans l' espace E~, .!.

· nous .avonj17;: Jk
1

, .. AK
m

~ (~) ( ( rr~v)?-[g rr'l~ ~2rr(So ~hSH~M-~i .

I Kot'l k.. i '" ,., Ko" k~* q'J . e1

rNous avons des formules analogues pour l'aire sm du

~(Ko"1<~ et pour un espace V2 a. courbure constante.

. W. WEIL: Über die Projektionenkörper konvexer Po1~tope.

, '

~ .

• I

", "

1
.i

;
i

, Ä

"Sei 7<' die 1fen'ge aller konvexen, zu 0 symmetrischen

Polytope mit inneren Punkten im En , n~2. 'Sei P die Ab-'

bildung, die jedem KG 7e seinen. Pro jektionenkörper PI{

'zuordnet. P ist eineindeutig und es gilt für n23
1(~ P)(~ •• •IP~ :~n piJ(~ {O. Ist K€P';(, so ist Kein

'. Zonotop (endliche Sf~eckensumme) mit der Stützfunktion 'e
HK(u)= ~Jfx,u,>If4K(dx), . u€-Sn-1. Dabei tst das erZeUgend~_1
Maß;WK ein diskretes Maß auf den Borelteilmengen von S •

Der Träger von JAK heiße invariant, wenn die Menge der.

Schnittpunkte von'V~rbindungshyperkreisenvon Punkten
aus dem Träger gleich d~m Träger ist •.Ein .konvexer ICörper K

heiße Häufungspunkt einer Proj.ektionenfqlge, wenn: es einen,"
," . /'/.

konvex~n KÖJ'J?.:,r K, eine Folge ji ,und ~ahlen o(j.'> 0 gibt
·mit lim«. P ~K=K. Dann wird P~wie folgt charäkterisiert~

i~ Ji .

Satz: Sei n;?3j fÜr ICtp)( sind äq'!livalent:

(~) K6P~1<'

(b.) Vs~03K( s ) : pSK( s ) =K

.(c) Träger vonjlK' ist invariant .

(4) K ist für gerades n Summe von ~ zentralsymmetrischen

Polygonen. K ist für ungerades n Summe von n21 zentral­
'symmetris~~enPolygon~nund einer Str~cke                                   
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(e) p2K=I\K für ein A:J 0

(f) I' K ist Häufungspunkt einer Proj ektionenfolge •
•

Für n=2 gilt ~=/(.
Zum Beweiß werden wesentlich die schon von KELLY~ MOSER
und COXETER benutzten projektiven Diagramme g~braucht.

J. TURGEON: Fondements d'une th~orie generale da la,
differentiabilite, de la caracteristigue

•
et de l'ordre des courbes planes~

II s' agi t d' etab.lier les fondements d I une theorie
generale qui englobe, comme cas particuliers, les

'geometries ou differentiabilite, caracteristique et
ordre sont definis a l'eide de droites (en pa~ticulier

dans les travaux 'de P. Scherk), de cercl.es (Scher~ et
.. " Lane) f de coniques (Lane et Singh') ou d,e gr~phes de

'polYnemes (theorie encore peu explore.e f inspiree da

Popoviciu) •

N. D. LANE: Generalized Differentiabili~y. Charact"eristik

and Order.

N~D. Lane, Peter Scherk a~d Jean Turgeon are laying the

foundations of generali"zed theory of differentiabili ty,

.characteristic and order, which includes, as 'particular
cases, the projective differentiability of "Scherk, 'the
conformal differentiability of Lane and Scherk, the conical
differentiability of Lane and Singh and the generalized

parabolic differenti~bil~ty of Popoviciu.

0.. HAUPT: Über einen 2n-Scheite'lsatz.

," :: Es wird ei.n Satz über die' Anz.ahl "von k-Scheiteln auf

einem Bogen bzw•. einer Kurve in' einem" System d( von

O~d.nungscharakteristikenbewiesen.(vergI. Haupt - Künneth,

Geometrische Ordnungen, Springer 1967)

                                   
                                                                                                       ©



- 10 -

J.M. WILLS: Gitterpunkte, und Volumen-Oberfläche-V'erhältnis'

l{onvexer I(örper.

• ~f

Zu einem konvexen I{ör:per KC Rn seien V(lC) sein Volumen,

F(K) seine Oberfläche und· G(K) die Anzahl der Gitterpunkte

in K. Weiter sei m eine natürliche Zahl und s(m,n)=sup~fK~L... 6AA~ 0
Für. mZ. 1, n~1 ist tr:l.vialervieise s(m,n)~s(m+1,n) und

s(m,1 )-1 · V/eiter s(m,n)~~ und s(m1+m2,n)~s(m1,n)+s(m2 ,n)

d d 1~ ( ~mun araus 2- 8 m,nJ- 2.

~.ist wahrscheinlich·nicht die beste Konstante. Dazu zwei e
Vermutungen: 1) s(m,n)~s(m,n+1); 2) Zu jedem m gibt es

· · t ( ) 1 f··'.eJ.n n o m~ s m,n =' 2 ur ~no.

Hadwiger bewierAnfang 1976: s(1,n)= 1für n~1.

Beweismethoden, ve:rwandte'Ergebnisse wie:

" VP(~ V K'KCK =:> F K <:~ F K' und n i·st optimal; und Vermutungen wie:·

rF~V+(n-1 )V. (r: Inkugelradiu.s; V.: Inkugelvolumen) 'werden
. 1 ~

skizziert.

P. SCHERK: Über Kurven (n+1)-ter Ordnung im Rn. .e
Auf einer differenzierbaren Kurve (n+1)-ter Ordnung
·im Rn' werden ternäre Korrespondenzen definiert: Seien
a 1 , a2 , a

3
nichtnegative ganze Zahlen mit a 1+a2+a3=n-3.

Das geordnete Tripel ~=(s1,s2,s3) habe die Eigenschaft,
daß es ein4lspezielles"(n~2)-flachgibt, das die Kurve

,',i:p. s. genau a. -fach trifft; i=1, 2,. 3.' Die ternäre
1 ~ . ' . .

I<:orrespondenz Ta·1ä2:ä 3 ist die Menge der Tripel 1:'. Die .
Korrespond~nz Tn-3~oo ist äquivalent zur Abbildune t n- 3 ,o.·
.Imi·:allgeme~n~en::Fallekönrlen die si mit Vielfachheite~

versehen werden. Die Stetigkeit und Richtung, werden be­

stimmt, fall'shöchstens ~iil. si mellrfach ist. Vgl. Canad•
. ···J.Ma~h. '19(1967), 1042-1'061.',
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John R. REAY: Caratheodory type theorems in Ecl(hoff spac-es.

Various attempts have been made to place convexity in

an axiomatic setting. Recently J. Eckhoff has considered 0­

the classic theorem of Radon in setveral different
settings. Most of his work i8 done in what we call an
Eckhoff space, i.e., 'in a finite product of euclidean

spaces where convex sets are defined as the cartesian

products of usual convex sets in each component space.
The closely related theorem of Caratheodory and its
various generalizations ·will be considered in this setting.
Thefolloowing theor~m i8 typical of the resul ts obtained.

E(XJ denotes the generalized convex hull of the set X in
an Eckhoff space.

THEOREM: If Xis any subset of an Eckhoff space E=rr~ 1E .1= J.
. .

of dimension d=~di and if p €E(X), .then p €E(Y) for some

yC X wi th card Y='df[" where $ = 1 if n = 1 and cf == 0 if

n>1. Furthermore, if m = card Y i8 the cardinality of a ­
smallest. subset Y of X for which pt: B(Y), then p c.·int~{Y)
~ where max (O,m.=n) ~ r .L:.. (m-1). (card { di :d~m])+ .

- +~dl'"' .:/ d .•.•~m ~
. J.. .,

. .

F. Klei-n (Boch\U!l)

f\' ..
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