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:Geometrie

.40/1971 .'

26.·9. bis 2.10·.1971·.·.

. Die diesjährige Geoemt·rietagung.·.st·a~dun·t·er'..der.. Leitu·ng

. v'on P ~ Dombr6wsk'i" (Köln) ···und.· K. Leichtweiß (Stuttgart) ,.' '.'

,Eine' bedrohliche, W·asseinot· lit:ß es·' angebracht e'rsche,inen: I '~,." ~.

die .Tag~ng·.auf vier Tage.' zl.:l· v"~rkürzen,: wpdurch" eine er- ,

hebi'iche .Str?l-ffungdes vort,ragsprOgramnu';'notwendig :wurde .

...... Die. The~enkreise'der· diesjährigen" Tagung war'en: :' .

.' 'Ri~ma~nsche .~annig~~itigkeiten, allgemeine 'Topo16gi~,

~lasiische Diffe~entialgeometrie,'L~riiengeometrie', Kine-.

'matik, Elementargeometrie ,geometrische' Ordnungen und' An....; . .
. .

wendu~.gen .der.··. Di+fe.~entia.lgl.ei~~~n(.fen.auf die ~eometr·ie.•.~: " .:' :

:a~söncie·r,s. eindruck~·vOll ... :~rs'Ghien I daß '.viele .Frages.tel~ungen·.;,

die:in·d.er·ietztjäh~igEmGeometrietagungzurSprache kamen,.
. . '.

ein~·befriedigende.Lösung.erführen~· M~gen'die: za~~reichen

.' Disk~ssionsbeiträgederdiesj ährigen: Tagung eine ebenso ~'."
. ., ~ ~ . . .

, ,,'.. ' .·:reiche Er~'te,,'ar:t :,geornetr ischen. Resultaten 'einbringen!
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:~ ,Vortragsauszüge
.. _ ..

. .
• .. # ~ ~ .. • ~ _ .... '.. a

" :G'" 'AuMANN:'Üb~r -Kontaktrela:tionen un~ 'Hullen~.perationen
.- "

. .... :qer" .jegliche" 'direkte ··Motivation missen.den .Einführung ein.er :r.qp.ologie

.• (X,' O(Y .mittels ~ines(d,S)-syste~s·.<} vonTeilm~ng~i1'von X ,~ird :'eine

anschauiiche 'Einführurigmittels des Begriffs' ,des BerührungsP.11nktes·, .'

nämli.ch .eine'r,:R~lation,';r.' ,< ·'X·x ~x gegenübe~gestel,l t'.,. 'Ken'rtz'eich­

nende" Eigenschaften für, r., ergeben sich ',a~Bd'em BeispieL .des"In-' <
, "teressenkontaktes" der: 'So'ziologie :~'Bezei~l:metj(x) die 'l"1enge' der '.', '

Interessen des "Individuums",'· x einer llG~Sellschaftn,X~, so:' heißt x'·,'

, , in Kontäkt mi t'der,llGruppe'uy,(c X) ;·"üiZeichen 'x t' Y, gena~ dan:n,:

:' ~ennj (x) ( Ur j(y) :y. ':-t:,.y J '. Di~zur'gehörige' Hüllenoperation .

h: lx -l2.Xergibt'sich aus. '. x 0' y <f . ~"x· €' llY , was zugleIch die

•. ,' bijektiv:e Beziehung zwischen Kontakten rund Hülleilh in X~e'r- :

, :: mi t.tel t ~ .De"n, (e"ine'n "Kon,takt 11 ·":definierende.n). .Eigenschaften': der, Re-'· ".'

. flexi vi tät, Monotonie und Infektivität.von.r ' entsprechen die (eine'

: "HUlle"hdefinierenden) Eigenschaften de~Extensi~ität, Isotonie'

und Idempotenz . Es Wurde'n verschiedene 'direkte Konst~uktionenvon

. Kontaktrelationenund Hüllenoperation'en .mitgeteilt .. '-0: ~ a •. zeigt 'sich,

"'.' , daß mit eine~ belle.bigen ,,"J{,(. .1 x·durch' . )

x ö Y: '~,:/\H E 'Je,',{XEH, ~.. Hn'y: t 'y5 )., ,jede"beliebige,'
, ,

:" KO,ntak"trela·tio.n ~ erklärt ·werde:p.· kann ,und 'daß" diese' mi,t"· dem _,durch

':: die Interess~nfunktionx ~ j (x)' ': =' [ H H E: ''Je. A, X € 'R1 .
definierbar~n. Int,eressenkontakt.identisch ist.' Topölogische ·Kontakte

. ergeben s~eh, wenn' h zusätzlich ,dist·ributiv ist und h~, ,= ~ ist .

(Li t ~: G,...AUpiann, : Si,t"z . Ber ~ Bay. Aka~. d ~ Wi s~ •.,1 9.70'/71,.) .'.

ST. ·BILINSKI: . 'Einige Ptolemäische Sätze
, .

Nach~d~~ einleitenden Beirac~tun~cn'~~e~ Zw~iindizesfig~reri uhd
. .

. über Ptolemäische "'Sätze .werden" einige' .:peue, "~olclle' Sätze :t;ür gewisse.

.- einfache Punktfiguren. und Geradenfi'gurengeg~ben.Dann wird' auch,
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Mann.igfal tigkei ten' ._,', '.~

die .. Frage: geste'llt ,:" o.b solche" Zweiin~d.izesfi·gu'renbes'tehen, welche

mehrere' Ptolemäische Funktio~en haben können.' Zu diesem Zweck wird .' .....
. .

·der Be.griff· einer 111iriear:"'addi·tivenH . Zweiindiz·e,sfunktl.on· eingeführt •.

: ~nd' .~ür .solche..Figurep., für welche' ma~n eine line~r-additive Zweiin-· ,.....

dizesfunktion definieren kann,wird durch Auf19sung .einer zyklischen.'

Funktionalgleichung bewiesen,' daß sie: dr~i '~er~chiedene'Pto18mäische
Funl:<tionen' haben. ·.Es werden Beispiele" sol·cher. Figuren' gegeben und,.:' ',A' .'

. . . .

aus dem allgemein bewiesenen Satz eine Reihe neuer Sätze und einige ."
. .

',Erwei t,e:r;u~1.gen .·sc.hon· ..bekannte~: Satze .. ~bgelei tet •.. '

. .

p'. DOMBROWSKI:" Frenet-Theorie 'füre ct:'_ Abbildungen in riE~manrischen':

-.Daten::· m,' n c. IN+ , N n-dimensionale riemannscheC oo ;"Mannigfaltig-" '..
. .

.kei t mit LEVI-CIVITA-kovariahter . Ableitung \J • .M rn-dimensionale.

C'()O -. Mannigfaltigkeit, .f:M-N .... COo1
-. Abbildung (nicht· notwendig '.

Immersion !)'. . . . . . •. '. .... .
Defini tion: . Für r€ lN+und C 0<'._ Vektorfelder X1 ' • ~ •• ,Xrvon Mauf ..'

G .(offen·inM) definiert man \lr f (X.q ... X'r)( =' r-te:kovariante Ablei-:-··

tung von f· bezüglichX
1

, •.••• ,Xr ) als .(ein aufü .definiertes) . " .

."e .00'._ .Vektorfeld 'in' N· längs f~' ·.rekursiv '9-urch': ': ',' ....

\7'1 f (t<1)':= f* )(~I 'V r + 4f (~")": J X'r..... ):= 'lX,,( \7rJ {X1 ) ... ~Xr+.c)l:~ ....
.·Für '.p.€ M .und .r € lN"+ ·U. {oo:\.ist .der" \.1. -·.Schrni·~graum· r-'ter .Or.dnup.g. ..'

. von'i. ~np". definiert.' alß .f~lge~deruntervektorraum.von Tf(p)N: •...

1:'; :=' Spanl1R{ V~JO~'''I'''1 i~ )1'1 (~'€N+)A(~'~ r}A c.~.. )..:..',X~:'CoO-Vektorf'.voM4t

Dann heißt f ~ M-.:. N .von konstantem.' V -schmiegr;~ng 's ( E IN)" ge~au' "i' ..

: .. ' "'M" ~ N· -.. ..:,....... . ....., .' '(' .
dann, wenn .. '9 -d.imlR '1:'; 'konstant auf M.. Dann gilt'cler ' ... ~. .: .

Satz': Daten (wie .oben) und sei f:' M-N von l{onstantem Schmiegrang s ~, .'

Sei ·.P € Mund 'esgebe ··eine'..·s-dimensionale ..totalg·eodätisc.he ··e 00, -. Un~er-.·

nia~nigfaltigkei t S.t- N mi t 1:;= i*lf(r)S~ Dan~. gibt es eine. UmgebungiU· ..
•• • po • • • ". •• • • •• ",

von· pin M mit f(U)·C ·S·.~ .', .'.. .1
.' . ',' , ,... ..... " . ..}

Es Wurde. gez'elg't"," daß. die (dem ·Vortr.agel1-den·) . ·beka:p.nten 'klassis'che~ ' .

. 'Kri'terien für analoge' Aus~agen'im F.alle. N=!Rn oder N vOrikonstanier

Krümmung Spezialfälle hier~on sind. DieListe~der vom VortragendeA
. . ' .... I

..' . , '. I

. f ",:
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zitierten' methodischen Vorläufer R. W. POHL (~962.), FELDMAN .( 1963/64)

und 8 .. 8. eHERN (19.70) wurde von K.H. WE.rSE durch einen freundlichen
.. -.. . ...

;Hinweis,. auf Arbeiten ~qn' W. MAYER (1"928..und:' 1935 y e'rgäl1zt.

. .

'. R.Z. DOMIATY: Über die Topologisierung metrischer.Räume
- - . .

.. Untersuchungen 'im Zusamm~enhang mit'metrlschen Räumen 'mit einer

, 'Eleme~tar+änge Cersch~' Monatsh .. · f. Math.) haben.die· Frage aufgewor...:..·.

- : fen, ob' ~~n einem Uletrischen Raum· (R, d.) and~re Topologien als. die. '

·naturlich+.'+-d zuordnen kann. Eine solche Möglichkeit'gibt d.ie

Defirti tion: Eine· Topoiogi~ . ''}auf RhEiißt" ri'lit derMetrikd: verträ'g­

lich,..·wen~ die ·abgfischlo~senen.·KugelnB(a,ß) := t X I d(a,x)~ßl
'abgeschlossene Menge~' bezüglich ',' 't-' sind. ' . :

. V sei, die': Menge· aller .... mi.~' ~dverträglichen T.opologien ...In.·V "läßt ". ,
'. .' .' . *" '

. sich' eine; gröbste Topologie· "~d in 'natürlicher Weise auszeichnen .

. Ordnet ma~'(R,d)' die Topologie. '•. t iE-d zu, so treten verschiedene

'~euartige..SitUEttionen .u.n~,'Probl,eme.'auf. :

D.FERUS: 'Starrheit vollstElndiger Hyperflächen
. . '

. Es .wird ·e~n· ne,ue~e, .B·eweis ,'des ,.folgenden,., ,te~lwei.se·;'.bekannt~~' Satzes ....

. gegeben:' . . . .... ..' , . ,

Satz: . ..", .. " ".. ' ..
, .

'. Vor:. M vollständige, ,·z·u~ariuneil.hängende, riemannsche n": .Mannigfaltig-
" . . . ~ ,..' .'. , N ..

:' 'keit, 'n ~ 3 ..M (n~t )-.~~mensionale Raumform der ~rümmui?-g. ~."

.·f.: M -M. isometrische.Immersion. Es.,ge1te AUndB: .

A: Das' KompleIhe'p.t ,de'r' 'Fla(~hpurikte"'von f' ,ist zusammenhängend'
. '. ' .. ' . " . ~

. '. '. " oder' M' ist: kompakt ~nd', Schnittkrümmung von, M ~ k~'

B: Menthält'keine vollständige (n-2)-dimensionaleUnter.;..'
:1' .' '.• .'

. ' ~;annigfaltigkei t ~,'. so daß '.f IL .tQtal geodätisch ist·' 'oder· ,,' ..
, . ",..., ". ' .

, . k.~ 0 und·.M .:kompakt.·öder k '> 0 und n~4~

Beh: f', ist starr~"

P. FRANZ'KE:' Starrhei t vollständiger Hyperflächen.: ".

. x:' M: - MI . sei is~metrische' Immersion, wobei .M n'-diin~, Riemann-

, . Mannigfaltigkeit' (n ::::2), MI (m+~)-dim. Rieina~n-Mannigfaltigkeit

.von konstanter, S'chn'i ttkr~ß:llIlung ist <.!l' ~ 1 ) • ,Es wurden ·fol·ge.nde
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. Fl~chenklassen linter',sucht:·

'Je. = t x (M) C MI I mt tt·lere:KrümmungH. = konst. } . .

)(.*= {x (M) ( M' I Immersion mit para.llel·~·ri mittleren Krümmungsn~rinalen}.....•.
, ,

;W,= { x CM)CM'.I h.,( -<'j = k(ot) ~ij }.' .....:

lt*~ {x (M)(M'.' ~(M)t,re. A. !:.t Ck ("'))~ 4=OJ:. "

. re. 'ti' ={x (M) c M' IA,~AI, 1f = mittle~~Kr.ü~ungs~o~male}'

. Lemma: ar x ( t1)e Je Jt- • '.' !>. X (H) E:. "Je., .

b) x (M)' Ere*. '. 9> x(M) E· re. **
c) x (Ml € 'rt H< .' ~.H :~(~~,f ~ )"12-.

.,. , "*' i. Q..

'X .( M) E, 'Je ',~
", . ~* .",. r • '. ~ •

)< .f M) :' ~ . , 'lt i .. ·,·' . , ,:', •
, "

... Zu· d)' wird das Beispiel x = (Cl Ccis ~ I 0.. sin~ I . b ~s v:, '. h si-n v.) .. '
, ,

~ngegeb'en •

Satz: x: M'~ Rn +m

a) .x 01) el'e*" • ~. x.(H) ist 'minimale Unte;ma~nigfaltigkei t "

einer .Hypersphäre . . . '< '. .' , .' " __ , •'. ".,'" . **' , '. '* - ".', ~. ':.' .' . '.' . "'.'., '. ," .. .
" .' .1?)- ,x (M). E ,rt" ,~(M) E ~ 4 ~ .x·(M) l'st" IDln'lmale ,:.Unterm~nnlgf~l.-.,

tigkei t einer Hypersphäre ; falls ~). +- 0..:' ..'

LeIlL.lla: x: M·- M:.dim M = '2, Mt~polbgisch.eine Kugel, x (1) €.~*
. ' '()' 1t ~ ~, ~ x' ~ .E • '. "

.. ~~ . .

........ Satz : x:. 1\'1 ~ M' wie" in' .obigem :Lemni·~':.~ 'X"(M) .' ist' mini~?-leUnter~.:·

"manni,gfa~ ti,g:kei't" ei'ne'r Hy:persphäre·.··· .

,4 ••

E·. ··GLÄSSNER·: 11,':" Minirhalfläch·en. .' , .' , ,

.' Unter' II-rJIinimalflächenverstehtina~Extremalfl~~~ender' K~~s~~c4,.

'.. ' für die die.erste Variat.ion ..... dOll ·der· li-Oberfläche' oll' .....

. ''''("011.= "ff VLdut du2 ,·· w6be~ L' die Determinante'.der· 2 .Gruri~form..

•

•' •. ·i.st). bei :festg~haltenem.Rand' ve~schwindet•. '· Eine no~wendigeund hin-.

reichende Bedingung dafür ist· d.ie Differentialgleichung: . .
.' . 1 ..,.... , ": .... '... ',..', , .. ' .. ', .'. . .' '

·H
rI

:· .=}.I +·····2· '6
11

' .1D..{K":'''';O •. ' .:.' ... ' .'.' .

Problem von Björling::Dur~h','~inenvorgegebe'nei~'analytischen :Strei~; ­

fen gibt··es.genau·· dann· ein'e' a~alyt~sche .II~Minimalfl·äche; wenl1man·.

außer· den 3 Streifem-Invariantert noch die Normälkrümmungsamt Ablei-·.·
. .. . ~.' ~ .. ", ~ ". ' ... ~ .. ~
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tung n~ch u 2 de~ Linien u·1 "= konst. entlang. der Streifenkurve· .
2 .

u .= 0 "'vorgibt.
" .

Gleichzei tigkei tspr'oblem: Die. reellen und 'kömplexe.n We·ndelflächell- ...

. und die Liesch~ Minimalfläche sind die einzigen .~-Minimalf·lä~hen.,
" .

di~ gleichzeitig II~Minimalflächen sind •.' ' .. '.

Problem von· 'Catala~: '·Die .einzigen Reg~lflächen unter den II-Mini~.
, .

. malfläche,n sind.' die .ger~den·Konoide und die. Liesche ·Minimalfläche ..
- .....' . ... . _... .

,Sämtliche Beweise" \verden ii:t>er die "beiden Grun·dformen·gefü·hrt.•

. '. w. GRI~:· Kl·assifikation.: ~:er K3.,3. - Flächen vonLa~e,....' .

. " Die 'Fläche"n von· LANE (1938)",sind·· CLIFFORDsche' Schiebfläc·hen··des

·is·otrbpen· Raumes mit· der Quaternlonendarste·llung ~(u; v)~p(u)q( v)"
. . . ..'. . . '. .. ." ···.1"·2· .... .' .. '1 . 2 1 3-' · .... '.' '- .." '. .l' 2 '.' .

,,,,obel p(u)=eo+(du+2cu )e 1+(bu +2au )e 2+bu e 3 ;q(.v)=eö""".(Dvt2Cv )e1-+

.··+(BV+~Av2)e2+~~3e3·mi~: ~d~bc=1 u~d' AD-BG=1 ist. 'Die Linien:·.. ·.. ····

~=konst ~ undv=k~nst. sind· ihre lrubisch~n·AsyIDptoterilinien.

:1.' (-Für aC+Ac=O· sin:d~ieK3-, 3-Flächen8 .terOrdriullEund Klasse d·er··.. ·

..... Art. ',e mit. der .p~ojek~iven· Normalfo~m· .... , "

....:. (-38-84xY+9J22y2+18xyz~60z+9z2~32x3- 32y3 )2=(24z'~8xy~38') 2 (1+'xy- 3z) ~ ..
. • '.. • •• _ •• - . ~ • • • . ' • t . •

Si~ besitzen' eiTle.' rationaie'G;atlirtie6 .ter Ordnu~g und. '~ine ..' '.
. . Parabel als' Doppe'lku.t-ve ~ " . .. . . . . . .' '.

. ....

2 • Für aC+Ac=.O sind sie .K3 , 3~Flächen.der Art Dund können:a~f eine'
": .. " der folgenden' N·orma~~.ormen g~b:r:a~ht .we'rd'en:· .. ...,. '.' : .

" ..:·a)9(z-3Xy+2X3-;2=32(X2-y)3. (ENRIQUES')'" .' '.' .~:. '-
. .' ) .

..... 'b)' 9z2~1-6C2y-x2)3·. (STRUBE:CKER)·;.·... . •.. '.'>'.:: ::'
~ ",. .,:4 .."2 .'.. .,.. . . . .... ~ .. -.... '. - . ~ .-". .'. . . ,.' ..

.' c) , 3x ~Y . +6xz:;;O.: ". . . ;..,.. .:.'"... " .... . '.'

" ~ .. .
" '.... . ~ .. . .' .

'H~GRPH:' 1-dimensional orbits "in flat·projective planes'

In ·Arch.r.1ath .. 1962 (13~ .98-109) Lemma 10~ 11·.···H. Sal~mann.~howed

.. that .the·: 1-dimensional' orbit .~{the· automorphisin group' aP "of a' ..

"hyperbolic" pro.jec.tive·: ,plane. P i8 an' o~al by using the~fact.that

~p ~·PSL2(R).. The purpose ofthispaper is 'to investigate for:

arbi trary flatpro.jecti \Te planes p. orbits of ·.1-d.imensional
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,
t·.. . '. ... " .

subgraups 6' .af ~p ~ .·Dur main. resul t .(~heorem .3) 'is that· such orqi ts,
I· . . .... . .

. :?nless they are contained in a, line, :are .always ovalsif 6~S1 ....

.' (jCircl~.· Group) ,. ··includi.rig·· the. 'abo've res'ul~. Ir· ß~R' (reals ), ,.the :.

'~i tuation is·more co~plicat~d, but the orbits are e ither "spirals"·
I . . . . ., .' ,

dr "nearly'.'·: ovals. These resul ts: will 'be ·a.n ·essent.ial tool. in the' ,:'
t '. ". .'

·ctlas.sif~cation·af fla.t·p.rojective ,planes 'with dirn .§:p,' = 2.' .
I.. " " .'. . " .'

9~ .HAUPT : Zur ordriungstreuen Erweiterung eben·er Bogeil ..
!, .....

·~e·trachtet werden d~e':ein~ach" ~ur.chlaufbaren·Bogen'· u~d Kur,veT:l" .:~n, . '.,. .
J. ,... . .
~opol.ogis·ch· pro jektiyen' Ebe,nen 'vom' schwac'hen Punktord:nungswer·t. ·Dre~.. .

... Es . werden alle 'ordnungstreuen'rnaxiinalen~rweiterungen' soicher Bogen ..•.

und. Kurven. ·bestimnit. "All'e Bog'ensind entha.l ten. in' m~xtmal'en K~rven .. '
. ~ . . ;. . . ~ . ~ ~

od,er maximalen Bogen •. ·Es gibt Kurven, die maximal' nur' zu.- 'Bo,g,en
. . .."

ördnungstre~'erweite~bars~nd~ . (Bericht über,.eine Arbeit ·gemeinsam.

m~t, H. Künne·th). >.' ,'.
, . .

E.H.EIL: Geometrisches zur Rilltsehen' Differentia·lg'le.ichu'ng·. '.:.

. Zwei .Basislösungen ..x<1 (·tl. f Xl. (tl der· Differemti·algleichung x'+'), p(-!:) x ':"0 , ...

. '1' ? Ö, 1> Cl + w) = -p (i:) ·.• ·gebendie Parameterdarstellung einer ebenen

.. ·lokal;..konvexen Kurve • Floquet-Theorieundein $8:ti von Ljapunenv .' ..

','liefern di~'.Ex:isten·zyon 'Ei'genwerten '\\'"."'}' 13 > llt'" ~""'.' 0 , ·~:u.·den·'eIl: ...
. ... jew~ils alle . Lösungen . die Periode ..~ W·· .hab·en\1.nd also e'ine-~e~·· .
'. . "" .... '.' .'. . ." . ..( ..... '.' ' , ..' '. :.. '

. ',sch~osse'ne Kurve darst~llen·~."die. außerdem', die ·.·Wi·ndu~gsza111 1 ·.hat,.' :'; .....

.. Auf diese konvexen Kurven·wendenwirAbschätzungen von. Blaschke, .'.: •..•

. Mahler und' Guggenheim~r.'anunderhalten: ..•.~ ': ,..... .., . . .

4
,' · 2. "T(' . 4-. 2.'

. SI" -;r .... '<. : 1 'r" ~ 1'( , "" ' .. '
w. w"* .', \r1. W GJi'l" .~ .. ','.'; :.. ':

.. .... .....

Korollar: SeL x,;·(t,).) ein.e LÖS'llng mi t X" (0\ ).) = 0 • Dann liegt· die •.
, ,

1- .1t"
. 1('2. \ . 4- si n i", - i .

.. ~ächstfolgende Nullstelle . für· '. t . '~" .. ' < 1\' '. ~.. . w w4:
V" .W· GJ .. ' : .... .'

. ...~ >' 3 '.
. J '. == ~,

·.lm . 'V-ten auf 0 ·folgenden. Periodenintervall~ .... '., .
. '...

-, . ~ . . .
.. . . -

.. + ...

W. HENKE: .ISOinetrische]:m~ersionen der Ti-Sphäre ·Sn . in En~2·, ',: ...

'. '. Theorem: 'Gegebell, sei eine', lso,met.r·1.sche .:.:Immersion ·.f .:der.·. St'ahdard ' : '.

.. .n-Sphäre.. sn (c En +1 ), in En.+ 2 (n?4). Dann gestattet·: die TJIe!1ge·.aller ..

'Nicht-Nabelpunkt~ von f gem·au· eine· Blätt,erung:durcp (volistärtd::lg~)
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kl - d - "I ( 1) S h·· · En +1 d· d d· (1) S h"." eu 1 1ßcne n-, - p are~ 1m uno Je e leser n- -'p aren

wird durch f isometrisch auf eine euklidische (n-1)-Sphäre im E~+2
abgebildet.

Korollar 1: Jede isometrische Immersion von Sn in E.n +2 (n?4) be­

.sitzt mindesten~ zwei,N~belpunkte~'
. -. .. .. .

, Ko'rollar, 2: sn, ist st~rr' in Sn+1 , (n~4 f.
Korollar 2, gil~ .pekannt~i.ch.. sogar für n=2.

, 1I. KAROHER : Krümmung und' dif'fer'enzierbare Struktur
.. ..

Voraussetzungen: M ,~ei' v,ollständig, einfacb.' 'zus'amm'enhänge11d,
n-dimensional, riemannsohmi t Schrli ttkrümmungenK, sodaß ," ~< cl ~ K~1
gilt. Bekanntlich ist dann M'homöomorphzu Sn • . ..' .

.Wir beweisen da~.,erste dimensiohsunabhängig~'

Diffeomorphieresultat,: 0 1 85 2. e5 , s;>M ist diffeomorphzu Sn~ ,

Der 'Beweis beruht, 'auf f'olgendem
. . -. .. . . .

Lemma: f: Sn-'1-----, Sn-'1'(Sn-1, Einheitssphäre in Rn) sei' ein Diff,eo-

mörphismus, ~oda:ß,/\ ,: ~ (u.l: '-4: (LL) fcu.) l< ''1t'
, .' . _" . '. ." . '., .. --u.. ..~ s.'!".-:~" '.~ . _.. ' .::. '. ."...:',' " ','.' ..:- .

1\ :'/\' "~ (l.t) A) : = ,'--r. (AJcHlL A ) L. '1'1-5 ~-:-~'I~u.l,
u.-€ 5""-A "'AE Tu,...·S""-A '.".', . . '. . .." "' ... " ". '..... :. " ..".. . ~ .'

, " 'Dan~ istfürt E; [0,1] jede Abbildu~g:'Ft : sn~1~ sn~~, ,~, :," ,
.' ". ...." . . . '. . ."" ' . ." .. ~ '. . 11 " .. '. .. '. . . . . , '.. , . " ' .'e"" Ft(U):= expu(texp-u,f(u), )einDiffeomorp~lismlisunddaher'die:

':' ,'evE;!ntueiJexotische Sphäre,Dn 'v 'f.Dn diffeomorph zu' Sn. ",,' ','; "

Mit den Alexarid~6w-To~onog~w-Rauchsc~enVergleichsätzen w~rd~n

. Abschätzungen fHr ·~und . ~ in Abhängigkei t"von f>. hergeleitet- f ..

.' ist d'abei ein~ schon' im HO.möomorphiebe\\reis vorkommender 'Diffeomor,p,his~­

m~s mi t 1'1 diffeomorph Dn U f Dn •. Für", 0,' 8S§ d wird· das Lemma anwend~ , ....

bar.

,Bemerkung: DimensionsabhängigeEr~e1:ini,ssesind dureh GronlQll,
. ,

Shikata 'u'nd Ruh bekann.t.

JW •. ~LINGENBERG: Anwendungen des Fixpunktsatzes von Birkhoff'

,Der genannte' F~xpunktsatz wird' dazu benutzt, um 'die 'Existens von

unendlich vielen ~eschlQssenen.Geodätischen auf kompakten riemann­

sehen Mannigfaltigkelten zu ,'beweisen, unter der Voraussetzung, daß
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q.ieMetrik ,,'~llge~ei:il" ·istund wenigstens eine nicht-hyperbolische

'~esC~lossene Geodätisc~e existiert.
~ .

.' *s wird gezeigt,. daß,'. bei.:einer .weiten' Klasse 'von kompakten diffe- '.

. _~enzierbaren Mannigfaltigkeiten '. M .... (vermutlich s'ogar' auf allen} .

. q.ie g'enannten Forderungen an di'e' .riemannsche Metrik .erfüllt 'sind ...

.... für einen dichten und offenen Teil des· Raumes alle; riemannschen' .'
. I .... '. .

Metrik'en' auf M•..

. ~nsbesondere gibt es für '''fast alle'" riemannschenMetriken auf einer'> .

.' Mannigfaltigkeit' vom ~yp ~~r Sphäre',u~~ndlich vi~le gesc~loss~n~ ..

(teodäti·sche· ..·· " " .'

. H.F .• · MüNZNER: Weylsche Ungleichu~gen für. Hyperflächenirn En +
1

•
. .

'.•. Für.elliptisc·h gekrümmte nicht sphärische Flächenstücke im E3ltann" .

. ' bekanntlich ein lokales Maximum der größer,en Hauptkrümmung k 1 ·

". (b~w. der', mittleren .·Krümmung H) .nlc·ht mit. ,eine·m· lok~l'en Minimum.' .

. ' der kleineren Hauptkrummung k
2

(bzw.·. der GaußscheTl Krümmung' K) '.

zus'aIpinenfallen; übE?rdi·e·s· gi~ t, in ·.ei~em ,lokal~n Maximum von ,'H 'nach' .

H .. Weyl H 2 ~. K- . 4'!K .: 4 K.EntsprechendeSätz·ewerdenfür die" ....

. Haupt'krümmungen und mitt~ereri .Krümmungsfunkti'onen' 'H (r~1 ' .••.• ,··..n) ." .. ..... .' r .'
a~fkonvexen Hyperfläche_n des En +1 bzw. der.Sphä·re Sn+} aufgestellt.·

Folgerun'gell'sind -' globai>·-. ·,die. oeka~nten Kenn~eich:p.ungen·~der' ~U.- .
. .'. .

klidi~chen ~-Sphären als Eihyperflächenkonstanter r-te~.mittler~r

;Krümmung H " .ander.erseits ,~'lokal _. die Kennzeichnung von ·S.pharen~

.. stücken dU~Ch die' Kon";'exi tätund die Konstanz' de; z'w~i'KrüDmlUngs~ •...... :.

: '. funktionen H1 und Hr(r€{ 2,.·~ .. ~,nl}. Analo~e ReSUltate: körme~: '.

auch für die elementarsyrnrnetrisch~n.Funktionen Sr: der' HauptkrUmmungs-
radien gewonnen werden •...• '.' . '.. .. '. .

: .
, '

, ~ ...
, .

Aufbauend auf die . von . W. 0 .Voger 195gentwickelte Theorie'der R~gel':".. '

fläc~en .'. ~.des·e·infäch;isotr()penRaumes '::13 ~ wird' zunächs~ .die nutz- .' .'.
.n., (t.. . 2.)

liehe Drallformel·dI· = -lL.(.r) . f? .+ Pt· ·erstelit .. Es '-werd?n . jene '.'
. ~ ..' ..-' (p~. 'pz. -' p2. p.-,) '.. ." '. . ". '. ....". '

.. ,..Regelflächen gekennzei.c··hne.t, :fü;r die· :der 'euklidische' Drall'" de ~i t '.

. . 'J I' . bzw •. dein im zweifach' ·is·otropen·. Raum nachH.. BrCl:un:er' ~rkiärten .

'Dr~il a
1l

übereinst.imnit. ])ie Differentialinvariante . ö:i. übernimmt'
. . ....... ~ '.;. .. .. . ~ ~".

. ....
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weitg~hend die ~olle des euklidis~hen Dralls bei der Beschreibung

des Fläch~nelementes 1. Or~nung; u.a. gilt: Für jeden Purtkt _~ einer

nichttorsalen E~z~ugenden 'e f. ~. C )?, i'st d~s :Produkt aus seine~ .

. isotropen Abstand vom Zentr~lpunkt auf-e ~nd dem isotrop~n-Winkel
. . . ~ ~

. der ~angentia~eb.erie fii t ~er_ asympt(:rtischen Ebe~e von e' konstant· -.

und zwar gleich dem- D~all·_ von ". ~ .in e.;· Eerü_b.ren sich zwei Regel.­

flächen, des' ".11 längs 'einer 'Erzeugenden; so haben $ie in allen,

Punkten dleserErzeugenderi dieselbe Relativkrümmung. Ein Satz zum:'
-- : .

Flächellelement 2. -9rdnung: Konstant ged~allte Re'ge-lflächen -~ .< 13.'
- l - '. - . '" . , '
sind "dadu~ch·.gekennzeich~et,da.ß d~e·Mit~elpunkt~ der oskul·ieren-.'·

.den Hyperb.,oloide 8:u,f, der jeweiligen Zentrcünormalen .liegen .

.' Der Vortr?-g, schließt an eine , Diskussi0J:l ,der Geometrietagung ~ 1970

, sowie an:ein Kolloquium an'der TU Berlin (Juni 1971), ü~er das gleiche

. "TheJ1la- :an. "

. 0.,' '., Sei M E C3 '~ine"zusa~e~hängend'e,. ~rientie~bare Riemann ....
n ." '. .

.' " ' , MannigfaltigkEü t mit, lokalen, Parametern (~l),' x: M~- Rn +1 , sei

eine isometrische C3 - Immersion. 'I, . 11, 111 seien die drei ' . .

'Fundamentalf6rmerimitTensoren (g ..) , (h .. ) " (e .. ) in 16k~len
" " _._, .. ,'" '. . . .".'. 1 J ·,,·1 J. . 1 J." _ .. _ . .

Parametern. .' .. :.... ',' .... :' "..." . . "

I.DieRiem~nnscheGeometriederMannigfaltigkeit (M,II) ~ird '

'. ,mit 'de;"von (M, I ) verglichen'; ':dazu wird der Ten:sor· ','

A ..~=' r (rtl~··'k:'- r (I)~~ k .untersucht,(.r (I)j r (J[)" 'symrne,tri-
1 J ' J . '.' '., :. _ d _." ':" . . _" . k· . (kr) I,"", " .'

sche ~~~amme~häng~ von' Ibzw.'II). Es gilt, A-i-j , = 1 b ,\7k b"' j .' '.
mi t '. h, brs '= J. S J, \l ~ kovariante', Differentiation bezüglich I .. "

(V~l. Hiehs, Micb.~Math.·J.1965; Simon"/ 'We~~stein manuscr~'

. math~ 2,1969; Vortragsauszüge DMV "7 ,Tagung 1971 ,,(Simon) .. ).

11 • 11 ~ i Minimalfläc'hen (V'~l. den Vortrag v~n'E. Glässner)

,111. Algebraische Bestimmung,vonIIdurch I und'R(H=mittlere

Krümmung), und deren Ableit~ngen . .(Vgl. Thomas u. Matsum'oto ,( 1959 ».
IV. '. Existens und Eindeu~ig~eit.·vo.n Fläc.hen· bei vorgegebener II-ter

Grundform (n~?):" .
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.. ( a) Vorgabe eines- Flächenst:teiI~ns (vgl. Diss.· Erard ,Zürich.1968).

(b) Lokale '11-:-Verbieg~rigen (vgl •. Dis·s •. Erard) ...' .
. ,;.' . .

. (c) Die Kugel. ist ·global lI-starr (Voss, Vortrag ;Linz . 1968)' ..•..•..
. . ,

.' ..

·.,Cd). Eine Eifläche" mit ,'vorgegebener .Form 11 .is·t .Kuge.l·, 'fall·s.:·d:i.e.

Biemann-Kr.ümmung von 11 ko?~tant ist: (n~2) •. (R. Schnei~ ',:',
~ • • J

:. der, .'1.971)'. '., " . .-

(e) x(M) , X*(M) s'eien 'Eiflä'che~ im IR~. Es'gei1;e 11=' 11* un.d"

.··..ein·e der. Bedingungen (~), ". ( r.>.)" !.' '.: '." '., . . . ..

. (ci, ,)', "F' .( H , K )' = -F (~)#:, K ~) . , .' .' .. . .

", ,. . HA. , H*', -i ' " i --:' , ''' ~F d F' ,', ""', . ',' .
Cf-» F (K/ l()=;:: F( K* / 7) , ,F E C, und "~',~ , ' 2,? I'

. ro F :. 'C)F . . ,. ' .•

'~.,'+ ~' > 0, ~=F C)(,'(l; , .' ,.'
. .

(f) Eine. Eifläche ist..·II~star~.~·· falls" ~F=O. F.:ist ·.. wie···..in. ·(e.).·

definiert ..

" Sätze, (e) und ( f ),starn~en von Roi tzseh, Simon, WaIden,

.,- Wegner,' Wendland (vgl.,' Archiv Nath .1971 (simon) , ':piplom~

arbeit ROitzsch(TU Berlin 1971), WaIden (M. Z.1971)).'
. .

V... '.' .Beweismethoden' für' .glo~.ale .Resultate.
... :. ..~:..,.. .

... ( a} ·Maximummethode· . . . . ' .
4' ••- ~ ~. .'.' . . : . ".' '.' .. '. " * : *" .

:(b) Integra+formalm'ethode·"(Satz' v~ ·Grov.e· ..II. =.11,. K.= K );':'.-:.'.:'>
...... ; 'Bewei~,e' von Grove, Mtinzner',:Ga~d~e,r.(n~2)',WalQ.en-Wegner'.

, : (vgl'. ,Archiv Math . J 97't'j 72;' die :hi~r ;ang'egeberie 'tiite~"
. '.. g~alfbrmel enthäl t .,als •sp~ziaifälle .. die .. von 'Herglotz,:'

. . ,Münzner,- Bia~Ohke'soWieln'tegraifbrm~ln'zum ':'Christoffel~ .'.
'; ·1 oe'.' ":.' \' • ....; , • ';' .'. , •••...••• , :.' ' •

. :.- " ·:·problem·.und··zu den III-VerJJiegungen) : , :, '.~.;" .. : " .

,.' ; .... '( c)' Indexmethode .' (vgl. ' GeOm~trie~TagU~g-'1'~7o~wendla~d-simo'Il::'
.,,' ::, : M.Z'.· 197~; WaIden:' M.Z~1971;,die~'R~'sul'tateunte~IV:'. (e:) ,

. (i)we:::n P:bliziert).; ',>::;,, :,::,:...:.~"";,, ,~':',:' ,',"'. :,.',.:':':':":':'.'

'. VT~' x:, IJIn~ ,IR . ' m=1 ;vgl •• den Vortrag, von ]'ranz~,e.' '-:: '. :.'" .'.
~.:- "...: ..

. .
. .'

D•. TREIBER: ,Geometrie ni~ht':'archimedisch'nor~i~rter '. Vekt:orräume,",'

,Nicht-aichi~edischbewe~tet~ KörperK sind ~icht-archim~d±schho~~

'. mierte Vektt~·l"räume·. 'E, 'd. h. solche', "wo die übilche Dreiecksungl~i':'".:'

,chung verschärf.t is't ,zu: ' IIv+w~ ~ '. 'm~x' . [ UvII' 1 :11 w11 } .Elem~ntare, .
. : . .... . '" . ":, ,-' ' ... ..... '. . . . ' ... ' . .:. . . " ~: .. ' .', '. .' ...,.: . . . .' ~ ..... ',' .

-. . '\ ~

'rt .

•
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Bausteine für ei~e GeQrr_etr·~e sind -e-ine Längenmessung (durcl)...die­

Norm) und eine-Winkelmessung, zu der man z.B. auf folgende Weise
gelangen· kann:

. .

1) fJIi ttels, einer Bilinearform: E x E --... ·K. Die· Theorie dieser

Bilinearformen behandeln u.a. Bruhat', 'Dieudon~e, Klinge~b

..2)- Über die' Deffinition des z:unächst re,ci'1ten·. vlinkels .als'. .

"beste Approximation" .(A". ~. 'Manna): ZweiYektoren 'V~'WEE-

heißen orthogonal,. wenn gilt: Uvll ;, dist (v', SpanriK ( w) ) •..
4 • ~.. ..... • •• ~ • '.

Die ..aus diesen Def'initio~~nresultierend'en'Orthog~nalitatsbegriffe

stiinmen ·nicht ü~Grein., r.~i tt·elseirier,. algebraischen' KonstruktioTl"

'nach' Serre' gel~ngtinan"zuein~r ka"lkül~äßigenWinkelmess~ng,'die

.' die'Orthogonali tät ,im -Sinne yon 2) liefert und unter Iso~etri'en"

invariant ist.,

Y. TSUKA1YIOTO: ,On certain' Riemannian manifol'ds' b'f -positive curv9,ture.
'. .

It i8 a very important.a~dinterestingproblem~inRiema:ringeorrietr~

toclassify the 'topologicalstructureof co"mplete simplyconnected

Ri.e'mannian rrianifold,s·· o'f' pq~~tive'" curva~ure . ",The . folloVli~.g, ~ases~ .. '

are weIl' kno\V': I, ',I':' .:,',

..

:. 1) .complete. nnn coillpactRiemarmian manifolds'are diffeomorphic
'. .' ~ . ~~ "' ..

',' "ta Eucli.dean, space ".,' ,,'

.2). complete Si~ply'corinected Ö(7'1- )-:-pin~hed Riemanilian'

. , .. mariifol~,s ~re homeqInorphi~.' ta. sphere,', ....,: ',:. ,

. 3) ~omplete Si'~Pl'y:'ebnnecied~.~ - 'pinchedRiemannian' manifblds

.... : .. are' homeomorph.ic· 'tc' 'sp"here· .Q,r, are,:i.,~ometr~c , to' '~,ompact .

.: : . Syinmetric' Rieman'niarl man1.f~ld.of r;~nk '1. '. .

Our pu~pose' iso to pr'öve'the'followi'rrg :-: ':. '. . .

. .Theorem:'If N isan evendimensional' d (> .~. )~Pinched complete '.

s~mply· connected RieIriarini'an manifqld, t'h'erithe co.homology ring H* .

,is truncated polynomialri,ng. ::'.' - .','

H. VIESEL: Über Minimal~lächen mit LiOUvill~sch~m Bo~~nel~meni

Wir· betrachten Flächenstücke F ~i t' '''Liouvilie'scher'' Metrik:. ... ..

(1) ds2=D(u,v)(du2'~dv~)';D.= D(u) + v(v).
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Satz: Jede·s -hint-eichena ·()ftdifferenzi~rbare·~.Lio~villesche.'

}<'lächenstückmit .konstante~ mitt'lere~ Krümmung H ·läßt. sich a~"t.~ine'·
Rotationsflä:che: ab\'lickeln.: '.' .' . '. . . '. '. ":':' .•.

Zum Beweis benutzt 'ma~ die Formeln:' .... ":':. . .... " ..' .

• ~ .!.' ' ". •

(2) :. ',·n··· "K .. ;'+ _2(~"V .+ K .'·.U }.'= "0,'"' , . '.';:'
; .. :..... u~.. ..... u v '. . V u .. '.: . .... . '.' ":" . . . .

(~3') .' filn(R ' - K) ~ 4K', _ (M.Raffy; Bull. s06.· math.; .'1892)

(4)' 4'A . :="(L~N) 2.+.:4M2 .<:0:: , .'
. -.

- ".;-••:- I ......,' •

,
A'" - .AAu'-v _-.' 0, ", , /' "( 6' ').' .w .~,uv· :~·.O .•.. ' ,

Daraus.' folgt' aber: ..... '.. " , .,' "
"

".~ ~,

a) :. F 'ist~ ·.auf eine.' Ro-tationsfläche 'abwickelbar ~'. '.'
'" ~. ~ • • "> '. "'. • ;

.b):.K =2a(U~V)+b: ••• · ." ...•.•.

Zum Schluß zeigt man, daß"FaJ.l b)'Ilicht mögl{6hist.':··· ....

I • ~ ••:, '• .- "

-;" •• l_" .. ;

w·.o .VOGEL:·KrüInmungskreise in Rieman~schen Mannigfal tig:k:e:Lten
... '.. .. .". .

Ein Krümmungskreis ist eine' Kurve, deren.·1. 'Krümmung in den Frep.et-
...schenAbleitungsgl~ichungenkonsta~t ,ist und:derenweiter~Krürri-:,·.

·:·mungepidentisch,ve:r.-$Chwinden·•. ":' ." . ..... ..•.•.. .... ." .... .., .'.;:." '..
.... -. . .. :.

I • Kreistreue Abb.ildungen: ..·<:,·, .... ,·.:... .... . .<:: " .. '.':.
Jede·krei~tre·u~Abbildung.ist'·konform·. H:Le;'werden. l'~kal~ ;:~nd".:·.··:

: globale 'Sätze ~ufgest~iit,'w~nn 'einekreistreue ·Abb·ild~ng·ein~:·':-..
Homotheti'e bzw ~ ~ Isometrie .'iS~ .': .:. .' .. :.'. .' .... ..... . ' ..... "..

.. ~ . . ~ ". . '. : .
. Beispi~l :'Seien' Vn, 'Vn: vollständig~ :·~iema.nnsche .Manriigfal tigkei tei:l..,
·'f einekrefstreueAbbildung. 'Esgebe ··~in(einziges)' geodätische.s· .

. . Dreieck ,das d"\lrch f wieder in e'in geodätisches Dreie6:kübepgeht ~ .

:. D'ann ist' ·f·· ein~Hom6tlietie ~ .EsfoigenAb-s~hätzungen zwischen, den .
. ", .'. ," . . . '. '.. .

. : Krümmungen ':'~''Je., '~'desUr-:u~d Bildk~eises.: .•......';' ' ....•. '.':
. . . . .. . . .. . .. ~ ..... " . ~ .'.

, .

'<'1'1' •. Geschlos'sene 'Kreise
• ... " .." po; .

',,"- ::' ,

.... -...... :"

.. ", '".}

. .. .. ' ........ .... . ....

." Es wird .ein' (lokaler)' Sat·z.vo~BLASCfnCE-·BAULE:"V~;allg~meiner·t~uf·.
···Dimensionen··n > 2:. Ein~'M~nnigfal~iglceit ;.. ~.auf. der' alle '.K~eise . ge-"

sc'hlossen 'sirt~, ist not'"lendig :von, kon~'t'an~er ,"Schnittkrü~un,g,'1(6'"
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.......
Daraus fo~gt:. Ist V einfach. 'zusammenhangend ,. und sind· al'le KJ;ei.s.e'. . n
und Geodätischen -gesc-hlos-sen,_ so -ist _Vn-eine n-Sphäre •

. 111 ~ . Offene' Probleme

_Begriff der -Vollständigkei t- (Analogie ;zum· Satz von -HOPF-RINGyl :und

:dessen-.- FO'lg-erungen)', . Ex1·stenz und' Miridest,~alJ.l von· geschiossene'ri
.. ~. . . ~ .

. Kreisen' usw~"

,
R. 'VALTER:. Zum Satz von- GAUß-BÖ~TNET auf offenen Mannigfal tigkei,ten ".'

.~ .' Es wi'rd :·'eine··. Ver~~lgeme~nerung' der ·COHN-VOSSEN~ch'en .. Ungle·~ch~n'g·

- - zwischenGe~amtkrüm"~ungund:Euiercharäkteristik' auf -n-di-m-ensi~nal~;-::- .

vollständige offen-e ~iemanns~heMannigfaltigkeitenmitpositiv -: ­

semidefini tern KrüII'2Ilungsoperatordi~kutiert~ _Zur - Konstruktion :einer_ -.-.

AU1?schöpfung -kann'_di~.'StI:'Uktürtheo:rievonCHEEGER -unclGROMQLL-f'ür --.-.

- vollstä~ciige - off~ne -l\1a~rii-gfal tigkeiten -mit- -K ? 0 herangezoge~ wer~-- -- -

..". den ~ 'Es .:ist dabei· ,·z~·. erreiche.p, :'daß..' :jeCie .der ~uss'c:Q.öp'feriden·,·T\1.engen.·· ",...

_ gewis-se Konvexitätseigen~chaftenbesitzt- und d.enHonlOtoPie~yp-der'_ -.'_._ .

.~annigfal tigkei t. w.id·~rspi.egelt. .. , .'

1, ,

Vera"nlaßtdurcheine'praktische' Frage derK;i.nernatik von Schwing- .•..
. .. . ~ . .

. . '.

hebel-Nockentrieben wer.den jene _ebenen. K~rven bestimmt,_ die_ einen :_ ..

. 'Kreis' ·als," isop·tische Ku'rve 'besi tz.eri.'Das· .P~oblem <führt auf die. .
'. ". .... . .. '.' .... 2; -2 . -' .. ' .' 2 . .';; ., ... ,. .- O. .' • " •

. Funkt'lonalglelc.hung.<,,·.u ''-+. U '.- 2uu. cOS.CU = Sln (,J. fur ·.dle. S~utz-" _ .

_ funktio~-u ---=: u(--r )", _wo'h~;i ·u:'~ u( -t+ w )-und-'Jt'_- w-=konst. den-vo:i:i ..:-- .

-geschriehe~~~_ 'Ges-lehts-w:ink~i'bedeutet .--Die' Gleichung: wird v~ii"stän~, ..

diggelöst-, 'wobei zwei ~esentlich verschiedene Fälle ·zu· unterscheiden: .
. ,. . .. . . . \., . .' .'., , . '. . . - .

.sind •. Besondere .Aufmerksamkei·t: \\Tird ::'algebrai'scnen, .du·reh. ra~ional.e~;". '."

- Verhältni$- wi7{'· gekennzeichneten Lösungen - zugewandt,unter denen _.

_ sich- auch-fÜr die· ~raktische Anwe-ndung "erforderl:iche konvexe Kur""" ..-..

. . ·ven· ..·finde·n •...... "~:' ,.. .".. ...... ~ ,.:,.:- .- .. ', . '

• p ~ • ~.: : . '

~ ~'. r

..

,.

                                   
                                                                                                       ©



•

                                   
                                                                                                       ©


