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Vortragsausziige

H, Abels:

Bericht iiber Adele, Idele, Hohen und ihre Eigen-

.schaften

Es,wurdeﬁ die Begriffe: lokaler Kﬁrpef, globaler
Korper, Stelle, Adelering, Idelegruppe und Hohe

‘eingefiihrt, Bewiesen wurde die. Kompaktheit. der

Faktorgruppe des Adeleringes A eines globalen
Kérpers k nach der diskreten Untergruppe k, alles
aufgefaBt als additive Gruppen. Dann wurde. dlC

- Kompaktheit der Faktorgruppe der Gruppe 1° der |

P, Draxl:

- reiche fiir GL(n,A

Idele der Norm 1 nach der diskreten Untergruppe Exge-
zng:Uber Hohen fir prlmltlve Vektoren wurden
grundlegende Pigenschaften bewiesen (vgl T.A.
Springer: Reduction theory over global fields,
‘Skript Utrecht 1970 und A, -Weil, Basic number

- theory, Sprlnger Verlag 1967) :

‘Minkowski-Reduktion in GLn (fﬁr A/Q uhd R/7

Neben den kla551schen Ergebnlssen uber Fundamental-

bereiche fiir GL(n, R) modulo’ GL(n,z) (genannt '

"SIDGDL-Berelche"; wurde ilber entsprechende Be-
modulo GL(n,Q) referiert

"(A: = Adélering von Q). Dabei wurde auch auf den .

“Fall eines rationalen Funktlonenkorpers Fo(t) statt

@Q eingegangen- (vgl 1nsgesamt R GODEMLN% Séminaire

8 ,Bourbakl,.No 257)

Sablne Beckmann Reduktlonstheorle quadratlscher Formen

D1e Ergebnlsse aus Vortrag 2 wurden auf quadratlsch°
Formen iiber den reellen Zahlen und. liber einem ratio-
‘nalen. Funktionenkdrper angewandt,., .Sinn des Vortrags
war es, den Bezug zur klassischen Theorie herzu-

.stellen,

'Chg_Siebeneicher. 1 Berlcht uber algebralsche Gruppen

F

Ds wurde unter anderem der folgende Satz bew1esen°-

~ Satz: Sei G eine 11neanealgebra1sche k-Gruppe,

H eine abgeschlossene k-Untergruppe von G, Dann
gibt es einen endllch dimensionalen k-Vektorraum v,

~eine k-Darstellung G - GL(V) und eine k=Gerade

D& V, so daB H = {g € G|gD = D} ist.
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Perner wurde der Funktor "Restrlktlon des Grund-
korpers" als Rechtsadgungierter zum Funktor
"Ba51swechsel" erkannt.
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Kriterium von Mahler und Kompaktheit

Es sei G.éeine lineare algebralsche Gruppe, defi-
niert iiber dem globalen Korper k, G(A) die
Adelesierung, G (A) die: aogeschlosscnc Unter-
gruppe von G(A), auf der alle: y% Charakter von
G, Idelenorm 1 haben. Ist G uber k_trigonalisierw—
bar, so ist G(A)O/G(k) kompakt, Zulm Beweis dieses
Satzes wird ‘ein Kompaktheitskriterium fiir Teil~ .
mengen von G(A)O/G(k) hergeleitet.

2. Bericht iiber algebraischeAGrupﬁen

.‘Ds'wurden'Begriffe.und éatZe.der allgemeinen

Theorie algebraischer Gruppen zusammengestellt,

‘die zur Formullerung der Reduktionstheorie be=

not;gt ‘werden, Bewelseiwurden nlcht‘gegeben.
Im elnzelnen- '

l) Tori, ihre Charaktere, Ex1stenz Separabler{,
Zerfallunvskorper.»' :

'*2)3Auflosbare Gruppen:~5at2'VcnfLie-KolChin;

Darstellung als'semidirektes Produkt .  eines
Torus und eines unipotenten Normalteilers,

©3) Radikal und unipotentes Radikal, reduktive.

, Gruppen, Wurzeln und Wurzelgruppen, Borel- .
- gruppen und 1hr unlpotentes Radlkal dlckey
Zelle., ~ : v ‘

"f4)ﬁk-auflosbare Gruppen und zerfallende reduktlvc-E'

- Gruppen,

 5)AD1e w1cht1g§ten'Sét2e tiber Rationalitétsfragén{”

- Lxistenz iiber .k definierter. maximaler Tori, . -
 Existenz separabler Zerfallungskorper, Zariski-
Dichtheit der rationalen Punkte (fiir reduktive

- Gruppen iiber unendllchen Korpern) Polgerungen~ﬁ o

Deflnlerthelt iiber k.

ﬁ6) Unipotente Gruppen, ‘auf denen eln Torus operlcrt

zerfallen iiber k.,

7)) Konstruktlpn»parabqliScher'Standardgruppen;

" Bericht iiber parabolische Gruppen

In. einer zusammenhingenden reduktiven, iiber einem
Korper k definierten, linearen algebraischen

Gruppe G ist jede ‘minimale, iliber k definierte,

”;paribollsche Untergruppe P von G halbdircktes
Produkt des Zentralisators eines maximalen, iiber

k zerfallenden Torus<T'von G und des unipotenten

o ®
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. minimale parabolische k-Untergruppe von G als .

-invariant gelassen wird. Sei || || eine Hohe auf

Radikals von P

Mit Hilfe deé durch~die'Wahl fbn P im Wurzel-
system von G beziiglich T ausgezeichneten Systems

der einfachen Wurzeln wurde ein Vertretersystem.

fiir die Konjugationsklassen iliber k aller iiber Ik

" definierten, paraboliscHen Untergruppen von G

beschrieben,

Minkowskits Unglelchunﬁen und heduktlonstheorle
fur qya51zerfallepde Gruopen

‘Sei k ein globaler K6rper mit Adelring A, G eine

zusammenhdngende reduktive lineare algebraische

‘k-Gruppe von k-Rang r > o. Ist T ein maximaler

zerfallender k-Torus in G, so ldBt sich eine

semidirektes Produkt P = Z(T)U iiber k schreiben.
Sind-a1,...,ar die einfachen k-Wurzeln von G bez.P,

so bezeichne fiir ein positives ¢ mit T(c) die Menge
aller t ¢ T(A), so daB fir alle i = l,...,T

|ay (t)] < c gilt. Ziel des Vortrages war der
Satz: Es gibt kompakte Mengen DcGL(A) ‘und EgU(A)

und ?1n c > 0 derart, daB G(A) = D,T(c).E, G(k)
ist.

Der elgentllche Induktlonsanfang (r = 0) wurde

in diesem Vortrag vorausgesetzt was auf, die Be~
hauptung hinausliuft, das P° (A)/P(k) kompakt ist. -
Fiir quasizerfallende Gruppen, bei denen also P -
eine Borelgruppe und damit aufldsbar ist, war das.
schon mit Mahler's Kriterium gezeigt worden. Die
Hauptarbeit war fiir den Fall r = 1 zu leisten.

~Hier nehme man sich eine Darstellung p von G, bei

der eine von- ( aufgespannte k-Gerade genau von P

dem adelisierten Darstellungsraum, so wdhle man
Yo € G(k) so, daB ||p(gy)¢|| minimal fir y = y_

‘wird (Minkowskische Ungleichung) Es ist dann im

wesentlichen nur zu zeigen, dafl flur die Torus-

'komponente t von diesem gYo eine Unglelchung

la (t)] < ¢ fiir ein von g unabhanglges c gilt, Dazu

,genugt es zu wissen, daBl die Menge S aller

g € G(a)° mit ||p(gy)C|| = 71 fir alle y € G(k)
relativ kompakt modulo G(k) ist, Der Beweis dieses
Lemmas in den Notes von T.A. Springer (p. 8/9)
scheint falsch zu sein, daher wurde auf den DBeweis
von Godement zuriickgegriffen, der zundchst die
Situation auf die adjungierte Gruppe G zuruckfﬁhrt
(wegen der Eigentlichkeit der Abbildung

G(A) /G(U) - G(A)/G(h)) Die . Kompaktheit von s
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‘}Kompaktheltqkrlterlun Peduﬂtlonstheorle fiix -

'F.7Scﬁﬁéfi}'537
: SR 'jreduktlve k-Grupnen'

.Sat7 l: Fir eine 7usawmpnhangende reduktive
v"k—Gruppe G ist G(A) /C(l) genau darnn kompalkt,
~wenn G Xkeine echtc parabolische k- Untergruppe

- Damit wurde der folgende Satz beviesen'

wird bewiesen, indem das lMahlersche hrlterlum
auf . die adjungierte Darstellung von G auf Lie G
.angewandt -wird. Dabei wird benutzt, daB sich
unipotente Elemente iiber k in das unipotente
Radikal U konjugieren lassen, was bei Char pf0
' nicht immer richtig ist. Besondere Schwierig-

keiten machen hier die kleinsten Prlmzahlen P=2,3,5.

Mit gewissen Annahmen findet sich eine Ausdehnung

‘des Beweises auf Char., p bei Behr (Inv. Math. 7).

Ein allgemeingiiltiger Beweis im Funktionenkodrper-
fall auf ganz anderem Weg findet sich be1 Harder
(Inv. Math. 7).

- Der Induktionsschritt auf r- > 1 ist elnfach, das
- heiflt reln technisch, o ‘

. *) Fir eine lineare algebralschc K- -Gruppe G -

bezeichne G(A)° die Menge aller g € G(A),
fiir die |x(g)!_l fir alle k-rationalen
Charaktere X von G ist.

_ Siégel-Eigehschaft-Vbn Zahlkﬁrpern

Se1 G. reduktlve algebralsche Gruppe tiber einem

"AZahlkorper oder FPunktionenkdrper in einer Variablen
 'm1t ‘endlich vielen Konstanten k und A der Adelring
von k. Zu einem Siegelbereich & von G(A) mod G(k)

wurde untersucht, in welchem "Teil" von GxG ein

- Element (g,g ) € Gx& liegt, zu dem es ein " in

- einer vorgegebenen Bruhatzelle von G(k) gibt mit
- g = g'%. (s. Skriptum von T.A, Sprlnger, Utrecht;
o Quber Reduktlonstheorle, & 5) o : ' B

:-Mlt Hllfe eines "Ga101v-descente" wurde das folgende
/KompaktheltskrlterLum bewiesen (Bezelchnungen und

Pinschriankungen fiir die Charakterlstlk wie im Vor-
trag von Herrn Geyer): : v

b051t4t A .

Satz 2: Ist G eine zus ammenhangende reduktive
k-Gruppe und P eine minimale parabolische
k-Untergruppe von G, so ist r(a)o/P(k) kompakt

Daraus folgt, daB der im Vortrag von Herrn Geyer

bewiesene Satz filr alle zusammenhangenden reduktiven

k~-Gruppen G richtig ist,
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" kriterium ist die Existenz von I‘undamentalm .

Winssenzaehl,, 'thCU@ULu?HA aiohe

FPUTDEN

Ausgehend vom Komp 1ktheitskriteriuﬂ fir zusammens-
hingende redulktive lineare algebraische Gruppen G -
iber globalen Korpern K (mlt Adelering A) wurde
fiir solche Gruppen bewiesen: Ist P eine minimale
parabolische K-Untergruppe von G, so ist
[GA\\GA/PK] endlich, Dies impliziert klassische

o0 .

Endlichkeitssitze, etwa die Endlichkeit der.
Klassenzahl eines Zahlkodrpers, die Endlichhieit
der Klassen im Geschlecht einer quadratlscnen
Form,

Eine weitere Fol@erung‘aus dem Kompaktheits-

bereichen arithmetischer Gruppen in 1okalk0ﬂpdktcn

" topologischen Gruppen ("Slegelberelche") die -
) ~gewlsoe‘Endllchkeltselgenschaften haben,

Siegel-Bereiche und ihre Spitzen

Siegel~Bereiche besitzen in reellen algebraischen
reduktiven Gruppen ohne Charaktere endliches
Volumasn, - Fundamentalbereiche arithmetischer . .-
Untergruppen lassen sich durch endlich viele
Siegel-Bereiche iiterdecken; dabei kommen aufier

. einem relativ-kompakten Teil nur endlich viele
“punktfremde - Spitzensektoren zur Vereinigung.
- Nahe den Spitzen findet Aguivalenz unter der
" arithmetischen Gruppe nur statt, wenn das schon
. .7 "in der Jjeweiligen. parabollschen Untergruppe
'f?~gesch1eht.-“'- : , :

f.Umformullerung der Hauptsatze der Reduktlonstheorle
‘;nach Harder ,

}‘Sei G eine'haibeinfache, iiber einem totalreellen
" Zahlkorper k definierte,~a1gebralsche Gruppe,

P eine minimale parabolische Untergruppe von G.
und T ‘eine arithmetisch definierte. Untergruppe,

_fvon G.- Unter Benutzung der Kllllngform auf :der’
~AL1ealgebra von G wurden an deun unendlichen Stellen.
von. k Invar;anten_na(x P) definiert, wobei g eine

- einfache Wurzel eines maximal zerfallenden Torus
“von P ist und x ein Punkt in dem G an den unendlichen

Stellen zugeordneten symmetrischen Raum X ., Mit Hilfe
dieser Invarianten wurde nun ein Fundamenfalbereich
von T" auf X; charakterisiert und die Struktur von

o0

){/‘ in der Ndhe des Randes bestimmt.
T . .
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Rohlfs:. -

‘Behr:
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Harders GauS-Bonnet-Formel fﬁf Rdng‘l

Es wird, der Umgebungsrand einer Spltze im bal1 )
Rang 1 beschrieben, Das in der Chernschen Formel -

fir die Fuler-~Charakteristik auftretende Rand-~
integral ist proport10na1 zu dem Volumenintegral

tiber den Umgebungsrand der. Spitze. Der Umgebungs-

.rand ist ein Faserbiindel, dessen Faservolumina .

klein. werden, -wenn man nahé an der Spitze ist,
Hieraus folgt fiir eine arithmetisch definierte

. Untergruppe I' von G:

. Jw = X(T)' Dabeci ist K eine . maximal kompakte
"K\G/T ~ Untergruppe von G und ;) die Euler-
’ form. S : ’ .

Inabnsondere erhil+ man filir die ganzen Zahlen O
eines total reellaon Zahlenkdrpers k gerade .

x(50(2,0)) = g (-1).

Drgjlcbo Lracu"b"TkPi* und Prisentierbarkeit:

'alLLhmetlaChbf Gxunpcn iiber glo Jﬁlor Kérpcrn

l) Dew01s der Siegel- 1ed1ngunﬁ im Zanlkorp rfall:
~.Sei G reduktiv iber k, () Siegelbereich in der
Adelegruppe G(A), d.h. G(a) = 0 -G6(x),
a0 = K,T (c).Dy G(A) = K.,P(A) mit kompahtem K.
ST [ v
 Falls die Cﬁrfﬂwauvolutlon bzgl. K"”Aaul»'l‘Co
die Abbildung tis t 1 induziert,_ist'die Menge

M={yeG (k)] nynose] endlich. — =

'Z)AKurVer ErﬂebuiﬂberLcht iber cndllche Prascntlcruﬂ

barkeit arithmetischer ‘Gruppen:
. Sei k global, $ c¢ndliche Menge von Prletellen
von k, O_ = {x g_k]v(x)Ag 0- fir alle v Q S},
dann gilt: - o o V '
ca) k Zahlkorpes, G belleblg' G(O ) cndllch
pr%serLlerbor. . : f , ‘
b) k. Zahlkirper, G rcduktlv-“G(O;) éndiichff f”
praoentlerbar. . o S

c)'%Lz(kftW) ist nicht.ehdlich.érzeugbar;-aberv o

Q-n

(kFiW)

d),k Tunktlonﬁnkovper, Greduktlv, G(C )ist.

" endlich cl/cugbar in den folgenden “Irallen:
(i) k-~Rg(G') = Gi) # S = 2 (idii) s= {v I
und kv'w \g(G')‘g.Qu(evtl; mit einer Aus-

o ' : o
nahme).

Hir o1 > '3'.'
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Chr1 tian Slebenc;Choz, Bielefelid
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