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Vortragsauszüge

W.D.GEYER: Elliptische Kurven und Modulfunktionen der Stufe N

Die elliptischen Kurven E Über ~ werden durch die Modul-

funktion j klassif~ziert. Die Modulfunktionen der Stufe N,

d. h. die unter der Kongruenzunt~rgrupperNder SL(~,~)

i~va~ianten~meromorphenFunktionen mit ordentlichem Ver-

halten an den Spitzen, klassifiz~eren die elliptischen Kur-

ven E mit "level-N-structure", d. h. ~egebenen N-Teilungs-

punkten E
N

• Die Modulfunktionen der' Stufe N_, deren Fourier-
N

koeffizienten (in der SpitzeCO) im N-ten Kreiskörper kN = O(vr)

liegen, bilden eine galoissche Erweiterung~N von ~(j) mit

der 'Gruppe GL
2

Ol/N) / (t 1) und Konstantenkörper k N" sie ".ent-, .

hält die Funktionen j o~ für~E M(2,~) mit det(~) = N, es

werden Erzeugende von~N angegeben, die sich unter der ~alois

gruppe sehr einfach transformieren. Der Beweis besteht in

einer generischen Spezialisierung des Funktionenkörpers an

einer Stelle Zo€~' 'durch dieCf N in den Kör~er F
N

übergeht,

der aus dem Modulkörper ~(j ) einer allgemeinen elliptischen
, 0

Kurve durch Adjunktion der (x~Koordinaten~_der) Teilungspunkte

hervorgeht. Für die Betrachtung von FN benutzt man wesentlich

"die nichtau~geartete kanoni~c~e 2-Form auf EN• [Liter~tur:

Shimura, ••• Automorphic Functions, chap. IV, & VI J

S.SUCKOW: nie Automorphismengruppe des Körpers aller

(rationalen) Modulfunktionen

Seiot = U 1
N

(5.0) der"Körper aller{rationalen)Modulfunktionen"
N
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Aut(~) dessen Automorphismengruppe. Aus Vortrag 1.gewinnt

man einen Homomorphismus

den man explizit auf den Erzeugenden angeben kann. Weiter

zeigt man, daß füre( E GL; (0) mit hauch h oe( in fO§ liegt.

Bezeichnet GA die Adelisierung der Gruppe ~L2(O) und G~

die untergruppe der Elemente von GA'. die an der unendlichen

Stelle positive Determinante haben, so wird durch die ge-

nannten Konstruktionen eine exakte Sequenz:

. + x +'t' ~
' ..... GL2 (1R)Q ......,..GA~Aut(-a) ---,.. 1

geliefert. Für den Beweis kommt es ·neben der SuTjektivität

von~ besonders auf die Verträglichkeit der Wirkung von Ele-

"" +menten aus GL
2
(Z) "iund GL2 (Q) an. Außerdem wird" die Wirkung

vonG1 auf den Konstantenkörper ~ab von~ mit Hilfe des

Artin-Symbols beschrieben~

[Lit. Shimura l.c. chap. 6J

H.PFEUFFER: Modelle für die Quotienten der oberen Halbebene

nach Kongruenzuntergruppen

Zwischen den über 0 endlich erz~ugten-Teilkörpern, über

denenet (5. Vortrag 2) galois".sch ist, und den -offenen kom-
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pakten Untergruppen ~'von Aut(T) besteht ein Galois-Zusammen

hang. Anstelle dieser ~ wird die Menge

.~ = lSlker('t') c:. S So G~ offene Untergruppe, Sjker('l:') kompakt}

betrachtet. Sei cfsder Fixkörper von 'r (S), r s. = S n GL~' (Q)

und ,der Zahlkörper kS der 'offenen UntergTuppe 'det (S) d~r

Ide.lgruppe von & durch den klassenkörpertheoretischen Zu

zammenhang zugeordnet. Dann ist für' jedes S e 1

~iein algeb~aischer FunktionenkörPer mit Konstantenkörper

ks,rs/QI( eine Fuchssche Gruppe 1. Art, von endlichem Index

Uber . (Q~ r.iIQ"'mit geeignetem N, 1:., der Körper aller auto

morphen Funktionen zu r S •

+ -
Umgekehrt gib~ es zu jeder Gruppe r S GL2(~)' von endlichem

Index über einem r Nt ein S E ~ mit ~rtr ~ r S. S ist aber

durch r S und kS nicht eindeutig bestimmt.

Der Funktionenkörpert~sder Riemannschen Fläche rs\ f >c .

hat ein ~s- definiertes, nic~tsinguläres,.projektives Modell

Vs .und die AbbildungCPS :i - ri'f" ~_ Vs kann so gewählt

werden, daß der Körp~r kS(VS) der kS-rationalen Funktionen

auf Vs durch cp; f ~ fOq)S auf ers abgebildet wird'.

FUr S, T e1.)Jt' E G~ mit x S x-1 5. T induziert :"t' (x) :~J: .. c:.fs
einen Isomorphismus ~'(x):itr(V~ ) ~ kS(VS) und dieser eine

k
S
"-rationale 'Abbildung 'I l-) :' .V .. 'V 6 (x) (mit

1'5 S. T.

{, (x) ='t (x) '1a.l1'): ~tl') ----+ t<s)) \ die gewissen Multiplikations-

regeln genügt, für x S ii= T ein Isom~rphismus, für x = 1

die Projektion ~d für x = a EGLi (Q) die Obert~agung

der Transformati~n von ~ mit a a~f die Modelle ist.

Lit. s.o.
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E.MAUS: Ein explizites Reziprozitätsgesetz an den Fixpunkten

von Gq) auf fir

Jeder Fixpunkt ze t eines Elem~ntes aus G~ ist imaginär

quadratisch /~ und bestimmt eine Einbettung q : K = O(~)~M2(~)'

derart, daß q(I<:)Il) = 1~ E G(4:!)1 cl. (z) = Z } ist. Umgekehrt

bestimmt jede Einbettung eines imaginär quadratischen K in M2(~)

einen Punkt z~~, der Fixpunkt für q(K)() ist.

q heißt normiert, falls t'(1'} = q(C"'} (~) "ist. q wird' stetig
• +

auf KA --+ GA fortges.etzt. Ziel ist der Beweis des

Reziprozitätsgesetz: Sei X imaginär quadratischer Zahlkörper,

q : KW.:.......a.., G~ eine normierte Einbettung, z deren FixpunktEt-,

~der Körper der über ~ab rationalen Modulfunktionen. Dann

gilt für jedes in 2-definierte hECJ' : h(Z)E K
ab

und für jedes

sC K)t ist h (z) t.~KJ = h"l: (q (s -1 ) ) (z) •
A

Zum· Beweis wird zunächst das Transformationsverhalten für die

Erzeugenden j, f von~ unter '~Aut (G:/K) an z nachgewiesen.a
Ihr Transformationsverhalten ist eine Folge des Hauptsatzes

der komplexen Multiplikation elliptischer Kurven. Daraus wird

das Reziprozitätsgesetz in der folgenden geometrischen Gestalt

al;>geleitet:

Für jedes se «:l ist <fs (z) rational. über Kab und' es gilt für

s € K
X

,

g> (z ) [$ ,xl:r -1
S = ST (~ ( s » (Cf T ('~» mi t

-1
= q(s) S q(s)

Das Reziprozitätsgesetz zeigt, daß analog zum Artinschen Rezi-
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prozitätsgesetz, die Abbildung"t:: G~-" AutCCf) lokal, d. h.

an den Fixpunkten· z, 'durch das' ArtinsymbOl und damit durch den

Frobenius bestimmt ist. Als Anwendung wird die Struktur von

K ks(~s(z» besti~t •.

Kor.: K .ks(~s(z»·ist abelsch über K und gehört zur Klass~n

gruppe Ws = KJ( f S e K~ q (s) e s ~

M.KNESER: Die Kongruenzrelatiort~nvon Eichler-Shimura für

. Modularkorrespondenzen

' ...~

Für S,T,x wie i~ yo~trag 3 .wird di~ M9du~arko~respondenz

-XTS(x) auf Vs.VTd(X) -definiert durch x.xS(x) = JTW-(x) ~ J
Sw

(1);

-1
dabei ist W = S~x Tx, 0 die' Komposition 'von Korrespondenzen

und t die Transpos~tion. Ist S fest, so gibt es eine endliche

Ausnahmemenge 'fs d~rar.t, daß für jede Primzahl· Pf ~ S folgendes

gilt: ~ sei eine 2 x 2 -Matrix über ~. mit Determinante p,we, G
A
+

P" P .

habe an ·der Stelle p 9ie· Komponente wp.an allen.anderen Stellen

die Komponente 1,rvbe~eute die. Reduktion mod p bzw •. modulo einer

Fortsetzung der .?tellera~f dep algebraischen Abschlu~s von ~,~

die Potenzierunq mit p , sowohl als Automorphismus von Er alsp
,..., ""1C -1

auch als ~bildung Vs-' Vs ; dann. ist xss (w .) 'rational über

~1 A... t :rr; ~ 1 .J..
ks und man hat XSs(w ) =..,-S + C#>s 0 Jss(aet w- ), mit", S

,..., ~.

der Graph der Abbildung~: Vs~~s • Das ist die im Titel ge~

nannte Relation, deren Beweis mit Hilfe der Theorie der kom-

~~------~
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plexen Multiplikation aus dem vorangehenden Vortrag gegeben

wurde. Literatur: 5himura, loc. cit., Kapitel 7.

U.STUHLER: Modularkorresoondenzen

Im ersten Teil wurde die Wirkung von Korrespondenzen zwischen

Kurven auf den Differentialen der zugehörigen Jacobischen er

klärt. Danach wurde gezeigt, daß die den Doppelklassen (rX ~ rJ

(für r
A

, r~ kommensurabel zu r(1» "zugehörenden Korrespondenzen

x(r'A Cl r(") = I (P t'" (z). P1.. (Cl z)lz E j.*)} c Ve- x ~. (Ve--'. pc-:) und

(V.V P.l). Modelle ~ür r'J,i *: '. r0i). * I folgende~ Diagramms kommuta-

tiv machen:

82 (rA) (rA a r )
52 (ru)- H >.l!

x(rx a. r u)
2!

J) (VA) )
j) (v )u

Hier "sind 82 (rA) t 52 (rr-) die spitzen Formen vom Gewicht 2,

und die Doppelklasser (r2 a" r I-!) operiert wie üblich, die ver-

tikalen Pfeile sind schließlich die üblichen Isomorphismen

fez) - f(z)dz von den Formen in die Differentiale. - Im zweiten

Teil wurden dann diejenigen Gruppen S E~ eingeführt, für d~ren

Modelle VS'die Ha~se-Weil-Vermutungbewiesen werden 8011,__

_ nämlichS.,.~*U'. mit

U' = I (~ ~) E Uld E a*. b. ;;; o(t). c ;;; 0 (N)' }

wo U = G ~IT G(l:), t IN, und 'h* c g* = 1R*~n Z* in der00,+ p P _ P P

Ide~lgruppe I(Q), wo h·die ganzen Idele : 1 mod N enthalten

soll.

Alle zugehörigen Modelle Vs sind über ~ definiert, genauso

alle Xss(a) für aE 6'= f(~ ~)E M(2,~)nG(a)~,aEh*,c=o(N),b=o(t)}
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als Multiplikatoren.

( M.KNEBUSCH: Zetafunkti~nen von Shimura-Kurven

Es wurde gezeigt, daß die Zetafunktionen der Kurven Vs mit

S = a~ U'·wie im vorigen Vortrag 'Produkte von Dirichletreihen

L(ä,f) a ~ ~ n-s zu gewissen ~Pitzenfo~en ~
n=1

~ ~ e~ nz vom Gewicht 2.bzgl. r s sind. Mit
f(z) a il;i

Resultaten aus der FrUhj~~ta~..Uber Modulformen folgt e:taraus,

daß ;D{s,vs/Q) 'sich holomorph auf die ganze Ebene f.~setzen

läßt - nach HinzufUge~ endlich vieler Eu~er-Faktoren~ und einer

Funktionalgleichung genUgt. AUßerdem wurde 1m wesentlichen die

Ramanujan-Petersson-V~rmutunglipl~ 2~_fürdie Eigenwerte ~

der Hecke-Operatoren' T' (P)2,t ·bew~esen~·Als Hi1fsmittel wurden die

Modularkorrespondenzen, Standard-ResultateUber abelsche Mannig

falEigkelten und die Weil'sehen Result~te Uber~ -Funktionen

von Kurven Uber endlichen Körpern benutzt (vgl. Sh1mura, § 7.5).

G. FREY: Kroneckersehe und Neron' sehe Model·le

Mit Hilfe der Igusa'schen Theorie. der. Modulformen in beliebiger

. Charakteristik wurde gezeigt, daß(ri!~H) ein Modell Uber ~ be

sitzt, das eigentlich 1st und glatt über 2(N] ist. Als Folgerung
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sieht man, daß die Ausnahmemenge.....(aus Vortrag 5 als die Menge

der Primteiler von N gewählt werden kann. Für abelsche

Varietäten A Ober globalen Körpern K folgt nach Niron, daß

ein glattes Gruppenschema ~ Uber dem Ganzheitsring 0 von K

existiert, so daß Cl @ K~ A ist und ct minimal mit dieseon Eigen-
o

schaften ist. FUr e~liptische Kurven kann das minimale~Model1

genau beschrieben werden, es treten 10 verschiedene Typ"en auf,

bei denen die Ordnung der Diskriminate, die Anzahl der

Komponenten nach Red~tion (auch di~ vielfachen Komponenten des

komplettierten Schemas mUss~n be~cksicht~gt werden) und das

Maß der wilden Verzweigung 6(e,Ae ) nach einer Formel von Ogg

zusammenhängen. (Ae sind die Punkte der Ordnung evon A).

K.WOHLFAHRT: Neuformen

Motiviert durch Barry Mazurs Definition von Weilschen Kurven

werden "Neuformen" im Sinne von Atkin. und Lehner (Hecke

operators on ro{m), Math. Annalen (85») betrachtet. Es handelt

sich dabei um Spitzenformen zu ro(N), 2 ~ N E~, vom "Gewicht 2

welche Eigenformen aller Operatoren Tp mit p +N (p Primzahl)

sind und 'nicht schon von Formen eine~ niedrigeren Stufe her

rühren. Ihre Fourierreihe läßt sich gemäß fez) =l:a(n)tn
t

2rri °

t = e Z, a(o) = 1 normieren. FUr Primzahlen p +Nt qJN sind

die Fourierkoeffizienten gleich den Eigenwerten. Wegen der

Orthogonalität zu den Altformen sind die Neuformen bereits

durch die a(p) fü~ p f N bestimmt.
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Mit Hilfe der zugehörigen Dirichletreihen und einer Wellachen

A~schätzung der Fourierkoeffizienten zeigt man mit Atkin und

Lehner sogar: Sind F1 und F2 ~euformen bzw. zu r o (N1), r o(N2 )

und haben sie ~Ur fast alle p ~ N dieaelben~Eigenwerte unter

Tp"so ist F2 F1 •

H.KRAFT: Die Bilder der Spitzen und das Manin" s'che-

Reziprozitätsgesetz J.

Ju. I. Manin. parabolic points ~d zetafunctions of modula~

curves. Math. USSR, I/zvestja (1972) NOI

B. Mazur: Courbes elliptiques et symboles modulaire.

Simlnaire Bourbaki, 24e anne 1971172 n~414

Mit Hilfe der kan. Identifikation H1(X, IR) ~ Homc(HO{X, 0x)' C)

erhält man zur Modellfläche xr = r\H
K

das modulare Symbol

, } : HJ( A H~ - H1 (X, IR)
.Y .Ix, y} = j "Jt* ? mit ~: HK .. x.
X

Durch Betrachtung der Heckeoperatoren erhält man hieraus, daß

f~r ein~ schwache Weilparametrisierung ~ :' Xfo{N) ~ E die Bilder

der Spitzen Punkte endlicher Ordnung sind. Genauer gilt

auf xr (N) folgende Beziehung:
o

p-1
(1 + P - T ) I = ~ lOt _pd} t mi t I = I0 , i oo}.

P deo

Definiert man I ~ = I l. o. l i oo} fUr l. E SL2 (2'). so hängt I ~
- . 1

nur von den Linksnebenklassen r o{N)\ SL2(Z) ~ tP (z/N) ab
l.

und es gilt ~z I :> H1 (Xr (N)' 2).
o
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Für jede Primzahl p + 2N gibt es eine Matrizenmenge~
p

( .... Heilbronn-Matrizen), 'Je pe SL
2

(lt [ ~ J), welche im wesentlichen

die ganzzahligen Lösungen von p = xx' + yy' mit x> y > 0 und

x' > y' ~ 0 durchlaufen, mit folgender Eigenscha'ft ':

(1 + P - T )1 = ( L 'I~ )+ mit l-= Bild von l in SL2 (lr/N) und
p. . ~€~p

?+ Symrnetrisierung bez. der Konjugation auf H, (~~). Man er-

hält daraus das Maninsche Reziprozitätsgesetz für eine Weilsche

Parametrisierung: (1 + P -Ä ) ,'1'(1) =, 6 y(~). mit einer
p 'Gep . .

. .."'Funktion y : ~ (Z/N)-+ Z, die nicht von de~, spezi.e~len Primzahl

p abhängt. Mit dieser Formel ist es mögli~h, ~n ~~~~elfällen

N = 1 + P - Ä = Anzahl der Punkte von E mod p, zu .berechnen.p p

Zudem- hängt "(1) zusammen mit den Werten~ der L-.Reihe von E an

der Stelle 1. (vgl. Vortrag 11)

G.HARDER: Die Weilsehen Vermutungen über elliptische Kurven E/R

In diesem Vortrag wurden Konsequenzen und Motivationen der Ver

mutungen von WEil behandelt. Wir wissen, daß'für alle Nt ~ der
I

Quotient H/ ro(N) eine natürliche g -Struktur besitzt, wobei

ro(N) ~ (~ ~) € SL2 (:r)1 c =0 mod Nisei, Xo(N)/~ dieses

glatte projektive Modell. Eine elliptische Kurve E/Q besitzt

eine Weilsehe Parametrisierung, falls es einen R-Morphismus

gibt mit Cf (100) = 0 und f (z) cl 'Z. -=
~

l' (w 0) € Raum der .

neuen spitzenformen auf Xo(N), wobei ~o eine von Null ver-
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schiedene Differentialform auf E ist. Dann ist die Hasse-

Weilsche'Zetafunktion LE(s) gleich der Mellintransformierten

von f. Das impliziert, daß LE(S) holamorph ist und einer

Funktionalgleichung

genügt. Umgekehrt zeigt Weil in seiner. Arbeit (Math. Ann. 168)

daß eine erweiterte Form dieser Funktionalgleiehung zusammen

mit Holomorphie und Besehränktheitsbedingungen die Existenz
, .-./

einer Veilsehen Parametrisierung sehr plausibel macht.

(Weils Vermutung).

Es~ außerdem einige Zusammenhänge mit den Vermutungen von

Bireh - Swinnerton Dyer erläutert.

u. Stuhler (Göttingen)
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