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. Einige Bemerkungen über die Prabieme der Himmelsmechanik

Die Himmelsmechanik beschäftigt sich mit den Lösungen der .-.
Differentialgleichungen des n-Körperprablems, bei dem sich ~

n Massenpun kte mi , i =1, ... , n , nach dem Newetonschen Gravi­
tatiansgesetz anziehen. Setzt man xi € m3 für die Lage und
Y; E m3 für den Impuls des i-ten Massenpunktes, so lautet
diese Differentialgleichu~g

x = •y

mit x=(x 1,.·. ,x n} E IR 3n , Y=(Y1' ... ,Y n ) E IR 3n . Dabei ist
die Hamiltonfunktion definiert durch H(x,y) = T(y) + V(x)
mit

T(y) 1~
"2 i=1

V(x)

Gewöhnlich betrachtet man nur d~n Fall, in dem (0-1) Massen­
verhältnisse, etwa mi/mn' i=1, ... ,n-1 , klein 'sind. Die
Gleichungen sind auf m 6n,.6 definiert, wobei

~ = { x ~ m 3n , xi =xj für mindestens ei n i Fj ld ; e Menge e
der sog. Kollisionspunkte ist. '.
Für den Fall n=2 (Keplerproblem) sind die Lösungen bekannt.
Im Fall n ~ 3 Weiß man jedoch nur wenig. Eines der Haupt­
probleme ist das Stabilitätsproblem nämlich das Verhalten
der Lösungen über ein unendlich langes Zeitintervall , falls
solche existieren. Hier wurden in den letzten 20 Jahren
große Fortschritte durch die Arbeiten 'von Kolmogorov,Arnold
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und Mo ser.e. r z i e 1t. 0emn ach exis t i e r tin j e.nem Te.i 1 des
Phasenraumes m6n der der Konfiguration des n-Körper­
problems entspricht, eine Cantorartige Menge von positivem
Maß, die überdeckt wird von quasiperiodisch~n lösungen,
insbes6ndere also von lösungen, die für alle Zeiten be­
schränkt bleib~n und keine Kollisionen erleiden. Diese~

sog. KAM-Theorie wird am Beispiel des restringierten
Dreikörperproblems studiert. Zwischen den Uguten U quasi­
periodischen Lösungen existieren Lösungen von total ver­
schiedenem Verhalten über unendliche lange Zeiten, nämlich
un~tabile, deren erratisches Verhalten durch Einbettungen
von topologischen Bernoulli-Systemen beschrieben wird. Die­
ser lösungstyp wird an einem speziellen Dreikörperpro-
blem studiert. Außerdem gibt es noch singuläre Lös~ngen,

nämlich Kollisions- und Explosionslösungen, die an linearen
Drei- und Vierkörperproblemen studiert werden. Schliesslich
wird noch die Arbeit von Smale über die Topologie des
ebenen n-Körperproblems studiert.
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Vortragsauszüge

I. Die KAM-Theorie, illustriert am restringierten 3­
Körperproblem

Gegen Ende des letzten Jahrhunderts wurden quasiperiodische
Lösungen des restringierten Dreikörperp~oblems in Gestalt
formaler Potenzreihen nach Potenzen eines kleinen Stör­
parameters gefunden, vornehmlich von Delaunay und Poincare.
pie" Konvergenz dieser Reihen wurde erst 'in den letzten 20
Jahren von Ko1mogorov,. Arno1d und Moser bewiesen. Die
mat he mat i s che· Schwie r i 9ke i t des K0 nver gen zbew'eis es ist unte r
dem Beg r i f f .. K1eine Ne nne r 11 be ka nnt. Zur 0be rw i ndun g,_di e,-
ser Schwierigkeit benutzt man eine rasch konvergierende
Approximationsmethode, die dem Newtonverfahren nachgeahmt
ist. Diese Methode erlaubt auch die Konstruktion einer großen
Menge quasiperiodischer Lösungen des allgemeinen ebe"n'en":und
rä uml i ehen N- Kö rpe rp rob le.m~ ,

N ~ 3

1. S. SUCKOW O~s restringierte 3-Körp~rproblem in dei
Ebene

Nach e," n1 gen a11 gerne,i ne n Be me r kungen zu Harn i 1ton s ehe n 0i f fe re n-.
tialgleichungen und kanonischen Trans~ormationen wird das
restringierte Dreikörperproblem betrachtet: Zwei Körper PI
und P2 bewegen sich auf Kre i s bahnen um ihren gernei ns·amen'
Schwerpunkt; ein dritter Körper P bewegt sich in dem. v.on" P1
und P2 erze~~ten Gravitationsfeld in derselben Ebene wie' PI
und P2.Man beschreibe seine Bewegung! Zur Untersuchung-dieses
Proble~s behandelt man die Mas~e~ von P2 als Störparameter.
Der Fall/" =0 ist das Kep1erprob1em (Bewegung im Zentralfeld).
Man führt zunächst Winke1- und Wirkungsvariable .ein
(11 De1aunay- Transformation").

Die neue Hami1tonfunktion hat dann die Form
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wo H periodisch in den Winkelvariablen xi ist. Im unge-
s t Ör t e n. Fall (J'l = 0) be komm.t ma'n e i ne Fa se ru n9 dur ch
invariante Tori; die Lösungskurven darauf sind pertodisch
oder quasiperiodisch, je nachdem, ob der IIFrequenzvektor U

~ = Ho(yo) rational ist oder nicht (dies gilt bezgl. eines
rotierenden Koordinatensystems).

2. H PFEUFFER Konstruktion quasiperiodischer lösungen mit
Hilfe formaler Potenzreihen nach Potenzen
eines Störparameters

Indem man das gestörte Problem für kleine/" durch eine kano­
nische Transformation

A

X = X(., ,1 ,/") = T +~ x( 1 ' '7 'r' )-, y

• T~ =-KT
nicht explizi't vonTabhängt, wenn man ein festes'2= b wählt,
erhält man quasi periodische Lösungen durch

so transformiert, daß das neue Hamiltonsche Differenttalglei­
chungssystem

• TT = K"7

~ b und x X( w t+ ; ,b,,,"")
o 0

. T = t;J t + r y y ( ~ t+ F .:, b~ ),

mit aJ ~/") = K~(b,/u--)T.· Eine solche Transformatio'n ist
- wenn übe.rhaupt -.mögl'ich mit X, das nfcht von-p abhängt·, und

. Y, das.l i near in., .ist .. Wenn b 'die Ei genschaft hat, daß für _

e.J = c.J(O) HOy(b)T jede Differentialgleichung -

Fl' C4) f ( mit fun d F .a na1y t i s ch und 2r - per iod i s ch )

1ös b'a r ist , gib t es f 0 r mal e Potenz r e; hen i n,I""- f ~ r X Li nd Y,

die .be; .y 0 r 9e geben em Cß ~) ; m Wes e nt 1ich e n e'; nd e ut i 9 s i nd ,
so daß

K(T,~yu) = H(X'Y,'r)

die verlangte Eigenschaft hat. ,
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Die M~nge der b, für die~nicht die entscheidende Eigen-

schaft hat (z.B. alle rationalencc.» liegt dicht. Daher

gibt es keine kanonische 'Transformation mit der verlang-. .

ten Eigenschaft für alle b (Poincare's Preisschrift).

Die Konvergenz der Potenzreihen in)"kann nicht direkt be­

wiesen werden.

3. H. REITER: Kleine Nenner

Es wird untersucht, für welchel4.'eIR n die Differential­

gleichung

FZ(Z}w = f(z)

für jede reell-analytische, n-fach 2,! -p~riodische Funk­

tion f : IR n -+ m eine Lösung hat. Notwendig ist, daß der

Mit t e i we r t· von f Null ist . Da nn e rh ä 1t man di"e Lös bar­

keit mit Ausnahme einer Menge von Lebesgue-Maß Nu11~ in der

die Zah', en k Tcu , 0 F' k€-ll n·, i u s t a ~ k' k 1~ i n werden. Gen üg t

f( z) für g~te'sw und fUr 'Im z I~ r der Ab's'chätzung If( z)' < M,

sog i 1t fü r "I m z J < r- r
M

, F ( z ), :So c ( n 1I~) 6 J".r

wobei c(n,r»O, ~ ~ n-1 undr=~(C4})>0 ist'.

4. K. POMMERENING Bewe i s· .de r Kon ve rge nz de r fo r.ma.l e n

Reihen mit Hilfe eines Newtonsehen,

Iteration~prozesses

Für k1eine ~J e r tede s St ö r parame te r 5 /" wer de.n (b e i 'fe s te n An ­

fang~we~ten) Lösungen des restringierten Dreikörperpro~lems

k0 ns t ru i er t, die an a 1y t i ~ eh von/" ab hä ngen. D.ab eida.r f der

Anfangswert b für die Impulsvariablen nfcht de.r in den·

Vort~ägen 2 und 3 beschriebenen Ausnahmemenge ~ngeh~ren. Auf
d~ ese We; se w; rd -. fr~; 1 ich n; eh t d; rekt, sondern auf ei nem

Umweg - auch die Konvergenz der formalen Potenzreihen-Lösungen

aus Vortrag 2 erhalten, und zwar wegen der dort formulierten

Eindeutigkeit. Die Beweismethode - nach Kolmogorov - Arnold -

                                   
                                                                                                       ©



- 8 -

Maser, von Rüßmann vereinfacht - ist ein Iterationsver­
fahren, das dem bekannten elementaren Newtonverfahren nach­
gebildet ist. Die "kleinen Nennern, die den direkten Kon­
vergenzbeweis für die formalen Potenzreihen verhindern,
treten hier ebenfalls auf, 'weil in jedem Iterationsschritt
Differentialgleichungen von dem im Vortrag 3 beschriebenen
Typ zu lösen sind. Die Konvergenz des Verfahrens ist je­
doch so stark, daß der Einfluß der kleinen Nenner nur die
Konvergenzgeschwindigkeit etwas mindert; der Fehler geht
nicht mehr quadratisch, d.h. wie E

tfl , 0 <F<. 1, gegen 0,
. » .

sondern nur wie EI( m; t ei nern /C, 1<)« 2.

I I. Uns tab i 1e 'L ö sungen

In di~sem Vortragszyklus werden unstabile Lösungen des Drei­
körperproblems an einem Spezial fall studiert, der von
Sitnikov un~ Alekseev untersucht wurde. Dabei 'betrachtet man
das folgende spezielle Dreikörperproblem: Zwei Massen m1 ,m2
mit rn' l ='m 2 >O. bewegen sich nach dem Newtonschen Gravitations­
gesetz in ei~er Ebene auf Ellipsenbahnen mit der Exzentrizi­
tät E'> 0 . Gesucht ist die Bewegung eines dritten Massen­
punktes m3 = 0, der sich auf ei'ner Geraden senkrecht zur
Ebene durch den Massenschwerpunkt bewe~en ~oll. Mit Hilfe
des topologischen Shifts können verschiedene Lösungen des
Problems in Abh~ngigkeit voh den Anfangsbedingungen untersucht
werden.

1. D. ERLE Der topologische Shift

Als Vorbereitung für die. Behandlung des Problems von Sftnikov
wird der topologische Shift besprochen. Bei diesem Hornöomor­
phismus einer Cantormenge 'sind z.B. die periodischen Punkte
dicht. Der topologische Shift kommt als Einschränkung von
Homöomorphismen eines Quadrates in der Ebene vor, wenn der
im Quadrat 1i egende Tei 1 der Bi 1dmenge' aus .ei nern System von
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horizontalen Streifen und deren Urbild aus einem System
von vertikalen Streifen besteht. Dabei müssen u.a. Oberkan­
ten der Streifen in Oberkanten übergehen.
Hat ein Diffeomorphi.smus YJ einer offenen Teilmenge der Ebene
in die Ebene einen homoklinischen Punkt r bezgl. eines
hyperbolischen Fixpunktes p, in dem sich stabile und in­
stabile Mannigfaltigkeiten transversal schneiden, so ent­
hält die sog. transver~ale Abbildung,die lokal eine Potenz
von ~ ist, einen topologischen Shift in der Nähe von r.
Daraus folgt die Existenz unendlich vieler weiterer homo­
klinischer Punkte in der Nähe von r.

2. W. FISCHER: Das restringierte Dreikörperproblem von
Sitnikov I

Zwei Punkte gleicher Masse mögen sich auf Keplerellipsen in
einer festen Ebene ~ewegen. Ein dritter Körper winziger
Masse bewege sich auf einer Geraden', welche die Ebene der
beiden Primärkörper in deren gemeinsamen Schwerpunkt senk­
recht schneidet. Ist z die Koordinate auf dieser Geraden, so
wird die Bewegung des dritten Körpers bei geeigneter
Normierung beschrieben durch

( 1 )

wobei r(t) = ~ (1 - E cos t) + 0(62 ) der Abstand eines Primär­
körpers vom Schwerpunkt und E di e Exzentri zi tät sei ner Bahn­
ist. Es werden verschiedene mit (1) zusammenhängende Probleme
diskutiert.

3. J. GAMS T Das restringierte Dreik~rperproblem von
Sitnikov 11

Die Disk~ssion der Differentialgleichung (1) wurde fo~tge­

setzt. Die Resultate von Sitnikov beziehen sich auf Lösungen
von(l) mit unendlich vielen Nullstellen tk<tk-fl' k€ll.Der­
artigen- lösungen ordnet man ganz.e Zah len
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Satz:~Zu jed~m hinreichend kleinen f: > 0 gibt es eine ganze'

Zahl C(E) >0, so daß jede Folge (sk)kE71 mit
sk ~ C(E) einer Lösung von (1) entspricht.

Daher gib~ es sowohl periodische Lösungen als a~ch unbe-

F
SOChlgraeOnnktdeerLbF"oSUrmnge(n, dsie usnensdliCh °sft OSZil)'eienrtespnr·AeUChcehn ~

... , -1' 0' 1':··' k-l'oo
Lösungen von (1), nämlich Fluchtlösungen, die für t~O

beschränkt sind und für t~co monoton über alle Grenzen
wachsen. Aus dem gleichen Grunde gibt es auch Einfanglösungen

4. K. HOR~EFFER : Das restringierte Oreiköfpet~roble~ von
S i t n' i k0 v '1"1 I

Die Si·tni kovschen Resul tate beruhen auf ei ner Efn bettung des
topologischen Shifts in eine Abbildung 9> :Do~ 01 . Diese
Abbildung ordnet einer wiederkehrenden Lösung z der Differen­
tialgleichung- (1) Zeitpunkt und Geschwindigkeit der Wieder­
kehr (als Polarkoordinaten aufgefaßt) zu. In'dem Vortrag wur­
den die für die Einbettung benötigten Eigenschaften von ~

behandelt, insbesondere die Gestalt des Definitionsbereiches
00 . Hierzu ist eine genaue Anilyse des Verhaltens der Flucht­
lösungen der Differentialgleichung in der Nähe des Punktes 00

e r f 0 r der 1 ich . Die s e r kann a"l s per i'0 d; s cher 0rb i tau f 9efaß t
werden, von dem zwei invariante Mannigfaltigkeiten ausgehen, ~.

die sich in einem Schnittpunkt P der Ränder aDo und aD
transversal schneiden. Dadurch erklärt sich das homoklinische
Verhalten dieses Punktes.

111. Singuläre Lösungen

Außer den in den ersten bei den Vortragszyklen besprochenen
stabilen und unstabilen Lösungen besitzt das n-Körperproblem
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noch singuläre Lösungen, bei denen man zwischen Kollisions­
und Explosionslösungen u~tersche;den" kann, die beide nur für
ein endliches Zeitintervall existieren. Diese Lösungstypen
werden für den Spezialfall des kollinearen Drei- und Vier­
körperproblems ~ntersucht.

1. G FREY: Der kollineare Dreierstoß. I. Desingularisierung

Wir betrachten drei Massenpunkte, die sich auf einer Geraden
in einem Newtonsehen Kraftfeld bewegen, und suchen nach mög­
lichen Bahnen, die nach endlicher Zeit enden, z.B. in einer
Doppelkollision oder in einer Dreierkollision. In diesen
Kollisionspunkten hat das durch die Gradienten der Hamilton­
funktion gegebene Vektorfeld Singularitäten. Durch Obergang
zu geeignete Koordinaten und durch eine geeignete Zeittrans­
formation gelingt es, diese Singula~itäten zu beseitig~n:

Doppelkollisionen werden durch den elastischen Stoß regula­
risiert; die durch konstante Enerqte gegeb~ne En~rgt~fläche

wird in dem der Dreierkollision entsprechenden Punkt Il au f­
geblasen ll

, so daß eirezweidimensionale Mannigfaltigkeit C
auf die Energiefläche aufgeklebt wird, die unter dem Vektor­
feld invariant ist und die von tatsächlich vorkomm~nden

Bahnen nicht in endlicher Zeit. erreicht wird. Das gegebene
Vektorfeld wird dabei so transformiert, daß es stetig auf C
fortgesetzt werden kann.

Der kollinea're Dreierstoß. 11. Die
Koll i si'ons'manni gfa 1ti gkei t.

Auf der mit dem Rand der fiktiven Dreierstoßmannigfaltigkeit
C versehenen Engergiefläche wird der Fluß untersucht und

gezeigt, daß ~r genau zwei ~tationire Punkte x~ , x~ be­
sitzt. Die Anwendung eines Satzes über dynamische Systeme
l~efert, daß die Drei'erkollisionsorbits ·im Punkte Xc enden.
Dabei werden einige Abschätzungen Ub~r den Fluß in der "Nähe
d~r K~11tsionsmannigfaltigkeit C benötigt. Oie Koordinaten
von Xc können be"stimmt werden und 1tefe'rn asymptotische Aus·-
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sagen fUr die Kollisionsorbits. Insbesondere ist die
stabile' Mannigfaltigkeit des Ruhepunktes eine zweidimen­
sionale analytische Untermannigfaltigkeit der Energie­
fläche. Außerdem wird der Fluß auf dem Rand des isolieren­
den Blocks betrachtet, der im 3. Vortrag genauer studiert
wird.

Der kollineare Dreierstoß. III~ Nic~t-

regularisierbare Fälle

Um die Kollisionsmannigfaltigkeit ,C wird ein sog. iso­
lierender Block gelegt, d.h. eine abgeschlossene Mannig­
faltigkeit,und dessen Rand betrachtet. Der Fluß definiert
einen Homöomorphismus eines Teils des Randes auf sein Bild.
Man nennt das Vektorfeld regularisierbar, wenn der Fluß auf
den ganzen Rand homöomorph fortgesetzt werden kann. Es wer­
den zwei Behauptungen bewiesen:

(i) Ist die unstabile Mannigfaltigkeit von' ~C ungleich d~r

stabilen Mannigfaltigkeit vo~ x~ , so ist keine Regulari­
sierung möglich, da die Teilchen in der Nähe der Dreierkolli­
sion mit beliebig hoher Geschwindigk~it enteilen. Diese
Behauptung folgt aus der Stetigkeit des Flusses und der Geo-

.- ..
metrie der Kollisionsmannigfaltigkeit in der Nähe der kri-
tischen Punkte

( ; i) Es gib t Ma s sen tri pe 1 (rri, Ern, m) , e> Q, fU r die die serZ u­
stand eintritt.

Ein explodierendes kollineares
Vierkörpersystem (2 Vorträge)

Folgender Satz von Mather und McGehee wird. gezeigt: Man kann
vier Massenpunkte so bestimmen, daß bei geeigneten'Anfangs­
werten das nach. de~ Newtonschen Gleichungen resultierende
dynamische System nur fUr ein endliches Zeitinterv~ll'[Q,t*
iritegrab,el ist, ohne daß Dreierkt>11ision auftritt. 'Zweier­
~o11isionen werden vorher als elastischer StoB regularisiert.

.,
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1~ H. SCHEERER: Topologie und Mechanik I

IV. Topologie und Mechanik

In diesem Vortragszyklus werden die Arbeiten von Smale über
die Topologie des ebenen n-Körperproblems studiert.

mit E = V + K (Gesamtenergie).i X~ = dE

Es wird nach Arbeiten von Smale und Robbin ein mechanisches
System (M,K,V,G) mit Symmetriegruppe G definiert. Dabei ist
Meine Riemannsche M~t:'nigfalt.igkeit mit Metrik K:TM-J'IR, V
eine-Potentialfunktion, und- G operiert auf M. Man hat eine
Zweiform fAJ_auf TM, welche nicht-entartet ist und definiert
ein Vektorf~ld X a~f TM durch

Im Zeitintervall rO,t*) entfernt sich der erste Massenpunkt
mit wachsender Geschwindigkeit gegen - 00 , der dritte und
vierte entfernen sich ~nter Zweierstöße wachsender Frequenz
gegen +00, und der zweit~ Massenpunkt läuft zwischen dem
ersten und dritten mit divergiererender Geschwindigkeit hin
und her.

Der allgemeine Drehimpuls- J ist eine Abbildung J:TM ....... ~*
wo &r*der Dualraum der lie-Algebra ~ von G ist.Die Abblldung
I = ExJ .ist invariant unter dem Vektorfeld X. Man will nun
den topologischen bzw. differenzierbaren Typ von stu-
dieren, d.h. man untersucht, welchen Typ die Mannigfaltig­
keiten I c •p = I- 1(c.p) haben und für welche Werte von c.P
die Abbildung I nicht lokal trivial ist. Die Menge dieser
(c,p.) ist die Bifurkationsmenge .L ; in L. enthalten ist
die Me~ge der kri tischen Punkte ~' von I.

Zur Bestimmung von Z"wird der Be-griff II re l atives Gleichge- .
wicht ll eingeführt. Ein solches iit ein Punkt v ETM, wo die
Integr~lkurve von X so er~alten werden kann, daß man v durc~

eine l~Parametergruppe von G bewegt. Dann gilt:
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Ci) Ist v kritischer Punkt von I und nicht von J, so ist
y .re 1a t i ve s G1e ich gew;- cht .

(ii )Ist y relatives Gleichgewicht, so ist 'y kritischer
Punkt von I.

Die kritischen Punkte von berechnen sic~ auch mit Hilfe
von kor r i g i e r te n Pote nt i ale'n, für die i m' p1a nare n ti - Kö r per­
problem (SO(2)-Symmetrie) explizite Formeln angegeben werden.

2. D. SIERSMA: Topologie und Mechanik 11

Im planaren n-Körperproblem wird der topologische Typ von

I c , P we i te run te r.s ucht. I m Fa 11e c < 0 und P F 0 brau ch t man
dazu nur die genaue Kenntnis der kritischen Punkte und kri­
tischen Werte von Ip{z) = -{V(pz»)'2 mit ZES K wo SK die
Einheitssph~re in M bezgl. der K-Metrik ist. In den übrigen
Fällen bestimmt (c~p) schon Ic,p.

Satz l~ Die Menge der kritischen Werte ist gegeben durch

1:~ = {(c,p) c = Ip(z) und Z krit.Wert von Ipl

~

"

Dabei ist c

Satz 2. Sei z ES K. Dann sind äquivalent:

( i ) z ist kritischer Punkt von 1p ,
( i i ) z ist kritischer Punkt von VJS K,
( i i i ) Es gibt ein v,. so daß (z,v) ein relatives

Gleichgewicht ist
( ; v ) Es gibt ein v, so daß ( z , v) kritischer

Punkt von E)(J ist.

Satz 3. Die Bifurkationsmenge ist gegeben durch

1:" = ~ I V IR ,x l ,0 j v 1,0 i .< IR

Als Beispiel werden das Zwe.i- und Dreikörperproblem im .De­
tail vorgeführt.

K. Goldhorn {Mainz}
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