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Einige Bemerkungen iiber die Probleme der Himmelsmechanik

Die Himmelsmechanik beschéftigt sich mit den Ldsungen der
Differentialgleichungen des n-Kérperproblems, bei dem sich
n Massenpunkte mi s i=1,...,n , nach dem Newetonschen Gravi-
tationsgesetz anziehen. Setzt man x; € lR3 fiir die Lage und
y; € IR3 fiir den Impuls des i-ten Massenpunktes, so lautet

diese Differentialgleichung

. U . 2\
X = (,_a'_y) H(x,y) s y = = (? X) H(x,y)

3n 3n

mit x=(x1,...,xn) € R s y=(y1,...,yn)€]R Dabei ist
die Hamiltonfunktion definiert durch H{x,y) = T(y) + V(x)
mit

2

n Iy,
T(y) = 3 & - vm--Z i,
i=1 i iej 1Xi7%;

Gewdhnlich betrachtet man nur den Fall, in dem (n-1) Massen-
verhdltnisse, etwa m;/m , i=1,...,n-1 , klein sind. Die
Gleichungen sind auf R 6N\ A definiert, wobei

= [x e€R 3"] X{=X5 fiir mindestens ein { #j} die Menge
der sog. Kollisionspunkte ist.
Fiir den Fall n=2 (Keplerproblem) sind‘die Losungen bekannt.
Im Fall n 2 3 WeiB man jedoch nur wenig. Eines der Haupt-
probleme ist das Stabilitétsproblem n@mlich das Verhalten
der Lésungen iiber ein unendlich langes Zeitintervall, falls .
solche existieren. Hier wurden in den letzten 20 Jahren
groBe Fortschritte durch die Arbeiten 'von Kolmogorov,Arnold
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und Moser erzielt. Demnach existiert in jenem Teil des

6n der der Konfiguration des n-Kdrper-

Phasenraumes IR
problems entspricht, eine Cantorartige Menge von positivem
MaB, die iUberdeckt wird von quasiperiodischen Ldsungen,
insbesondere also von Losungen, die fir alle Zeiten be-
schriankt bleiben und keine Kollisionen erleiden. Diese"
sog. KAM-Theorie wird am Beispiel des restringierten
Dreikorperproblems studiert. Zwischen den>"guten" quasi-
periodischen Ldsungen existieren LOsungen von total ver-
‘ schiedenem Verhalten iiber unendliche lange Zeiten, nidmlich
unstabile, deren erratisches Verhalten durch Einbettungen
von topologischen Bernoulli-Systemen beschrieben wird. Die-
ser Losungstyp wird an einem speziellen Dreikdrperpro-
blem studiert. AuBerdem gibt es noch singulédre Lésungen,
namlich Kollisions- und Explosionsldsungen, die an linearen
Drei- und Vierkﬁrberproblemen studiert werden. Schliesslich
wird noch die Arbeit von Smale iliber die Topologie des
ebenen n-Korperproblems studiert.
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Vortragsausziige

1. Die KAM-Theorie, illustriert am restringierten 3-
Korperproblem

Gegen Ende des letzten Jahrhunderts wurden quasiperiodische
Losungen des restringierten Dreikdrperproblems in Gestalt
formaler Potenzreihen nach Potenzen eines kleinen Stor-
parameters gefunden, vornehmlich von De]aunay und Poincare.
Die Konvergenz dieser Reihen wurde erst in den letzten 20
‘ Jahren von Kolmogorov,_  Arnold und Moser bewiesen. Die
mathematische Schwierigkeit des Konvergenzbeweises ist unter
dem Begriff "Kleine Nenner" bekannt. Zur Uberw1ndung die-
ser Schwierigkeit benutzt man eine rasch konverg1erende
Approximationsmethode, die dem Newtonverfahren nachgeahmt
ist. Diese Methode erlaubt auch die Konstruktion einer groBen
Menge quasiperiodischer Ldsungen des allgeme1nen ebenen ‘und
raumlichenN- Korperproblems, R

N23

1. S. SUCKOW : Das restr1ng1erte 3- Korperproblem in der
Ebene e

Nach einigen allgemeinen Bemerkungen zu Hamiltonschen Differen-
tialgleichungen und kanonischen Transformationen wird das
restringierte Dreikdrperprobiem betraéhtet: Zwei Korper P1
und P2 bewegen sich auf Kreisbahnen um ihren gemeinsamen
Schwerpunkt; ein dritter Korper P bewegt sich in dem.v-on-P1

. und P2 erzeugten Gravitationsfeld in derselben Ebene wie P1
und P2 .Man beschreibe seine Bewegung! Zur Untersuchung-dieses
Problems behandelt man die Masse_ von P2 als Storparameter.
Der Fall/a =0 ist das Keplerproblem (Bewegung im Zentralfeld).
Man fithrt zundchst Winkel- und Wirkungsvariable ein
("Detaunay- Transformation").

Die neue Hamiltonfunktion hat dann die Form

HOGysm) = Ho(y) +puhy(xyipm)
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wo H periodisch in den Winkelvariablen X ist. Im unge-
stérten Fall (m= 0) bekommt man eine Faserung durch
invariante Tori; die LOsungskurven darauf sind periodisch
oder quasiperiodisch, je nachdem, ob der "Frequenzvektor"
= Ho(yo) rational ist oder nicht (dies gilt bezgl. eines
rotierenden Koordinatensystems).

2. H PFEUFFER : Konstruktion quasiperiodischer Losungen mit
Hilfe formaler Potenzreihen nach Potenzen
eines StOorparameters

Indem man das gestdrte Problem fiir k]eine/u durch eine kano-
nische Transformation

X = X(F o7 o) = FapR(F g p)s v = VFog ) sgtud(Fagsp

" so transformiert, daB das neue Hamiltonsche Differentialglei-

chungssystem

s _ T s T

F= K, » 7 =Ky
nicht explizit vonF abhdngt, wenn man ein festes#= b wdhlt,
erhdlt man quasiperiodische Losungen durch ’

7= b und x = X( “"t‘“f’b'/“)
F-ot+F y = Y( ets F b )

mit 41(/4) K,7(b5,‘)T.'Eine'so1che Transformation ist
- wenn Uberhaupt - moglich mit X, das nicht von11ébh5ngt; und

"Y, das linear in% ist. Wenn b die Eigenschaft hat, daB fir .
T = w(0) = Hoy(b)T jede Differentialgleichung

Deutsche

F? w = f (mit f und F analytisch und 2r -periodisch)
losbar ist , gibt es formale Potenzreihen in e fir X und Y,
die ‘bei .vorgegebenem aa‘,d im Wesentlichen eindeutig sind,
so daB ’

K(Fspope) = H(X,Y‘,/..)
die verlangte Eigenschaft hat. .
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Die Menge der b, fiir dieewnicht die entscheidende Eigen-
schaft hati(z B. alle rationalenw) liegt dicht. ‘Daher ‘
gibt es keine kanonische Transformatwn mit der verlang-
ten Eigenschaft fir alle b (Poincarée' s Preisschrift).
Die Konvergenz der Potenzreihen inmkann nicht direkt be-
wiesen werden. :

3. H. REITER : Kleine Nenner

. Es wird untersucht, fir welche @we&R" die Differential-
gleichung : ' '
Fz(z)w = f(z)

fir jede reell-analytische, n-fach 27 -periodische Funk-
tion f : R" = R eine LOsung hat. Notwéndig ist, daB der
Mittelwert- von f Null ist. Dann erhdlt man die Losbar-
keit mit Ausnahme einer Menge von Lebesgue MaB Null, in der
“die Zahlen kTw , 0 f keZ", zu stark klein werden. Genugt
f(z) fir gutesw und fir }m zl<r der Abschatzung lf(z)' < M,
so gilt fir IIm z) <r-d" ' :

" .
IF(z)} < C(",‘C)W _

wobei c(n,z)>0,T 2n-1 undr Ple)>0 ist.

4. K. POMMERENING : Beweis. der Konvergenz der formalen

'Re1hen mit Hilfe eines Newtonschen.
lteratlonsprozesses

Fiir kleine Werte des Storparameters/a werden (bei festen An-
. fangswerten) Losungen des restringierten Dre1korperproblems
konstruiert, die ana]yhsch von/aabhangen Dabei darf der
Anfangswert b fiir die Impulsvanab]en nicht der in den
Vortrdgen 2 und 3 beschriebenen Ausnahmemenge angehdren. Auf
diese Weise wird -. freilich nicht direkt, sondern auf einem
Umweg - auch die Konvergenz der formalen Potenzreihen-LOsungen
aus Vortrag 2 erhalten, und zwar wegen der dort formulierten
Eindeutigkeit. Die Beweismethode - nach Kolmogorov - Arnold -
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Moser, von RiiBmann vereinfacht - ist ein Iterationsver-
fahren, das dem bekannten elementaren Newtonverfahren nach-

'gebi]det ist. Die "kleinen Nenner", die den direkten Kon-
vergenzbeweis fiir die formalen Potenzreihen verhindern,
treten hier ebenfalls auf, weil in jedem Iterationsschritt
Differentialgleichungen von dem im Vortrag 3 beschriebenen
Typ zu 16sen sind. Die Konvergenz des Verfahrens ist je-
doch so stark, daB der EinfluB der kleinen Nenner nur die
Konvergeﬁzgeschwindigkeit etwas mindert; der Fehler geht
nicht mehr quadratisch, d.h. wie 52\’, 0 <¢e< 1, gegen O, .
sondern nur wie ¥ mit einemx, l<X< 2.

II. Unstabile Losungen

In diesem Vortragszyklus werden unstabile LOsungen des Drei-
korperproblems an einem Spezialfall studiert, der von
| Sitnikov und Alekseev untersucht wurde. Dabei betrachtet man
i das folgende spezielle Dreikorperproblem: Zwei Massen mysm,
| mit my =m, >0 bewegen sich nach dem Newtonschen Gravitations-
| gesetz in einer Ebene auf Ellipsenbahnen mit der Exzentrizi-
} tit €> 0 . Gesucht ist die Bewegung eines dritten Massen-
| punktes my = 0, der sich auf einer Geraden senkrecht zur
Ebene durch den Massenschwerpunkt bewegen soll. Mit Hilfe
des topologischen Shifts kdnnen verschiedene Losungen des
Problems in Abhdngigkeit von den Anfangsbedingungen untersucht
‘ werden.
|

1. D. ERLE : Der topologische Shift

| Als Vorbereitung fiir die Behandlung des Problems von Sitnikov ‘
; wird der topologische Shift besprochen. Bei diesem Homdomor-
i phismus einer Cantormenge sind z.B. die periodischen‘Punkte
. dicht. Der topologische Shift kommt als Einschrankung von
‘ Homdomorphismen eines Quadrates in der Ebene vor, wenn der
im Quadrat liegende Teil der Bildmenge aus einem System von

Deutsche N
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horizontalen Streifen und deren Urbild aus einem System

von vertikalen Streifen besteht. Dabei miissen u.a. Oberkan-
ten der Streifen in Oberkanten iibergehen.

Hat ein Diffeomorphismus g einer offenen Teilmenge der Ebene
in die Ebene einen homoklinischen Punkt r bezgl. eines
hyperbolischen Fixpunktes p, in dem sich stabile und in-
stabile Mannigfaltigkeiten transversal schneiden, so ent-
hdlt die sog. transversale Abbildung,die lokal eine Potenz
von g ist, einen topologischen Shift in der Ndhe von r.
Daraus folgt die Existenz unendlich vieler weiterer homo-
klinischer Punkte in der Ndhe von r.

2. W. FISCHER : Das restringierte DreikOrperproblem von
Sitnikov I

Zwei Punkte gleicher Masse mogen sich auf Keplerellipsen in
einer festen Ebene bewegen. Ein dritter Kﬁrpef winziger
Masse bewege sich auf einer Geraden, welche die Ebene der
beiden Primdrkdrper in deren gemeinsamen Schwerpunkt senk-
recht schneidet. Ist z die Koordinate auf dieser Geraden, so
wird die Bewegung des dritten Korpers bei geeigneter
Normierung beschrieben durch

(1) P = - z2(22 + r(t)) 32

wobei r(t) = % (1 - € cos t) + 0(52) der Abstand eines Primdr-
korpers vom Schwerpunkt und&die Exzentrizitdt seiner Bahn-

.ist. Es werden verschiedene mit (1) zusammenhdangende Probleme

diskutiert.

3. J. GAMST : Das restringierte Dreikorperproblem von
Sitnikov II

Die Diskussion der Differentialgleichung (1) wurde fortge-
setzt. Die Resultate von Sitnikov beziehen sich auf Ldsungen
von(l) mit unendlich vielen Nullstellen tk<tk‘€l’ k€Z.Der-
artigen Ldsungen ordnet man ganze Zahlen
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. . [tk+1 tk]
k _ 2
zu. Umgekehrt gilt:

Satz:*Zu jedem hinreichend kieinen € > 0 gibt es eine ganze-
Zahl c(€) >0, so daB jede Folge (s )yeg Mit
S % C(€) einer Lgsung von (1) entspricht.
Daher gibt es sowohl periodische Losungen als auch unbe-
schrankte Losungen, die unendlich oft oszillieren.Auch

Losungen von (1), ndmlich Fluchtlésungen, die fir t<0
beschrdnkt sind und fiir t- oo monoton iiber alle Grenzen
wachsen. Aus dem gleichen Grunde gibt es auch Einfanglésungen

4. K. HORNEFFER : Das restringierte Dreikérperproblen von
Sitnikov 111

Die Sitnikovschen Resultate beruhen auf einer Einbettung des

topologischen Shifts in eine Abbildung 5»:00—9 Dl’ Diese
Abbildung ordnet einer wiederkehrenden LGsung z der Differen-
tialgleichung (1) Zeitpunkt und Geschwindigkeit der Wieder-
kehr (als Polarkoordinaten aufgefaBt) zu. In dem Vortrag wur-
den die fiir die Einbettung bendtigten Eigenschaften von ®
behandelt, insbesondere die Gestalt des Definitionsbereiches
Do‘ Hierzu ist eine genaue Analyse des Verhaltens der Flucht-
16sungen der Differentialgleichung in der Nihe des Punktes oo
erforderlich.Dieser kann als periodischer Orbit aufgefaBt
werden, von dem zwei invariante Mannigfaltigkeiten ausgehen, .
die sich in einem Schnittpunkt P der Rdnder E)Do und @D
transversal schneiden. Dadurch erkldrt sich das homoklinische
Verhalten dieses Punktes.

II1. Singulire Losungen

AuBer den in den ersten beiden Vortragszyklen besprochenen
stabilen und unstabilen Ldsungen besitzt das n-Korperproblem
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noch singuldre Losungen, bei denen man zwischen Kollisions-
und Explosionsldsungen unterscheiden kann, die beide nur fir
ein endliches Zeitintervél] existieren. Diese Losungstypen
werden fiir den Spezialfall des kollinearen Drei- und Vier-
korperproblems untersucht.

1. G FREY£ Der kollineare DreierstoB. I. Desingularisierung

Wir betrachten drei Massenpunkte, die sich auf einer Geraden
in einem Newtonschen Kraftfeld bewegen, und suchen nach még-
lichen Bahnen, die nach endlicher Zeit enden, z.B. in einer
Doppe]ko]]i%ion oder in einer Dreierkollision. In diesen
Kollisionspunkten hat das durch die Gradienten der Hamilton-
funktion gegebene Vektorfeld Singularitdten. Durch Obergang
zu geeignete Koordinaten und durch eine geeignete Zeittrans-
formation gelingt es, diese Singularitdten zu beseitigen:
Doppelkollisionen werden durch den elastischen StoB regula-
risiert; die durch konstante Energie gegebene Energiefldche
wird in dem der Dreierkollision entsprechenden Punkt "auf-
geblasen", so daB eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit C
auf die Energieflédche aufgeklebt wird, die unter dem Vektor-
feld invariant ist und die von tatsichlich vorkommenden
Bahnen nicht in endlicher Zeit.erreicht wird. Das gegebene
Vektorfeld wird dabei so transformiert, daB es stetig auf C
fortgesetzt werden kann.

2. G. WITTSTOCK : Der kollineare DreierstoB. II. Die
' Kollisionsmannigfaltigkeit.

Auf der mit dem Rand der fiktiven DreierstoBmannigfaltigkeit
C versehenen Engergiefldche wird der FluB untersucht und
gezeigt, daB er genau zwei stationdre Punkte xE , xE be-
sitzt. Die Anwendung eines Satzes iiber dynamische Systeme
liefert, daB die Dreierkollisionsorbits im Punkte xE enden.
- Dabei werden einige Abschdtzungen iiber den FluB in der Ndhe
der Kollisionsmannigfaltigkeit C benttigt. Die Koordinaten
von xE konnen bestimmt werden und liefern asymptotische Aus~-

Deutsche
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sagen fir die Kollisionsorbits. Insbesondere ist die
stabile Mannigfaltigkeit des Ruhepunktes eine zweidimen-
sionale analytische Untermannigfaltigkeit der Energie-
flache. AuBerdem wird der FluB auf dem Rand des isolieren-
den Blocks betrachtet, der im 3. Vortrag genauer studiert
wird. ’ ’

3. M. LINDNER : Der kollineare DreierstoB. III. Nicht-
regularisierbare Fdlle .

Um die Kollisionsmannigfaltigkeit C wird ein sog. iso-
lierender Block gelegt, d.h. eine abgeschlossene Mannig-
faltigkeit,und dessen Rand betrachtet. Der FluB definiert
einen Homdomorphismus eines Teils des Randes auf sein Bild.
Man nennt das Vektorfe]d regularisierbar, wenn der FluB auf
den ganzen Rand homoomorph fortgesetzt werden kann. Es wer-
den zwei Behauptungen bewiesen:

(i) Ist die unstabile Mann1gfalt1gke1t von’ xc ungleich der
stabilen Mannigfaltigkeit von xc , SO0 ist keine Regu]ar1-
sierung moglich, da die Teilchen in der Nihe der Dreierkolli-
sion mit beliebig hoher Geschwindigkeit enteilen. Diese
Behauptung folgt aus der Stetigkeit des Flusses und der Geo-
metrie der Kollisionsmannigfalfigkeit in der Nihe der kri-
tischen Punkte '

(ii) Es gibt Massentripel (m, Em,m),&>0, fiir die dieser Zu-
stand eintritt. o

4. T.BRUCKER und M. KNESER : Ein explodierendes kollineares ‘
Vierkorpersystem (2 Vortridge)

Folgender Satz von Mather und McGehee wird gezeigt: Man kann
vier Massénpunkte so bestimmen, daB bei geeigneten Anfangs-
werten das nach den Newtonschen Gleichungen resultierende

" dynamische System nur fiir ein endliches Zeitintervall [0,t* )
inteégrabel ist, ohne daB Dreierkollision auftritt. Zweier-
kollisionen werden vorher als elastischer StoB regularisiert.
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Im Zeitintervall [0,t¥) entfernt sich der erste Massenpunkt
mit wachsender Geschwindigkeit gegen - o0 , der dritte und
vierte entfernen sich unter ZweierstoBe wachsender Frequenz
gegen +oo, und der zweite Massenpunkt lduft zwischen dem
ersten und dritten mit divergiérerender Geschwindigkeit hin
und her.

IV. Topologie und Mechanik

In diesem Vortragszyklus werden die Arbeiten von Smale iber
die Topologie des ebenen n-Korperproblems studiert.

1. H. SCHEERER: Topologie und Mechanik I

Es wird nach Arbeiten von Smale und Robbin ein mechanisches
System (M,K,V,G) mit Symmetriegruppe G definiert. Dabei ist
M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Metrik K:TM=> R, V
eine Potentialfunktion, und G operiert auf M. Man hat eine
Zweiform w_auf TM, welche nicht-entartet ist und definiert
ein Vektorféld X auf TM durch

ixcd = dE mit E = V + K (Gesamtenergie).

Der allgemeine Drehimpuls J ist eine Abbildung J:TM —’gl*

wo @¥der Dualraum der Lie-Algebra & von G ist.Die Abbildung

I = ExJ ist invariant unter dem Vektorfeld X. Man will nun
den topologischen bzw. differenzierbaren Typ von I stu-
dieren, d.h. man untersucht, welchen Typ die Mannigfaltig-
keiten Ic, = I'l(c,p) haben und fiir welche Werte von c,p
die Abbildung I nicht lokal trivial ist. Die Menge dieser
(c.p.) 1ist die Bifurkationsmenge £ ; in X enthalten ist
die Menge der kritischen Punkte X’ von I.

Zur Bestimmung von Z'wird der Begriff "relatives Gleichge-
wicht" eingefiihrt. Ein solches ist ein Punkt v €TM, wo die

Integralkurve von X so erhalten werden kann, daB man v durch
eine 1-Parametergruppe von G bewegt. Dann gilt:
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(i) Ist v kritischer Punkt von I und nicht von J, so ist
v relatives Gleichgewicht. ‘ .
(ii)Ist v relatives Gleichgewicht, so ist v kritischer
Punkt von I. )
Die kritischen Punkte von I berechnen sich auch mit Hilfe
von korrigierten Potentialen, fiir die im planaren n-Kérper-
problem (SO(2)-Symmetrie) expl.izite Formeln angegeben werden.

2. D. SIERSMA: Topologie und Mechanik II

<

\
Im planaren n-Korperproblem wird der topologische Typ von .
Ic,p weiter untersucht. Im Falle ¢ <0 und p # 0 braucht man
dazu nur die genaue Kenntnis der kritischen Punkte und kri-
tischen Werte von 1 (z) = -(V(pz))2 mit zeSK wo Sy die
E1nhe1tssphare in M bezgl. der K-Metrik ist. In den iibrigen
Fdllen bestimmt (c,p) schon Ic,p'

Satz 1. Die Menge der kritischen Werte ist gegeben durch

== {(cp) I ¢ ='1p(z) und z krit.Wert von lp}

Dabei ist ¢ = lp(z)@pzz = - (V(z))2

Satz 2. Sei ZGSK. Dann sind dquivalent:

(i) z ist kritischer Punkt von 1_ ,
(ii) z ist kritischer Punkt von V)S
(iii) Es gibt ein v, so daB (z v) e1n relatives

i Gleichgewicht ist .
(iv) Es gibt ein v, so daB (z,v) kritischer
Punkt von ExJ ist.

Satz 3. Die Bifurkationsmenge ist gegeben durch

T-3UR x {0§vioixR

Als Beispiel werden das Zwei- und Dre1korperprob1em im De-
tail vorgefuhrt

K. Goldhorn (Mainz)



