
MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

TAG U N G S B E R C H T 33/1977

ALGEBRAISCHE ZAHLENTHEORIE

14.8. BIS 20.8.1977

Die in zweijährigem Turnus stattfindende Tagung". über Algebraische

Zahlentheorie stand'wieder unter der Leitung von Herrn .Professor

Dr. H. Hasse und Herrn Professor Dr. P. Roquette. Professor Hasse

konnte in .seiner Einführung 62 Teilnehmer, darunter viele Kollegen. "

aus dem westlichen und östlichen Ausland begrüBen. In dem reich~

haitigen Tagungsprogramm wurden neue Ergebnisse aus der-klas~ - -
. -

sischen Zahlentheorie ~ie Einheiten- und Klassenzahlberechn9~g

mitgeteilt, aber auch unter anderem über die moderneren'Methoden

(Nonstandard-, Kohomologie- und Modelltheorie in der Algebraischen

Zahlentheorie) vorgetragen und diskutiert.
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Vor t rag 5 aus z ü 9 ~

A. FRÖHLICH: Some new results on the Galois module structure

of algebraic integers

N/K is a normal finite extension of number fields with r = Gal(N/K).

O
The.rin19 oflin.tf·egers of N is ON. On assum[es] N/K·to be tarne. Th.us a.

N lS ocal y ree over the group ring Z rand defines an element ~

UN/ K =. (ON) in the class group Cl (Z:[ r]) of Z [r]. The study of UN/ K
arose in the search for "approximate" normal integral basis

theorems. A first main resul t on Galois module structure iso that

UN/ K lies in the "kernel group" D(z[r]) C Cl(Z[r]). Let W(N/K,x)

denote the constant in the functional equation of the Artin L

fun6tions, Rr the additive group of virtual characters. Define

WNIK:Rr -+ {±l} by additivity and for irreducible X by WN/K(X) =
{W(N/K,x) if X symplectic Write V = (tw

N
/

K
)-l

UN
"/K (t so that

l 1 otherwise · N/K
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tW
N

/
K

E CI(Z[r)). Then: (A) Main conjecture: VN/ K = ,.
Consequences of (A) are (B) .U~/K = 1; UN/ K = 1 if r has no

irreducible symplectic characters. (C) UN";KUN/K = 1·; i. e. ON is

a stable self dual Z[r]-Mo~~le . (where - is the involutoryauto

morphism of Cl(z[r]) induced by complex conjugation).

Work by A.Fröhlich, Cassou-Nogu~s and M.Taylor has led to resu~ts

of type:

(i) UN/ K is in some canonical small subgrouPi

(ii) (A), (B) have been p~oved for Abelian groups and for many

other groups.

H. COHN:' Rational Cornpositum-Genus for a 'pure Cubic field'

In nonabe~ian fields, to which genus theory does not o~din~rily

apply, many of the'diophantine by-products could still be

available. For instance, in pure cubic fields the repr~senta

bility of primes as norms is interrelated for all four sub

fields of the compositum Q(~,~) p~rt~cularly if only one·

prime (=3t+1) divides m6mco. This is a generalisat.iön of. clas~ic

result·s on quadr.atic forms.

c. MEYE~: Abzählung von'Gitterpunkten in Tetraedern

Verschiedene Probleme der Zahlentheori~ und der D1fferentialtopo

logie erfordern zu ihrer Behandlung explizite Formeln 'für die

Anzahl der Gitterpunkte in dem Tetraeder T : 0 < ~.. +.'. + ~"" <. ·1 ,
. _ . n a" a""..

Ö ~ x 1 , ..• , 0 ~ x des Rn,.wobei die a. paarweise teilerfremden 1.,

natürliche Zahlen sind. Der passende analytische' Ansatz geschieht

mittels des Dirichletschen diskontinuierlichen Faktors

_'_. Jeas ds
2111 L, S {

, für a'>O
= 1 / 02

für a=O
für a<O

, L Vertikale durch 00 > 0.

Die genaue Ausführung liefert eine Darstellung der fraglich~n

Gitterpunktzahl durch ein Integral über einen unendlichen ge

schlossenen Weg. Dieses Integral ~st dann nach dem Residuenk~lkül

berechenbar. Dabei spielen- die Nörlundschen Polynome ein ausschlag

gebende Rolle. In der Endformel treten als relevante Bestandteile
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neuartige Dedekindsche Summen des folgenden Typs auf:

i'

S (n) _ (a, •• ,a) :=
v;ol,.~,on 1 n

wobei allgemein Pk(x) die (periodische) k-te Bernoullische

Funktion ist.

M. JARDEN: Fields of finite corank

Let K be a Hilbertian field. Denote by Kl and Kthe separable and

the algebraic closure of K respectively, by G(R) the absolute
. e

Galois group of K. For every (~} = (ol, .. ,a e ) E G(K) w~ denote

by Kl (~) .the fixed field of (al/ •• /o e ) in Kl , by i(~) the maximal

purely inseparable extension of K, (~). There was given a survey

on t.he properties of the fields Kl(~) and K(~) which hold for

almost all (~) (in.the .sense of the Haar measure ~ of G(K) with

respect to the Krull topology) I for example:

(I) Model theory: If K is finitely generated, then the theory of

all elementary statements with coefficients in K that are true

in K(~l is decidable._

(iI) Density questions: If K is a countable Hilbertian field with

an absolute value v, if w is an extension of v to K and if V is

an absolutely irreducible variety defined over Kl(~l, then

V(Kt(~)} i5 w-dense in veR).
(111) Algebraic groups: If K i5 finitely generated and E 1s an

elliptic curve over K(0), then IE
t

ci< (a) )- r {= !Xl- fforr e ->- 1
- or - < 00 0 e 1

(IV) Structure of the Galois group: Let K be Hilbertian. The~
A

<0> Fe. If K ~ E ~ Xl (~), then rank G(E) > e .

W.-D. GEYER: Die Galoisgruppe von Durchschnitten" lokaler Körper

Ist G = Gal(Q/O) und sind G" ... ,G
n

Zerlegungsgruppen von Absolut

beträgen auf Ö, so ist die von G
1

, ••• ,G
n

erzeugte Untergruppe in

G nicht unbedingt ein freies Produkt. Für fast alle (im. Sinne des

HaarmaBes auf G) (0) E Gn gilt aber- n
<G~' I , • . . , G~"> = il G_~i

n i=l 1

Das Ergebnis gilt für beliebige Hilbertsche Körper, sofern die
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Gi separabel (im topologischen Sinne) sind.

Die Beweise benutzen eine Verträglichkeit des Hilbertschen

Irreduzibilitätssatzes mit Approximationsforderungen, Lemmata

von Sturm und Krasner sowie Jardens Methoden über den Umgang

mit dem Haarsehen Maß bei Galqisgruppen.

N. KLINGEN: Zahlkörper mit gleicher Primzerlegung

Es werden Zahlkörper K, K' untersucht, die in ihrem Primzer

legungsverhalten in bezug auf einen festen Grundkörper k über~

einstimmen. Dabei unterscheidet man zwei Grade der'Ube~~i~

st~ung.: schwach: Kronecker-Äquivalenzi stark: arithmetische

Äquivalenz. Es wurden einige Resultate beriGhtet:
- -

(a) Bei beiden Äquivalenzbegriffen darf das Zerlegunqsverhalten der
~ .... "',

Primideale für eine Menge der Dirichletdichte Null differieren.

Es wird gezeigt, daß diese Ausnahmemenge leer ist.

(h) Es gibt Türme Kronecker-äquivalenter Körper von beliebig großer

endlicher, aber keine vo~ unendli~her Höhe.

(e" Für reine Erweiterungen und Erweiter~ngen Val') Prifilzah;J.grad"

-stimmen heide ÄqUivalenzbegriffe .überein.

P.A •. LOEB: Nonstandard measure spaces

A. SCHINZEL: Diophantine equations with parameters

A proof of the following theorem obtained jointly with D.J. Lewis

i5 outlined:

Theorem: Let F(x,y,t1 , ••• ,tr ) be a polynomial with rational

eoeffieients, quadratic with respec~ to x,y and c(t1 , ..• ,tr )

a non-zero polyn~mial. If for all integers t 1 " ' .. t'r such that

~(t1, ••. ,tr) ~ 0 the equation F(x,y,t" ... ,tr ) = 0 is soluble in

rational integers x,y,then there exist rational functions. .

x(t1 ,···,tr ), y(t" ... ,tr ) such that F(x(t1 .. ,tr),y{t1, •• ,tr),t" •• ,tr)
= 0 identieally. .

Some related eonditional results are diseussed.
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o. TAUSSKY-TODD: Norms from guadratic fields and their relations

to non cornmutating 2x2 rnatrices

Two facts concerning norms from quadratic fields arising from

non commutating 2x2 rational matrices wer~ observed:

(1) Let A be a rational 2x2 matrix with irrational eigen values

a,u'. Let its. transpose A' be obtained as s-1 AS = AI, S a rational

2x2' matrix. Then -det S is a norm from O(a) •

(2) Let A be as above and B any rational 2x2 matrix +o. Then

-det(AB-BA) 1s a norm from O(a) •

A n~ of further investigations linked to these facts have

been obtained.

H.-J. STENDER: Ein formales Verfahren zur Herstellung parameter

abhängiger Scharen von Grundeinheiten

Es wurde an eine kleine l\rbeit von L. Bernstein und H. Hasse an

geknüpft, in der aus einer lösbaren diophantischen Gleichung

u k. - mvk = 1, k ~ 3, Grundeinheiten quadratischer Ordnungen

konstruiert werden. Eswurde gezeigt, daß sich dieses Verfahren

einern allgemeinen unterordnet, nämlich aus lösbaren Gleichungen

d.er Form axn. - byn = c Einheitensysteme für reine Zahlkörper

K = 0 (~) zu konstruieren.- -

Für n = 2~3,4,6 wurden h~eraus explizit Basen der Einheiten- und

Relativeinheitengruppen von K hergeleitet. Die Beweise hierzu'

stützen sich auf Arbeiten von Delaunay, Nageli, Ljunggren und

Tartakowski. Eine Reihe früherer Ergebnisse lassen sich hier

einordnen.

M. NEUBRAND: Uber Einheitenberechnung in algebraischen Zahlkörpern

mittels Betrachtung algebraischer Funktionen über C

11 z-Einneiten" eines algebra-ischen Funktionenkörpers C (z ,w) sind

die Einheiten des ganzalgebraischen AbschluBes von C[z] in C(z,w).

Mittels Spezialisierung z ~ N E Z sollen Einheiten in Klassen

algebraischer Zahlkörper gewonnen werden. Hierzu'sind die Problem

kreise (a) Existenz von z-Einheiten, (b) Möglichkeit der Speziali

sierung zu untersuchen. Untersucht wurde dies an Funktionen-
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körpern mit definierender Gleichung Hlz,w) - bz
1 = 0 mit H(z,w)

homogenes Polynom vom Grad n > 1. Ein Ergebnis ist, daß es in

den Zahlkörpern des Typs Q(~), d I on-1, außer den durch

Bernstein und Stender bekannten Einheiten keine weiteren in

geschlossener Form angebbaren gibt. _

J. NEUKIRCH: Zetafunktionen und Etalkohomologie algebraischer

Zahlkörper

Se~ 0x der Ring der ganzen Zahlen eines total reellen Zahlkörpers

X, 2 + t eine Primzahl, S die Menge der über 1 liege~den Primidea1e

vo~ 0K und X =. Spec(OK)~S. Für eine etale Garbe F auf X w~~de die

Kohomol~gie "mit kompaktem Träger" durch H~(X,.F) = '~(~(OK)~~!F)

definiert, wobei :I! F die F~rtsetzung von. F auf SP7c (Oit);' durch. Null

ist. Man betrachte die im Sinne von Tate n-fach getwisteten Gar

ben Z/t v (n), n E Z, und setze lfI(x,zo (n» = lim lß(X,Z/1v (n» .
c ~ ~ c. .

·Die Werte der Dedekindschen Zetafunktion'~K(s)von Ksind nach.

einem Satz von Siegel. für -s E N rationale Zah~en. ~ber ihre t~

Teile_hat S~ Lichtenbaum q.ie Vermutung ausgesprochen, daß sie die 

~talkoh~olo9tsche~ Eulercharakteristiken des Schemas X.sind. In

einer etwas modifizierten Fassung lautet die Vermutung

3 q+1
I~K(-n) 1: 1 = Tf*H~(X,Zt(-n» (-1) .~ür.·nEN ~nd. l',;K(-n)fo .

q=O

In diesem Vortrag ~rde gezeig~, wie man diese Vermutung für alle

ganzen rationalen Zahlen n = 1 mod (K(~t) :K], ~1 i-te Einh~it~

wurzel, ~eweisen kann, wenn man .die Zetafu~.ktion ~K'(s) '~urch eine

Funkt.ion CI (s) ersetzt, von der ve~utet w:i'rd, daß sie mit der

Leopoldtschen t-adischen Zetafunktion übereinst~t.

,
P. BAYER: Etal Eu1er characteristics of henselian rings

Let X be the spectrum of a henselian valution ring with residue

field k of q pd elements. Let x = Spec(k) be the closed point

of X. Given a constructible locally free 0t-sheaf F over Xet ' one

defines the zeta function of X with respect to F by the formula
1

~F(s) = -1 -8
det(l-~x q ; Fx>
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where Fx nates- the fibre of F in a geometrie point x over X;

and <Px:Fi -+- Fx is the Frobenius autornorphism. If R. =t= p and

if n, n+l are not eigenvalues of Q}x" then the analogy of the

Lichtenbaum conj ec ture (*) (see preceding abstract.) is true.

B. H. MATZAT: Zur Konstruktion von Funktionen- und Zahlkörpern

mit vorqegebener Ga-loisgruppe

Es wurde eine obere Schranke für den Grad des Definitions

körpers klO eines Funktionenkörpers KIR, R:= C(t), angegeben,

in die nur Eigenschaften der Galoisgruppe Gal(K/R) und der Ver- e

zweigungspunkte von KIR eingehen ..

Diese Schranke gestattet in· gewissen Fällen (Sn; An; PGL(2,p)

und PSL(2r,p) für I? f ±1 mod 24; prL(2,q) für q =.8,9,16;

PGL(2, 9); PSL (3,3) ; •... ) Funktionenkörper und dami.t auch Zahl

körper mit den entsprechenden Galoisgruppen über Q(t) bzw. 9 nach

zuweisen, in anderen Fällen erhält man unter Verwendung dieser

Gradabschätzung den genauen Definitionskörper (z. B. 0.< 1-11) für

die beiden Ml1 -Körper über R mit min~alem Geschlecht 9 = 631).

Gleichungen für diese Körper. können (im Prinzip.)- berechnet wer

den. Beispiele hierfür wurden an~egeben.

s. AGOU: Polynomes Hyponormaux Bur uno corps fini

Un polyn8me" u(x) E F [x] est dit hyponormal sur F
q

, stil existe
q

une racine Xo de u(x) teIle que pour toute racine x de u(x) on

ait F (x ) c. F (x).
q 0 - q

L'expose rnontrait camment cette notionpermet d'etudier les

polynOmes f(xpr-ax) sur un corps fini Fqs • ou f(x) est irreductiblee

dans F s[x].
p "

Comme consequence, on en deduit des conditions explicites pour

1 'irre"ductibili·t.e des polynomes f (xpr-ax) sur F pS .

V.G. SPRINDZUK: Diophantine equations and class numbers

According a weIl known conjecture of Gauss there is an infinite

sequence of' real quadratic fields with class nurnber 1. There were

given theorems which go in the'opposite to Gauss' conjecture.
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1 12

> C .0 2-T(2k)-0, (k)
3 m '.

, h
m

Theorem: Let 2~kEN, D and h' the dicriminant and class number
~ m m

of O(~m-~-1) with 2~mEN, then

T (2k) -0 (k)-E

Dm > c
2

(log m) 12

where T= number of all divisors, °
1

(k)=12ö(k), c.=c. (k,c»O, c>O,
1 3 7. 11 5 .

ö(k)-6 if 2{k,3{k; -'6 if 21k,3fk; =24 1f 2Ik,3Ik; =2"4 1f 2{k,3·lk.

The same holds for the sequence of .the fields Q(tJmtk_1) with

t = 3,4,6. An analogue is true for the fields of. Ankeny-Bra~er~

Chowla.

G. POITOU: Neue Diskriminantenabschätzungen

Es wurde eine Ungleichung bewiesen für total imaginäre' Zahlköt'per:

1" 12'
[i'log Id I ~ .~~~{y + log 411 - nfV - L, (y) }, , . ;

mit n = Körpergrad, d = Diskriminante,y = Eulersche'Konstahte/}

L,(Y} = L(y) '+ ~.L(Jf) + ~'L(-&)+ , ••• L(y) ist eine e;fementar~
Funktion, der'en Reihenentwicklung ,für Iy:1 ~ t' kO"nveiglert/:·lt ~I

Aus dieser Ungleichung lassen sich leicht Täfeln ber·echri"eri:.-;: . ~

Ein Beispiel: n=8, y=1,7242, L
1

'(y)=O,657172 ..• , ~·~:'5·,659 ...

Herr Lenstra hat bemerkt, daß ein Körper mit der Diskriftiinante >~

28 17 3 existiert, also mit~ 5,786.... ., ...,;,'! ' ..

M. POHST~ Regulatorabschätzungen für total reeile ~lgebraische

Zahlkörper

Ist n der Körpergrad, ~o bildet man eine geeignete (n-1)-är~ 

positiv definite quadratische Form 0, deren Deterrninante:gerade~das

n-fache des Quadrats des Regulators Rist. Aus, der Geometrie ~er

Zahlen folgt 'dann: Min Q ~ y 1 (det Q) 1/(n-1), y '1Hermitesche-'Kon-
n- n-

stante. Es genügt daher,' das Minimum von Q nach unten abzuschätzen,

um eine untere Schranke' für den Regulator R zu erhalten. Dieses

Problem läßt sich als Extremalproblem mit Nebenbedingungen auf

bauen und lösen. Die Nebenbedingungen ergeben sich dabei aus deri

Eigenschaften der Einheiten des zugrunde liegenden Körpers. Bei

spiele z~igen die Vorteile dieses Verfahrens gegenüber bekannten
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Methoden. Als Spezialfall erhält man u.a. die Abschätzung

I 21+15 n-1 1/2
"R ~ [l[ og ----2 n) ]

n. y n-1 J

Im übrigen lassen sich auf dem gleichen Weg auch Abschätzungen

für komplexe Körper gewinnen, deren Qualität allerdings schlech

ter ist. Sie ist jedoch immer noch besser als die bisher be

kannten unteren Schranken für R.

H.-J. BARTELS: Definite arithmetische Gruppen

G CGLn bezeichne e~ne über 0 definierte Untergruppe der allge

meinen linearen Gruppe, K/Q sei totalreell mit Maximalordnung 0K.

G sei definit über K in dem folgend~n Sinn: TI G(K) ist
vESco(K) vkompakt.

Problem: Wann gilt (*) G(OK) = G(Z) ?

(*) ist z.B. richtig für beliebige totalreelle abelsche Erweite

rungen KlO. D~e Gleichheit (*) hat dann Konsequenzen:

1. für die Galoiskohomologie der. definiten arithmetischen Gruppe

G(OK) und

2. für das'Verhalten definiter quad~atischer Z-Gitter bei total

reellen Skalarerweiterungen.

Hier besteht ein Zusammenhang mit neueren Resultaten von

Y. Kitaoka.

s.v. KOTOV: über die arithmetische Struktur der rationalen Punkte-

auf den elliptischen-Kurven

Sei F(x,y) ein absolut irreduzibles Polynom vom Grad n~3 mit .~

ganzen ·rationalen Koeffizienten und die Kurve F(x,y) = 0 vom Ge

schlechte Eins. Wir betrachten auf der Kurve F (x ,-y) = 0 rationale

Punkte der Form

x = y =

wobei x,y E Z und p" ••• 'Ps Primzahlen sind mit ggT(i{-,y,p, .• ps) = 1 .

Satz: Sei F(x,y) wie oben, habe (x,y) auf der Kurve F(x,y) = 0 die

Form (*) und sei P = max{p.}, 1~i~s, dann gilt
i 1
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W. DENN: Uber die Automorphismengruppe von Funktionenkörpern

einer Variablen

KlO sei algebraischer Funktionenkörper vom-Geschlechte 9 > 1,

algebraisch abgeschlossen mit char(n) = p. Weiter sei G = Aut(K/n).

Für O=C beweist Hurwitz 1893 die Abschätzung IGI ~ 84(g-1), für be

liebiges 0 zeigt H.L.Schmid 1939, daß G endlich- ist.

Satz: Es gilt
(*) ~GI ~ 3· (2g) 5/2

bis auf 4 Ausnahmeserien. Die Serie mit relativ zu 9 maximalem

_IGI (>16g 4 ) bilden die unitären Fermatkörper (Leopoldt 1970)

K = O(x,yf, x n +yn+1 = 0, n-l=pS mit G ~ PGU(3,p2s) •

Zum Beweis -studiert man den Verzweigungstyp von K/KG und die Stuk

tur der Verzweigungsgruppen und erhält mit der Hilfe der Relativ

geschlechtsformel die Abschätzung (*) bis auf einen "kritischen

Falln, in dem aber die dann noch mög-lichen Gruppentypen klassifiz.iert

sind. Der Versuch, ein Modell zu diesen Gruppen zu konst~uieren,

führt dann zu den vier Ausnahmeserien.

S.-A. BASARAB: Same model theory for henselian valued. field

Same problems concerning the completeness and the model-completeness

of the first order theories of some classes of henselian valued

fields. having a finite absolute ramification index e ~ 1, as

weIl as other connected problems, e.g. the niodel-companions and

the model-completions of the theories of some classes of valued

fields are considered.

In the last section same applications in arithmetic and

411rpprOXimation theory-are given.

R. PERLIS: Class numbers of arithmetically eguivalent fields

Let K and K' be two algebraic number fields with the same zeta

function~· tK(s) = tKr(S). The following theorems were discussed,

with exempl'es:

1. A natural number v i5 defined whose prime divisors lie among

the divisors of the degree [N:K], where N is the normal closure

of K. For p t v we have for the p-Sylow-group of the class group
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~ > c·ln ln X ,

wobei X = max{\x\,!-y\}, c >0 rn.tr von F(X,y) abhängt und

effektiv bestimmt ist.

G. FREY: Torsionspunkte elliptischer Kurven

Mit Hilfe der Reduktionstheorie von Nero~ und der Theorie der

Tate-Kurven wurden notwendige Bedingungen für die Existenz von

Torsionspunkten elliptischer Kurven E/K, die rational über K sind,

hergeleitet, ~alls Keine nichtarchimedische Rang-Eins-Bewertun~

besitzt. Diese lokalen Ergebn~sse lassen sich global anwenden, JII'
z.B. über Q alle elliptischen Kurven mit ganzer j-I~variante und

mit rationalen Torsionspunkten zu bestimmen und um'für globale

K~rper zu beweisen:

Satz: Zu O+jEK gibt es nur endlich viele elliptische Kurven E 'mit

j(E)=j und P E E(K) der Ordnung> 2.

Weiter sieht man, daß" fall~ die Ordnung von P .lIgroß genug"" ist, .

E in allen Stellen semistabile Reduktion haben·muß. Für K = 0 sind

diese Betrachtungen eine Vorarbeit, um das Theorem von Mazur zu

beweisen: \E(Q)tor l ~ 12

H.G. ZIMMER: Quasifunktionen auf elliptischen Kurven über 'be

werteten Körpern

~ie Neron-Tate-Höhe au~ der ratiQnalen Punktgruppe einer ellip

tischen ~urve über .einem globalen Körper ist,ei~e 'quadratisch~'Form,

die sich als Linies der Weil-Höhe schreiben läßt. Bei dieser'Kon

struktion spiel.t die Produktformel ei~e wi~htige_'Roll~. problem:_

Läßt sich eine Neron-Tate-Höhe, die "fastIl eine quadratische F~

ist, für einen nicht notwendig der Produktformel genügenden Körper

definieren? Hierzu kann man sich auf ein.e elliptische Kurve über

einem beliebige~ bewerteten Körper beschränken. Tate hat Existenz

und Eindeutigkeit einer solchen Höhe,die nach Neron Quasi~u~ktion

hei~t, ang~kündigt und in, Spezialfällen explizit angegeben. Es zeigt

sich, daß die Neron-Tate-Höhe auch in" der IIlokalen ll Situation a~s

Limes einer Funktion darstellbar ist.
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Cl(P) ~ Cl(~)
K K' "

2. Let n ='[K:Q] and r=r,+r2-' the unit rank of K~ Then 1s valid

for the class numbers -.

~/~' ~ (n' [n;,])r _

J. RITTER: Lokale Körper mit isomorphen absoluten Galoisgruppen

Sei K endliche E~eiterung von.op mit absoluter Galoi~~~U~P~ ßK

Durch das Studium der max~al abelschen Erweiter~n~en von K. ~u ge

eigneten Exponenten gewinnt man aus GK die Kenntnis.fol~en~~:Daten:

m = [K:Qp]' f=Restklassengrad, r=max{ ill;piEKl , r~m~~~? 1"?pj~I<:"tr =

max. zahm verzweigte Erwei~erung von Kl. I~t noch r~~,:- so::..~~,~? man

mit Hilfe von Ergebnissen von U~hida die ~ahl .5, de.~ir:ier:t;: dl:l~ch

t;r = t~ (0 ein Frobeniusautomorph1smus)', a~ele~ep:):,~~rd~~.:::~un
läßt sich ein Kriterium für Körper L:angebe!l, wan!.1.GK = GL ist;

hierbei gehen Resultate von Jakovlev über die Struktur-von"GK ein:

Satz: Sei r!:l, r-r~i. Dann existiert genau·- ein'· über Q.... :ab~isdher
-- "." . ..' p
Körper B~ mit [B:A] = p1 mit u=unverzweigte~Teilerweiterungvon K,

. ,.
A = U(tpr). Genau danrt gilt Gx ~ Gt , wen~:!. L~~e±n verzweigt über

B -vom Grad [K:B] ist und 2. p f [LnQab:B].~ . . _ '. ~.:"' ..p.
.. __ ". r • ~.~ .... ;-t

"B. GORDON: Division rings with prescibed maximal subfie"ld"~~"u-
I ",..•, .'.,

~uppose K C L are algebraic number. fields. We say. tha~,L is+K~
. . '.. .. :

adequate if L 1.s a maximal subfield of a finite dime~sional.q~vision
::. _..'

algebra D with center K. A finite group is cal~ed K~a~~S~i~!~ if

G is the Galois group of anormal K-adequ?te e~te~sio~. L(K., fft0ng

other things, the following were shown: ' .

1. Sn 1s Q-ac1m1ssibl~~ n:05 i . An is not Q-ac1missi~l~.~f.: ~~~;
2. A2 , A3 , A4 are K-admissible for every number field K;

3. AS 15 K-admissible, if I=T $ X or if 3 prime ide~.~s ~1, +~a2 of
K lying over (2), whose residue degrees are· even;' :. ..... . '.'. ;

4. if Gis. admissible for every K, then the, Sylow groups' 'of Gare

abelian andgene~ated by ~ 2 elements;

5. any metacyclic'nilpotent group is Q-admissible.
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M. HAZEWINKEL: Twisted Lubin-Tate formal group laws, ramified

Witt vectors and Artin-Hasse exponential mappings

For any ring R let A(R) denote ·the multiplicative group of power

series of the form 1+a1t+ ... with coefficients in R. The Artin

Hasse exponential mappings are homomorphisms W (k) ~ A(W (k»poo poo
which satisfy certain additional properties. There was given a

generalisation with W (k) replaced by rings of Witt vectorspoo
associated to a (global) twisted Lubin-Tate formal group law and

A replaced by the curve functor of that global formal group law.

The Witt-vector-like A-algebra functor wF (-) associated to the ~. qoo •
twisted formal A-module F satisfies wF (~) = B if B is an un-qoo
ramified extension of A with residue field R.. Here A is the. ring

of integers of a finite extension. of 0 or Fp{(t». Whence the
F P

name "ramified-W·itt-vectors" for Wq (-l'

R. SCHERTZ: . Erzeugung von Ringklassenkörpern über ~maginär

quadratischen Körpern durch singuläre Werte der

A-Funktion

Sei L ein imaginär-quadratischer Zahlkörper. Für fEN sei Gf der 

Ringklassenkörper mod f über E. Untersucht man Klassenzahl und Ein

lieitengruppe der Tei.lkörper von flf m·i~ .den ~ethoden d~r kqmplexen

Multiplikation, so spielen dabei vielfach Quotienten der Form

A(OL)(A(w) eine Rolle, wobeiQ't...und .t)..zur .. Ordnurig mit dem Führer f

in E gehörige Ideale s~nd und ß die Diskriminante aus der Theorie

der Modulfunktionen bedeutet. Diese Quotienten liegen bekanntlich

in nf , jedoch ist bish~r noch nicht gek~ärt, ob sie n
f

über E ~r

zeugen. Durch Betrachtung von L-Funktionen zu Ringklassenkörpern e
in E kann man diese Frage positiv beantworten.

C.D. WALTER: A class number relation in Frobenius extensions of

number fields

Let K/k be a normal extension of number fields whose Galois group

i5 a metacyclic Frobenius group G with kernel N and complement F.

For exemple this situation occurs for the extension kcE/a,EVT}/k

for an odd prime p, [kCE/a) :k] = P, EVT~ k.
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Let heHl be the class number of the field fixed by the subgroup H,

and b(H) that part of its class group consisting of classes with

orders prime .to n = INI. Then for f = IFI
f .

b(l)/b(N) - ~.b(F)/b(G) and
i=1

h(l)/h(N) (h(F)/h(~»fQn-A
for an explicit number A depending on the rank of the unit groups

and Q,a ,certain unit index.

e C.J. BUSHNELL: Distribution in Galois orbits

Fröhlich has shown that, for many finite groups f', if F/Q is tarne
. '

and Galois with f = Gal(F/O), then F/Qhas a normal in~eqral .basis:

there is an ~ E ~F such that a·z(r) = 0p. The ~et of al~ a E F
w~th this property constitute an orbit of the action of the group

z[r]x on F. One knows very lit~le about tpe'numbers a.' So one seeks
o • x

~heorems. about the growthof the norms' N~/o(b) for"h E'a·Z[rJ ,

·.forexample of thetypeJ~XEZ[fJxIINF/Q(a-x)I < Ml\ < ClO •

~ ,One can show that~ w1:len x: ..... INF/O(a-x).l! ~_ E Qlr],_ is exten~~d to'

o a function on R[ r], and then.. average,d over a maximal. compact sub

group, of 1.l[ r ] x, it' "usually'" (in same sense') grows at. the rate

one' would expect. "

'H. LANG: Uber die Klassenzahl der Ringklassenkörper mit'einem

reell-qUadratischen- Grundkörper

K sei imaginärer Ringklassenkörper über dem reell-qu'adratischen

Grundkö~per kund Ko sein 'größter' reeller.Teilkörpe~. Für den,

Quotienten h (K) /h (K ) der Klassenzahlen besteht eine Formel,' in
. 0..,.

der als wesentliche Besta~dteile Werte L(l,k) von erweit~rten

Ringklassen-L-Funktionen auftreten. Mit d (k) = Di~kriID'inante von k

hat man: ~(k) = 6fid(k)n- 2L(1,k) E z. Genau~ Kenntnis 'dieser Zahlen

tlJ{k} führt zu A~ssagen der Form:

Sei der maximale absolut-abelsche Teil~örper'L'von K auch imaginär

und "Lo der grö~te reelle Teilkörper von L. Wenn d(k) kein Produkt

aus positiven Primdiskriminanten ist, gilt für die Klassenzahlen

h (K)'· h (.L
a

)

h(K ) -heL) E N
o .
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E-. KANI: The Theorem of Mordell-Weil via Nonstandard Methods

Let F be a function field of one variable with constant field a

number field K. The Theorem of Mordell-Weil state5 that the group

Co(F/K) i5 a finitely generated group.

One of the main ingredient5 of the proof is the construction of

a quadratic form (calied the Tate Height) on Co(F!K) with certain

properties. This is usually done by the methods. of algebraOic

geometry. It is possible to use the methods of "Nonstandard Algebra"

fcf. e.g. A.Robinson-P.Roquette: The Finiteness Theorem of Siegel-

Mahler, J.N.Th.7(1975» to construct such a form with the same ~

properties. This is done by suitably generalizing Weil's quadratic

form, 0 defined on the ring of correspondences on an algebraic

curve as weIl as the Theorem of. Castelnuovo-Severi.

H.W. LENSTRA:o' The algebraic closure vf two

J.H. Conway proved (in "On. numbers and games") that the class of

ordinal numbers is turned into an algebraically elosed field of

characteristic 2 by following inductive definitions of u+" and ".u:

a+b iso the least ordinal- numberodistinct from all a'+b, a+b'; a·b is

the least ordina-l dis;tinct from all (a ,ob+ab t ) +a I b I, where, in each

case, a' ,b~ range over qll ordinals <a and < b, respectively. It is

easy to compute sums, but for products this problem has been solved

only for a certain beginning segment of the ordinal numbers.Thus,

it is possible to calculate with ordinals smaller than ww
w

, which

forms an algebraic elosure of the prime subfield 2={O,ll i here- we_

identify each ordinal with the set of previous ones. The result

can be extended to lim ...~, which turns out to be a field iso- _

.morphic to the quadrat""ic' closure o~ the field of rational functions

in one var±albe over www

w. TRINKS: Der Satz von Euler und Lagrange über die Periodizität

von Kettenbrüchen

Sei Ko endli~h-algebraischer Zahlkörper, E endliche Menge von Prim

stellen von K, worin die unendlichen enthalten sind, A :=pEiT K (Kom- 0

_'. L P .
plett~erungen), * :~ {aEKIVp$E:laf ~1}, K sei diagonal in A eingebettet

. p
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und Aals K-Algebra aufgefaßt. Ferner sei JI t IJ :=W~! I~ Ip für tEA.

Dann gilt: Ist~ Haupti~ealring, so ist folgender Algorithmus

(~ :=t, t +1:=t') periodisch für genau solche tEA, für die L=K(t)
o n n .

eine quadratische Erweiterung ist. Algorithmus:

O<E<1 sei gegeben, c
l
,c

2
, ••.eine Aufzählung der Elemente CE""'.OiE.jJ'

werde so gewählt, daß \lC.~+D.1l minimal ist. (C ,D) sei dasjenige
1 1 4 '* .

Paar (C.,D.) mit minimalem i,. das erfüllt: U)C.t+D.\1::aeumggT(C.;,O.)=1],
1 1 :L ~ ..L 1

ein solches Paar existiert ~er. Dazu wähle man A*,B.E~ so! daß

A..D..-B...C... eine lA-wurzel ist; )IA... U minimal unter allen solchen (A... ,B.) •
*~+B.

Dann sei t' := C t+D Ergebnis: Aus den Perioden... ...
erhält man ein System- von L/K-Relativ-E-Einheiten maximalen Ranges.

Ein passendes r erhä~t man für alle relativ-reellquadratischen L/K,

wo L nicht im Hilbertschen Klassenkörper von K liegt.

C.J. PARRY: Real quadratic f.ields with class numbers divisible by 5

Conditions were given for areal quadratic field to have class

.number divisible by five. If 5 does not divide m then a necessary

condition for 5 to divide the class number of the real quadratic

field with conductor m or Sm i5 that S divide the class number of

a certain cyclic biquadratic field with conductor Sm. Conversely,

if 5 divides the class number of the cyclic field then either one

of the quadratic fields. has class number divisible by 5 or one

of their fundamental units satisfies a certain congruence condition

modulo 25.

E. BECKER: Summen n-ter Potenzen in Körpern

~ folgenden sei K ein Körper der Charakteristik Null.

Satz: Zu r ,n,m E N, n gerade, gibt es s = s (n,m,r) E N mit

~ '" / (r n] m S run/'"' ~ . L x. L y.
x1'·· ,XrEK Y1' •. 'YsEl< i=1 ~ j.=l )

Korollar: Es ~ibt F
l

; ••. ,Fs E O(X1 , •.. ,Xr ) mit

n nm s ~
(Xl +. · · +Xr ) L F. (X1 ' • • ,Xr )

j=1 )
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Der Fall n=2 ist von Hilbert (1909) behandelt worden; hierbei

sind die F. als Linearformen wählbar. Für n ~ 4 sind nicht alle
1

F i Polynome.

Der Beweis verwendet Harrison-Prirnstellen, Bewertungstheorie,

Kampaktheitssatz der Modelltheorie. Letzterer Satz ergibt die

Unabhängigkeit der oberen Schranke s von K, x 1 , ... ,xr .

Als weitere Konsequenzen der Methode wurden erwähnt:

1. -1 = Ixf ' so auch -1 = 2Yj für n gerade.

l. K algebraischer Zahlk6rper. Dann gilt {Ix~} = {Iy~} , n gerade.

R.W. VAN DER WAALL: The conductor of the guadratic residue symbOl

revi$ed

A short ~alk was given about the pages 106-110 of Hasse's "Vor

lesungen über Zahlentheorie", explicitly on the notions of Er

klärungsmodul and conductor. The pages are in fact the first

o~casions where they are defined. Some inaccuracies were repared.

w~ Henn, Karlsruhe
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