MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH
Tagungsberichdt 45 / 1978

"Zahlentheorie™"

29. 10. bis 4. 11, 1978

Die - aus organisatorischen Griinden auf 1978 vorverlegte -
Tagung iliber Zahlentheorie, insbesondere elementare und
analytische Zahlentheorie, fand wieder unter der Leitung
der Herren H.-E. Richert(Ulm), W. Schwarz (Frankfurt) und
E. Wirsing (Ulm)statt. Da die letzte Tagung mit starker
internationaler Beteiligung nur ein Jahr ziriicklag, wurde
diesmal eine fast "deutsche" Tagung durchgefithrt, um vor
allem jlingeren Mathematikern die Gelegenheit zu Vortrigen
und fruchtbaren Diskussionen zu erm$glichen. So ergab sich
eine fast intime Tagung mit 42 Teilnehmern (aus 4 Lindern)
und 28 Vortrédgen, die persénlichen Kontakten viel Raum lieB.
Auf groBen Anklang stieBen dabei die, erstmals in das Programm
aufgenommenen, Ubersichtsvortrige (zwischen 1 und 1 1/2 Stunden),
zu denen die Herren K.-B. Gundlach, H. Halberstam, R. Heath-Brown,
M. Waldschmidt und D. Wolke gewonnen werden konnten. AuBerdem
. stellte wiedereinmal die "Problemsession" von und mit P. Erdds
| einen HShepunkt dar. Nicht zuletzt .gebiihrt auch dem schdnen
| Novemberwetter Anteil an dem Erfolg der diesjidhrigen Tagung.

Teilnehmer

H.-J. Besenfelder, Oldenburg A. Dressler, Marburg
P. Bundschuh, K&éln P. Erdds, Budapest
K. Burde, Braunschweig J. H. Goguel, Ulm
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Vortragsausziige

H.-J. Besenfelder: Uber eine Vermutung von Tschebyscheff

Tschebyscheff behauptete 1853
(1) lin § (-1 P2 B/X o (p prin) .
X0 p>2

Landau und Hardy/Littlewood zeigten, daB8 (1) zu einem Analogon
der Riemann'schen Vermutung &quivalent ist, ndmlich zu

@? i) tofirres 1. x_ der Nicht-Hauptcharakter mod 4.
1 1

Knapowski und Turan gaben zu (1) &hnliche Summen an, die ebenfalls
zu (2) &quivalent sind.

Mit Hilfe von Expliziten Formeln gelingt es - unabhdngig von jeder

Vermutung - zu zeigen

(3) lin § (- PT1/2 109 P ~(eg"HI/X | o gy 0 < ac
Xso P>2 p%

(ST

P. Bundschuh: IrrationalitidtsmaBe bei Besselfunktionen

JX (z) bezeichne die Besselfunktion zum Parameter leC. K sei ent-
weder @ oder ein imagindr-quadratischer Zahlkdrper. Unter anderem

wird gezeigt:

Satz: Sei Ae K und oeC -{0)} so, daB a’% IK. Dann giﬁt es effektiv
berechenbare Konstanten ci(a,x) > 0, so daB fiir alle ganzen
p,ge K, q %0 gilt:

P -{2+c,/loglo
‘ (1) |ad, q(a) /3, (a) -a|1c1|q| 2/109 glql).

UFG

Sind tberdies A und 4a 2 ganz in K, so gilt sogar

-2 -1
(11) Jady,q(0) /3, (@) - Z]>c5lal™?(log(lq]+2)) " 'Loglog(lal+2).

(ii) versch&drft ein Ergebnis von A.I.Galoschkin (1976) und ist inso-
fern interessant, als wir zeigen kénnen, daB8 - abgesehen vom nume-

rischen Wert von c, - (ii) bestmdglich ist.

K. Burde: Zur intensiveren Ausnutzung der Struktur der Restklassen-

bereiche in der Zahlentheorie

In Anbetracht der Tatsache, daB die in der Zahlentheorie auftretenden
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Restklassenbereiche schon ihrer Endlichkeit wegen verhdltnismiBig “
iibersichtliche Strukturen sind, liegt es nahe, zahlentheoretische
Problemkreise, welche Eigenschaften dieser Bereiche zum Gegenstand
haben, auch mtglichst vollstindig in diesen einfachen und ihnen auch
angemessenen Bereichen - anstatt wie iliblich im K&rper der komplexen
Zahlen - zu behandeln.

Die Arbeitsweise dieser "Methode" wird an einigen Fragestellungen

aus den Problemkreisen "Verteilungseigenschaften von Potzenzresten",
"Reziprozitdtsgesetze" und “"Primidealzeérlegung in algebraischen Zahl-
kdorpern " dargestellt.

K.-B. Gundlach: Fourierkoeffizienten von Modulformen und ihre
Abschétzung

- Ein Uberblick iiber einige neuere Entwicklungen -

Die obere Halbebene wird - wie Ublich - als Modell der hyperbolischen
Geometrie zugrunde gelegt. Nach vorbereitenden Betrachtungen iiber Be-
wegungsgruppen I' (gegeben durch Untergruppen der S L(2, IR)), deren
Fundamentalbereichein (hyperbolisches) Polygon mit endlichem Inhalt

und Spitzen ist und die zugehdrigen Riume M(T,k,v) der ganzen Modul-
formen vom Gewicht k mit Multiplikatorsystem v(|v|=1) werden Konstruk-
tionsmethoden fiir Modulformen behandelt, insbesondere Eisenstein- und
Poincaréreihen, sowie die Gestalt der Fourierkoeffizienten dieser
Reihen. AnschlieBend wird - nach Erinnerung an den Ursprung der Modul-
funktionen in der Theorie der elliptischen Funktionen - an einigen
Beispielen das Auftreten zahlentheoretischer Beziehungen gezeigt ( die
Partitionenfunktion bei Euler, die Thetafunktionen und die Anzahl der
Darstellungen einer Zahl als Summe von 2k Quadraten bei Jacobi, die Wegte
flk-1) flir 2|k bis auf einen trivialen Faktor als Skalarprodukt der m‘
mierten Eisensteinreihen des Gewichtes k zur Thetagruppe bei Petersson
1949).

Das Auftreten des Eulerproduktes fiir die Dirichletreihe zu A(z) bei

11/2

Ramanujan 1916 und seine Vermutung |t(p)| < 2p (verallgemeinert

n(k_1)/2+€ fiir die Fourierkoeffi-

zur Petersson'schen Vermutung a, <<
zienten einer Spitzenform vom Gewicht k) leiten iliber zur Skizze des
Zusammenhanges von Spitzenformen und Dirichletreihen mit Funktional-
gleichung (Hecke, Petersson, Weil 1968, Li 1975) und der Grundgedanken
der Hecke'schen Operatorentheorie mit ihrer Anwendung auf die Darstell-~

barkeit der Dirichletreihe zu einer Spitzenform als Eulerprodukt. Riick-
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besinnung auf die elliptischen Kurven fiihrt zu den zugehdrigen Zeta-
funktionen, zur Riemann'schen Vermutung, zum Auftreten von Dirichlet-
reihen mit Eulerprodukt in dieser Theorie und schlieBlich zur Erwdhnung
des Beweises der Riemann-Welil'schen Vermutung durch Deligne mit ihrer
Anwendung auf den Beweis der Petersson'schen Vermutung.

Es schlieBt sich ein kurzer Bericht iiber die Abschdtzung der Fourier-
koeffizienten von Poincaré'schen Reihen mit Hilfe nichttrivialer Ab-
schdtzungen dér Kloostermann'schen Summen und die neuesten Fortschritte

‘in Richtung auf den Beweis der Linnik'schen Vermutung (Kuznecov 1973)
an.

E. Hiartter: Relativnullen bei p-Differenzen von Mengen nichtnegativer

ganzer Zahlen

Fiir A,BgJNo sei die p-Differenz von A und B definiert durch

Ao B: = {ah; aech, be B, b < pal (0 <p < 1).

Neben einer Reihe von Eigenschaften dieser p-Differenz, die friihere

i Ergebnisse des Spezialfalls p = 1 verallgemeinern, werden hauptsidchlich
i Relativnullen betrachtet: Gibt es zu A & IN, ein R, {0} ¥ Rc N, mit
| N

! A 5 R = A, so heiBt R Relativnull fiir A beziiglich p .

i Definiert man noch fiir U SN, me N

ugm): = L,/ {n + t m; tegz },1[_m 1%2 , ©) ( also Vereinigung "verkiirzter
ne U .

Restklassen” mod m),so gilt

Satz: A besitzt Relativnullen R bzgl. p genau dann, wenn es mé€& IN
. und U, E ¢ N mit |E| < = gibt, so daB A = uc‘,?“’\; E (O : disjunkte
Vereinigung),
Eine dhnliche Charakterisierung wird auch fiir Relativnullen R mit
0 ¢ R angegeben.

H. Halberstam: Sieves: problems and achievements

Vviggo Brun died on August 15, 1978, aged 92. Recall the origin of

his celebrated sieve: Let A denote a finite collection of (not neces-
sarily distinct or positive) integers and let p,,..,P, be distinct
primes, P = p;...P,. The Number S of integers in A divisible by none
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of the primes Py is given by the combinatorial identity

(1) s

1<i<j<n

1Al - + A Y |
Al 1f_§£“ |J:‘pi| ) | pipjl |f"p1_._pn

) ‘-‘(d)hﬂdl , where 'Ad ={ ac A ; d|a} and ﬁ1 A .
d|P

From (1) it follows, for 0 <k, 1 < n that

dip
v(d)<2 1+1 vid)<2 k

(2) wi@ Azl <s< } w@ | Agl va@ = } 1,-v(1)=0’
ajp rla

When n 1is large and l‘-AdI can be computed only approximately,

(2) may be better for estimating S then (1). (2) is the start of
Brun's !pure"sieve. From it one can deduce an asymptotic formula

for S when n is much smaller than ||, evenwhen we know relatively

little about A .-

Now let Ppre--sPpy be all the primes of a sequence gof primes
less than z(z2 2), so that

o]
"

P(z) = , and write s = s(A,P z)
¥4 pegpgz an write FZ

" |{aeA : (a,P(2)) ="1}|, also P(z,u) = 'P(z)/P(u) if

2 <u < z. Then

(1) sCA L2 = §  w@s(AgPu) ana
d|p(z,u)

(2') 5 u(d)smd.f,u) <stAfz2 < 1} u(d)s(.ﬁd,f,u).
d|p(z,u) dajp(z,u)
\J(d)_<_2 1+1 v(d)<2 k

These relations form a wuseful background for the combinatorial
foundations of modern sieves. On the one hand, the sieve of
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Jurkat-Richert rests on

3) sp2) u(@)s (A, frug) + u(arsiAf,
p d P%z u) f d 1<d}P(z,u) P 9!
de ,v(d) <b deJ,\)(d) <b

where g4 is the least prime factor of d, uy = u(v(d)<b) ,ud=<jd(v(d)=b)
and the "regions” J are defined as follows: If 4 > 1, let

d -—-"p,...pr(p1>...>pr), r £ b. Then deoﬁ{ iff pg pl_1...p1<y(l=1',...,r)

. - -1
and ded] if pf P1_1..-Ppey(l=T,...,0-1),¥/Pp S pf Ppq---P1<Y-

Here B'> 1 and y 2 2 are parameters.

On the other hand, the Rosser - Iwaniec sieve rests on two inequalities
of which one is

(4) S(cﬂ,f.z)sdl ; u(d)s(tﬂaf,u) withod given by:

P(z,u)
de< 8 =1
d »1 and des iff P21+1 p21...p1<y('0 < 1 £ =5-); the other

inequality is similar. (In both sieves think of u so small that
asymptotic formulae are available for S(A;,f,u) for most of the d's
occuring). These combinatorial foundations require further study.
Assume now X« |A|and that the numbers Rd=|’lﬂd| - Xpﬁ.'dg—éj)—. (d|pP(z)),

are remainder terms, at least on average, for a suitable choice of
positive numbers w(p) (<p),peP Roughly, w(p)/p is the "probability"”
that p(eﬁ) divides a(eA) and therefore we expect the order of

S(.ﬁ.f,z) to be xw(z)=x [] (1- “'—(L)) . Now concentrate on the linear

pP<z,pe
sieve (w{p)=1 on average) when B = 3 and both sieves lead to

(5) (eo(ixw(z) £G22Y)- & s sud, fastroxi@rqdy) + E,

where, as u +», F(u)41, £(u)+1, both exponentially,f(u)>0 if u>2,
and F,f are solutions of linked differential-difference equations; -
also,

E R

= 9
d<yn£P(Z) a4
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where the coefficients g, are essentially bounded (in either case).
One requires E = o(XW(z)) and so one expects at best to choose

y = o(XW(z)). However, as Hooley, Ramachandra and, most recently,
Chen have shown, the properties of Ry may, in favourable cases, be
exploited so as to take y larger; inspired by their work Iwaniec
discovered in the last year (in the context of his own sieve), a bi-
linear form for E (of Vinogradov's method),

m<M,n<N mnmn

17 1 a_b R (MN=y), with |a | s1, bl s1,
m,n|P(z) :

and the same is true (essentially) in the Jurkat-Richert sieve.

With y larger, the values of F are nearer 1, and those of f
further removed from 0. The concequences of this discovery are far-
reaching. The structure of EI makes it possible to estimate via
trigonometric sums, via Perron integrals of Dirichlet polynomials or
via mean square formulations (see Iwaniec's Lectures at the Mittag-
Leffler Institute 1978).

Before stating some consequences, I have to say that in practice it
is important to work with weighted shifting functions of type

(7) ) w(a), whore the idea is to keep 2z small and
aeA, (a,P(z))=1

to construct w so that w(a) $ 1 always and w(a) > 0 only when a

has very few prime factors between z and some z, > 2z, and conse-

quently few prime factors altogether. If we prove that the sum (7)

is large and positive, this means that there are many such a's. There

are highly effective ways of choosing weights, due mainly to Kuhn,

Buchstab, Ankeny and Richert. For Iwaniec's recent proof that n’+ 1= P,
for infinitely many n is a splendid example of the use of all modern

sieve devices (see Mittag-Leffler Lectures). Details cannot be given
here, but an account of one class of weights will be given when
Richert, Heath-Brown and I publish our result that el Pz's in the "interval

(x-xe x) if x Z'xo, with 6 = 0.45479666. In 1975 Chen had proved
this result with 6 = 1/2 Maier in Ulm has proved such a result, but
for P;'s and with 8 <1/3. Proving the result for P _'s, in (x-x1/T,x)
with x 2 x{r){r > 3), is still beyond reach. Motohashi has proved
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recently that, for almost all x,-J p,'s in (x-x€,x). Conjugate to
our result is Heath-Brown's proof that Pz(k,h), the least PZ = h mod k,
is g k2-e (e»0) . Motohashi has a corresponding "almost all" result here

too.

Now for the greatest achievement of the modern sieve: Iwaniec, with
Jutila and with Heath-Brown have proved that 3 primes in (x-xe,x) if

X 2 Xg ande>-%%. The %% still needs ¢onfirmation, but % is certainly

true. The proof is in two parts: First, the lower bound sieve is used
to show that there are many Pz's in the interval, and then one uses
density estimates from analytic number theory to show that only some of
these are ‘'genuine’ Pz;s, of type p p'. To me this seems the right
model for the successful application of sieves. Selberg's elementary
proof of the Prime Number Theorem is the prototype and I end with two
other instances: Huxley and Iwaniec (Mathematika 1975) have proved that

o ) .
| {p; x—xe<p$x ,p = 1+k?2+12 ,41,%)= 1}| X X with 6 = == ;
: {log x) 3/2

and a refinement by P. Kelley of a result of Hooley (1974) and Indle-

kofer (1974) that |{ n; x-x%<nsx, n =’k.:+1§, n+1 ='k22+15}|:-< xe(log x)

with 6 ='0.9972 ( via Indlekofer's procedure) and é = 5/6 +€(via

1

Hooley's}).

H. Harborth: Teilbarkeitsprobleme im Pascal'schen Dreieck.

(1) Fast alle Binomialkoeffizienten sind durch einen festen Teiler t
teilbar.

(2) F(n) sei die Anzahl der ungeraden Zahlen in den ersten n Zeilen
des Pascaldreiecks. Dann gelten
Im F(n)/n® =1, 1im F(ni/n® = 0,812556...  (8=1og3/10q2).
n+o n- :

(3) In den Zeilen des modulo t reduzierten Pascaldreiecks kommen fast
alle‘Restfolgen nebeneinander nicht vor. Als lexikographisch kleinste
kommen 111 fiir t > 2 und 1011 £lir t =2 nicht vor.

(4) Fir festes h sind fast alle (;) durch (E) teilbar.

(5) Fiir ce N sei Kc:=‘(ke IN; n} ) fir alle ne IN mit k

k
mSnSE. }

n
(k-cn

Dann gilt:
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K2 = {1}u P ( P Menge der Primzahlen)
i
Ky = {1,4,25}viPu {2p; pPe P, p = 2% 41}
K, = {1,4,9,21,33,49,54,77,121,141}vPu{ 2p; pe IP, p = 3(

Weiter werden Ks und K6 explizit angegeben.

R. Heath-Brown: Kummer's Conjecture for Cubic Gauss Sums.

pefine g(1,m):= i (%)3 exp(2m i TraceQ(lri)/Q(%)), where

a (modm)

1,,2142,,2342,4))

"y = 3,14159.. and 7 = 1(mod 3) is a prime of & {:l%lllj . Then let

~ 172
g(m) = g“'")/(Nﬂ) / . Kummer (1846) gave a conjecture that implies

non-uniform distribution of §(n) around the unit circle ( it is well
known that |§(w)|=1). Numerical evidence of Lehmer (1956) suggestrath-
er that the d(m) are uniformly distributed, and in 1967 A.I. Vinogra-

dov gave a proof of this - which contained anirretrievable error.
Joint work of myself and Patterson gives (what we hope is correct!)

the following statement of the uniform distribution:
Theorem: There exists an absolute constant A such that
1 =”—7§—;‘}—1 Li(x)+0(x exp(-A(log x) /%))
Nnsx_ o :
A%<arg g(ﬂ)SLZ

uniformly for 0§Jr54%§2n°.

The proof depends on Vaughan's method for handling sums over primes,

and on the following result of Patterson:

Lemma: Let o€ Z [:lél:é ] . Na g xz/a, le £ and € > 0. Then

1 3/4+e(Nu)—5/8+|1‘x1/2+e(Na)—1/4

Ngs g(8) ‘.%.’1“ x2/C ma) M x
x

B=1(mod 3)

gz0(mod «)

Here §(B) is the cubic Gauss sum generalized to composite B . ( to

appear in J. rein.u. angew. Math.)
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E. Heppner: Eine Bemerkung zum Hasse-Syracuse-Algorithmus.

Fir m,de N, (m,d)=1, d 2 2, R festes vollstdndiges Restsystem

mod d sei

, nz=0(mod 4d)

o7}

T(n):=

mngr' nfO(mod d), re R, mn+r = 0(mod d).

Ferner sei To(n):=n, Ti+1(n):=T(Ti(n)), i > 0. Es wird vermutet, da8
fir m < mo(d) die Folge (Ti(n))ie‘N stets periodisch wird.

Ein Ergebnis, liber das H. M8ller (Acta Arithm. 34(1978), 219-226)
auf der letzten Oberwolfacher Zahlentheorietagung vortrug, wird ver-
scharft zu d

Satz 1: Fiir m<ad™?

[{ nsx; ™ () anx” 823 [=0(x'782), n = [igg in] )

AuBerdem wird gezeigt
d

Satz 2: Fir m>ad?

|Cnsxs ) sncd oy o180, w = [122]

existieren §,,8, >0 mit

existieren §,,6,>0 mit

Die Beweise beruhen auf Bernstein's Verschirfung der Tschebyscheff'schen

Ungleichung.

J. Hinz: Der Satz von Barban und Davenport-Halberstam in

algebraischen Zahlkdrpern.

Sei K ein algebraischer Zzahlkdrper, [ K:@ ]=n=r+2s. Fiir we K seien

und Pi < ch(i,j=1,...,n) flir ein festes c¢ 2 1.

b

ﬂl(P;B,q):= (p =P1...Pn, [ ganzes Ideal)

71
we®y
w=B modq
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P? ax
(1 (PiB.g) - o —— f‘dx frdx Tl e Tos
N’EISQ Bmdiq P ‘“q) 2R 2 vy i) TG0 xg)

(qu) =1

<< PQ(log l?)'1 .

| -

‘ Satz 1: Es sei P(log P) AstP, A>0 dann gilt:
|

\

i

: Aus Satz 1 ergibt sich unmittelbar ein Satz vom Typ des

Bombierischen Primzahlsatzes:

| © Satz 2: Sei d(a) =? 1. Dann gilt
qla

|
P 1
| P Iog P ' O<a< 5
g B <<, Y d(wn-1) <<, 1
meg ne'P_| —a ) logploglog P, a=5 .

P. Houtermans: {iber mittlere Kettenbruchlingen rationaler Zahl‘en.

Es bezeichne G(a,b) bzw. N(a,b) die Lidnge des Kettenbruchs nach
grbBtem bzw. ndchstem Ganzen von %e@. Zu gegebenen be IN seien

ca1“"'caG(a,b) die Teilnenner des Kettenbrgchs nach gréBtem Ganzen

von g . Fir

G(a,b) .

2 1 (M) und 2 N(a,b) kdnnen asymptotische Formeln
1sasb k=1 1sasb
(a,b)=1 cak=c' (a,b)=1

. der Gestalt 1—22- Ao {(b)log b + Bc¢(b) + oe c(b5/6+e) mit explizit
’

angebbaren Konstanten Ac, Bc bewiesen werden. Resultate von H.

Heilbronn und G.J. Rieger werden damit verbessert. Fir X G(a,b)
1sash

| konnte J. W. Porter eine dhnliche Asymptotik zeigen. (a,b)=1
,b)=

Fir die Beweise werden gute obere Abschdtzungen Kloostermann'scher
Summen entscheidend beniitzt.

Fiir einen Uberblick siehe: G. J. Rieger: Die metrische Theorie der
Kettenbriiche seit Gauss, Abh. Braunschw. Wiss. Ges., Bd. 27(1977).
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H.-J Kanold: Uber einige Abschédtzungen bei Binomialkoeffizienten

n
- Binomialkoeffizienten (:) werden mit f£(n,k) = %; exp (- %(% - k)z)

verglichen. Unter anderem werden folgende Absch&dtzungen gezeigt:
gn0> (2 (D), fur 3 s Kk s 5

£(n,k) < E(;). fur | - k|2 - [z

C ) e 2 ) exp( -2 G-n0n,  fur osksn.

AuBerdem werden mittels dieser Abschétzungen einige Folgerungen
z. B. iliber die Anzahl der verschiedenen Primteiler von (;) gezogen.

D.Klusch: Ramanujan-Identitdten

H. Hamburger (1922) bewies - unter geeigneten Voraussetzungen -

u.a. die Xquivalenz zwischen dem Bestehen einer Funktionalgleichung
vom Riemann'schen Typ und gewissen Thetarelationen. Hier wird fir in

@ meromorphe Q(s),n(s) - mit geeigneten asymptotischen Bedingungen an
d(s)r-s, die den Voraussetzungen des Phragmén-Lindel&f'schen Prinzips
entsprechen und deren Pole in einem festen zur reellen Achse symmetri-
schen Streifen liegen - gezeigt:

wls) = yn(a=)&> gy fuls)"ds - v J n(s)Ras (o) (rer0l,
c : (o]

s

wobei a€ IR, +vyeC - {0},R(1) Summe der Residuen von w(s)1™® in

geeigneten Rechtecken.

. Als Anwendung lassen sich u. a. einige Ramanujan-Identitdten charakteri-

UF

sieren, z. B. daB die Ramanujan'schen "Grenzformeln"

Q)+t = et )= = mit (1) =1 2T (2™7_4) "2 (150)

bzw. n=1m

a(r)-2(z" ") = Jlogr- 75 {1-1"'} mit a(u)="} 1™ 7! (r0)
n=T

dquivalent sind zu den Funktionalgleichungen vom Riemann'schen Typ

Deutsche
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w (s) = -wl-s),w(s) = sTs)z(siz(s+1) (2m S bzw. w(s) = wl-s) mit

Ns)z(s)g(s+1) (2m) ™5,

w (s)

H. v. Lienen: Einige Fdlle der diophantischen Gleichung x? + bx + c = dy?

Definiert man a? + ab + b? =: <a,b> so gilt:
d |<a,b>, a,be £,(a,b) = 1= 4 = <u,v>, u,vé %L, (u,v) = 1. Angewandt

auf die quadratische Form x? + bx + b? ergibt dies <Xy b>=<u,v><ug,vi>,

i
bar nur dann, wenn b ungerade oder durch 8 teilbar ist, und es gibt

mit angebbaren u,. vi, x. (i=1,2). Daraus folgt: <x,b> = y? ist 16s~-

nur endlich viele L&sungen.

Unter geeigneten Bedingungen ergeben sich die unendlich vielen L&sungen
von <x,b> = dy? ( d kein Quadrat) als Ndherungsbriiche eines Ketten-

‘bruches.

L. Lucht: Mittelwerte zahlentheoretischer Funktionen und

lineare Kongruenzsysteme.

Es sei f eine multiplikative Funktion, L(n) = 52%9 eine Linearform

mit a,ce N, be Z und F: N + € definiert durch

f(L(n)) , filr L(n)e IN

S sonst

Die Existenz des Mittelwertes M(F) von F ist filir beliebige Linear-
formen L(n) wund multiplikative f aus einer von Elliott 1975 charak-
terisierten Funktionenklasse geklirt.

Ist Fl" .Fk punktweises Produkt solcher Funktionen, so existiert der .

Mittelwert M(F1...Fk), falls die f'< vom Betrage $ 1 sind und

Y % ]fK(p)—1| konvergiert. Von trivialen Fillen abgesehen, besitzt
P

dann M(F1...F eine Darstellung als ein Eulerprodukt.

)
Beim elementaren Beweis spielen Eigenschaften linearer Kongruenzsysteme
eine Rolle. Die Produktdarstellung erweist sich als entscheidend fiir

eine Anwendung auf multiplikative Zahlenmengen. :

Deutsche
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F. Roesler: Uber die Differenzen aufeinanderfolgen&ér.Primzahlen

Bewiesen wird ein Satz,der - grob gesprochen - besagt:

sind die Differenzen p' - p aufeinanderfolgender Primzahlen sehr
gleichmiBig verteilt in arithmetischen Folgen modulo hinreichend
vieler kleiner Primzahlen q, dann gibt es viele Primzahlen p mit
verhdltnismiBig groBer Differenz p' - p. Genauer gilt

Satz: Fiir alle positiven ), Cqr Cz, C3 mit C% b 405 > 8xC3 ist
mindestens eine der beiden folgenden Aussagen falsch

(1) 2 1 - 2 1 =0 (N exp(*C{logAN))
piN,p'-pz:a(q)  psN,p'-p=blq) i
fiir alle Primzahlen 3 5 q £ C2 logAN und alle zu g
teilerfremden a,b.
) ~o exp (-¢;log"
(1I1) 1 =0 (N exp(—C1log N)).

psN,p'-p &31092‘ N/loglogN

Der Beweis benutzt Exponentialsummen und eine Abschdtzung fiir die
Koeffizienten der Inversen einer Vandermonde'schen Matrix. (Arch.
Math. 30(5), 493-497(1978)).

H.P. Schlickewei: Kleine gebrochene Anteile ‘quadratischer Formen

1948 bewies H. Heilbronn die folgende (nichtlineare) Verallgemeine-
rung des Dirichlet'schen Approximationssatzes:

Sei € >0, N>C1(e) . dann gibt es zu jedemoaecR ein ne N, ngN mit

[ an|] < w1/2%€

Zahl bedeutet. Dieses Ergebnis wurde 1958 von Danicic auf quadratische
Formen verallgemeinert: Fir ¢>0, N > Cz(s.é) und eine quadratische

, wobei [{...|| den Abstand zur nichsten ganzen

Form Q(x1,...,xs) gibt es ganze Zahlen Nyye.on mit 0 < max]ni| <N

s
und |]Qtn . ..n) || < NS/ (s+1)+e .
Hier wird dber ein mit A. Schinzel und W.M.Schmidt gemeinsam bewiese-

nes Resultat berichtet:

Der Exponent §§T im Satz von Danicic kann durch

. 1 4 -
max - 201+ ¢ + ——=)

15hs(s+5) /3 h = s=h+1
hz1(2)

1 ersetzt werden.
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Dieser Exponent ist asymptotisch 2 - %g + O é& ), so daB also

B. Schoeneberg: Zusammenhang von g?—Teilwerten, Dirichlet'schen’
Reihen mit Funktionalgleichung, allgemeinen Dedekind'-

schen Funktionen und Thetareihen

1 der bestmdgliche Exponent 2 beinahe erreicht wird.
|

\

\

|

! Aus der bekannten Funktionalgleichung der Dedekind'schen Zetafunktion
|

|

t(s,g)= ) m %, ge z, Ne W, folgt fiir die Funktion
: 0<mZg (N) -
- E%E e -gglgaﬁ
z (s) = } {e z(s,q1) +e t(s,-g1)} zis+1,x)
91,92 KmOd N

\
1 die Funktionalgleichung

R, (s) =R ,_'g-l(-s)mit R

. (2n-s
91792 - L (8) = (G s)zg

(s).
2

91 .9 g

Der Ubergang von Zq;.gz. (gl'gz) % (0,0) (N) zu Fourierschen Reihen
iiber das Mellinsche Intecgral- ergibt wegen der Funktionalgleichung von
ng'ge Integranden 3. Gattung der Stufe N. Die unter beliebigen S

aus der Modulgruppe I' auftretenden Konstanten sind i.W. allgemeine
Dedekind'sche Summen. Diese Fourier'schen Reihen erkennt man leicht

als Logarithmen allgemeiner Dedekind'scher Funktionen. Deren Produkte
mit der Dedekind'schen n Funktion ergeben mit Jacobi's Formel fiir ein
dreifaches Produkt Thetareihen. Pas Verhalten aller dieser Klassen von
Funktionen unter T' folgt aus dem entsprechenden Verhalten der Integrale

| der ?Q -Teilwerte.

W. Schwarz: Bemerkungen zu Elliott's Mittelwertsatz iiber

multiplikative Funktionen

Eine zahlentheoretische Funktion f: IN -+ € heiBt Elliott'sch (fe f) .

wenn

(¥ 1(£(p)-1) konvergiert, (2) ¥ llf(p)-1|2<w
p P p P

T I S R Pt S LR
p k22
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Die Implikation:(f multiplikativ, fe¥,| |f|| 1= (11 % 2 |f(h)|*)1/2<m)-¢
X+ nX

(Der Mittelwert M(f) existiert) des Elliott'schen Satzes(1975) 1&Bt
sich mit Hilfe der approximationstheoretischen Methode, die A.Rényi
1965 zum Beweis des Satzes von Delange beniitzte, verhdltnismiBig ein-
fach beweisen und qeringfﬂgiq zu einer Aussage {iber Fastperiodizitit

von £ verschirfen.

Einige Anwendungen werden skizziert, z.B. existiert flir beschridnkte,
multiplikative Funktionen f1 geear fke g und CERRRRFLNCY Z der Mittelwert

lim & ) £,(n+a )... £ (n+al).
Xpo xnsx k k

H. Siebert: Ein Problem von J. L. Nicolas und ein Problem von
C. Pomerance

n
1. Seien die Polynome P (z), ke N erklidrt durch By (n) = Z v ; ne N.
Auf der Zahlentheorie-Tagung Oberwolfach 1975 stellte J.L.Nicolas
die Frage, ob sdmtliche Nullstellen von Pk(z) rational sind. Wie

P,(z) = 3z(z+1) (z+1/2) (z?+2-1/3) zelgt, ist das nicht der Fall.

Es gilt der

VSatz: Fir k21 ist Pk(0)=Pk(-1)=0 "und flr 2|k ist Pk(- %)=0;
Alle weiteren Nullstellen sind irrational.

Als Hilfsmittel dienen naheliegende Funktionalgleichungen fiir
Pk(z) und die Darstellung von Pk durch Bernoulli'sche Polynome.

(Gemeinsame Arbeit mit N. Kimura).

2. Die zahl n = 210 hat die Eigenschaft, daB n-p eine Primzahl ist
) ‘fUr alle Primzahlen p,%( pgcn. Auf der West Coast Number Theory

Conference, San Diego.1976, stellte C. Pomerance die Frage, ob es
weitere n mit dieser Eigenschaft gibt. Mit Hilfe meines Ergeb-
nisses Uber zweidimensionale Siebprobleme wird eine obere Schranke
flUr solche Zahlen angegebéen, die eine Computerberechnung aller
dieser Zahlen gestattet.

o®
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B. Volkmann: Eindeutigkeitsmengen filr vollstdndig additive oder
multiplikative zahlentheoretische Funktionen.

Eine Menge U< N heiBt Eindeutigkeitsmenge fir eine vollstindig addi-
tive Funktion £, falls fiir diese f durch f(u), ueU eindeutig be-
stimmt ist. Hinreichende Bedingungen fir Eindeutigkeitsmengen wurden
von Elliott, Katai, Freud und Indlekofer gegeben; eine notwendige
und hinreichende Bedingung wurde kiirzlich von Wolke verdffentlicht.

In einer gemeinsamen Arbeit mit F. Dress( C.R.Acad. Sc.Paris 287,
10.7.78) wurde folgendes bewiesen: .

Satz: UG IN.ist Eindeutigkeitsmenge fiir vollstindig additive Funktio-
nen genau dann, wenn es zu jedem p¢P ein ne N gibt mit pneﬁ.
pabel ist U der Durchschnitt der von U erzeugten Untergruppe der
multiplikativen Gruppe Q* mit IN.

Eindeutigkeitsmengenfilr vollstindig multiplikative Funktionen kdnnen
durch modifizierte Bedingungen charakterisiert werden.

G. Wagner: Uber die Anzahl der Gitterwiirfel, die den Rand einer

konvexen Menge schneiden.

Ein Gitterwiirfel w cR" "schneide” eine Menge Mc R", falls Maint W { ¢.
N, (M) sei die Anzahl der M schneidenden Wirfel. Flir den Rand 9K einer
beschrdnkten konvexen Menge K¢ RM wird gezeigt:

n
Satz 1: N_(9K) $2 2 N (7v,(K)), wobei 7w die Orthogonalprojektio-
—— 'n 121 n-1""1 i

nen auf die Hyperebenen sind. A , ‘

Nn-1(“1(K” kann weiter durch das n-1 dim. Volumen von ﬂi(K) Plus
N (3‘111!() abgeschitzt werden. Durch Iteration einer schirferen Aus-

sage, die zum Beweis von Satz 1 filhrt, erhdlt man:

K
Satz 2: N_(JK) % g ) 2% Ju, o...omg (KD | _pye
n k=T 1sij<..<i s N i, k)

wobei | das n-k dim. Lebesque'sche MaB bezeichne.

' {n-k)

Der Beweis zu beiden Sitzen ist kurz und elementar.

Deutsche
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M. Waldschmidt: Survey on Transcendency

The aim of this lecture is to give a survey on some of the recent
works connected with transcendental number theory. We begin with a
result of Dobrowolski on a problem of D. H. Lehmer. Then we describe
the work of Masser and Anderson on linear forms in elliptic or
abelian logarithms of algebraic numbers. The next topic deals with
Chudnovsky's work on algebfaic independence of numbers connected
‘ with exponential, elliptic and abelian functions, with application

. to the r-function. Next we mention some recent works of Bundschuh,
Brownawell and Masser on the zeros of entire functions. As a conse-
quence an effective version of the so called Schneider-Lang criterion
can be proved; for special cases (elliptic and related functions),
better transcendence measures have been obtained by E. Reyssat. In
higher dimensions, M. Laurent gave a transcendence measure for B(a,b).
Finally, we give a statement connected with Schneider's third problem
on elliptic integrals of the third kind.

R. Wallisser: Diophantische Approximation spezieller Reihen

Ein Ergebnis von Herrn Baiérvlim AnschluB an Arbeiten von vaananeh)
wird vorgestellt und besprochen. '

. © n
FUr Ae @ - {-1,-2,...} sel §,(z) ) 1) 2 T+ny die hypergeo-
) . n=0 M A
| metrische Reihe. K sel algebraischer Zahlkdrper vom Grad d’";'“”od

seien die verschiedenen Q-Isomorphismen von K in C. Il || sei der
Abstand zur ndchsten ganztationalen Zahl. Dann gilt:

Satz: Sind @,,...,%, Yi,....V €k={0} mit op(a,) #70) (ay) fUr
(k,1) $°(1,j), so existieren positive Cg+ Cq(nur von n,A, a,Yy
‘ : abhdngig) so.daB

n 1/2

d
.l IlqkzT o) (v1) 9, (oy tag)) | |>a

-1-(a-1)n-C,(loglog q)

fiir alle ge N, q>C1.
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Der Satz erweitert Resultate von Baker (Canad. J. Math. 17(1965))
und vddndnen(Bull. Austral. Math. Soc. 14(1976)).

R. Warlimont: Quadratfreie Zahlen in arithmetischen Progressionen.

FUr 1slsk,(1,k) =1 sei E(k,1):=min m méN_, l+mk quadratfrei
und f(k) := max £(k,1).

Nach Erdés (1960) gilt

1 -2,-1 __log k ad
(7-6) prij)] (1-p ). WEE_ESf(k’ << Tog ¥ (kao(e)).

. -2,,2
Setzt man S{x,y) : ="} 1 3 1 - ¥ r_] (1-p %)
ksy 1=1 n<x,nzl (k) k p{k I
(1,k)=1 n quadratfrei
so gilt

x1-1y14k + xhte s flir

(*) S(x,y) <<
A =0, y="8/5(0rxr 1968); ) ='1/3, p = 4/3(Warlimont 1969);

‘1/2, w='3/2(Croft 1975). Dies impliziert eine Asymptotik

>
"

Kk
Y £k, 1% vcla)y? Edr 0 S o < min(1+A, 3(2-p)).
ksy 1=1

Uberdies gilt S(x,x) vc x?(Warlimont 1970}, und es 148t sich ferner

k k
1 .
zeigen: f(k,1) <<9(k) und 1lim ! £(k,1) =0 .
by £ Un gu, b, £

J. Wolfart: Dreiecksfunktionen und transzendente Zaﬁieﬁ

sei 3i#€ mit 3(- 1) = 3(z), J(z0)= 3(z) A= 2 cos I

(ge IN, 23 fest) (d.h. eine automorphe Funktion zur sog. "Hecke-Gruppe"
G(q)) mit J(») = w, J(i) ="1, j(-e—"i/q) ='0., Dann besitzt j eine
Fourierentwicklung
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jlz) = r. a" e(n—)‘z) mit rneQ(Raleiqh 1962) und

n§1 n

] e Q@ fir g = 3,4,6
a(q)

[
n

transzendent fiir alle anderen gq > 4.

Der Beweis beruht 1. auf der Schwarz'schen Dgl. fiir die Umkehrfunk=-

. tion 3~', 2. auf einer Berechnung von alg) in der Form
g-1 1V 2Ty
(*) alg) = r [ (2-2cos %)2‘ 1) 760S== w3t re@(Raleigh 1962)
v=1 -

und 3. auf einer genauen Analyse der @-linearen Relationen der
Exponenten in (*}, um schlieBlich den Baker'schen Satz anwenden zu
konnen.

Der Satz hat Konsegquenzen fiir die Modulformen zu den Hecke-Gruppen
Glg) und den ihnen entsprechenden Dirichletreihen. (Erscheint in
Acta Arith. 1979).

D. Wolke: Dichtesdtze.

Sei X ein Charakter mod g,p = B+ i ybezeichne eine Nullstelle von
L(s,x) mit 0 < B<1. '

Man interessiert sich fiir folgende Summen:

‘ (*)  N(a,T), (**) §  N(a,T,x).(***) § N(a,T,x)
xmod g gsQ ymod g

( N(a'TIX) =

I . Nla,T):=N(a,T,xg) » 1/250<1).
p(x),B2a,|ylsT

In dem Ubersichtsvortrag wird versucht, einen Einblick in 1. die

zur Herleitung von oberen Abschétzungen fir (*)-(***) erforderlichen
Hilfsmittel, 2. die wichtigsten Resultate (Bombieri, Gallagher,
Montgomery, Huxley, Jutila, Heath-Brown), 3. einige zahlentheoretische
Anwendungen zu geben. Unter 3. werden insbesondere neuere Ergebnisse
zu den Fragen
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3.1. Primzahlen in kurzen Intervallen (Huxley, Iwaniec-Jutila),

3.2. groBe Abstdnde zwischen aufeinanderfolgenden Primzahlen
(Wolke, Heath-Brown),

3.3. Primzahlen und Fast-Primzahlen in fast allen kurzen

Intervallen (Selberg, Montgomery, Motohashi, Wolke)

vorgestellt.

-y

~e

G. Wistholz: Algebraische Unabhingigkeit von Werten von Funk-— .

tionen, welche gewissen Differentialgleichungen

genigen.

Ein bekanntes Ergebnis von Th. Schneider besagt, daB die Anzahl

der simultanen algebraischen Punkte meromorpher Funktionen, welche
endliches Wachstum besitzen und algebraischen Differentialgleichungen
geniigen, endlich ist.

Dieses Ergebnis wird in einer speziellen Situation verallgemeinert.
Sind fl, fz, f3 algebraisch unabhdngige meromorphe Funktionen einer
Wachstumsordnung < p, p 2 1, welche bestimmten algebraischen
Differentialgleichungen'genﬁgen, so ist die Anzahl der algebraischen
Punkte lber einem Kdrper K mit ﬁ( : Q] tr © 1 innerhalb eines

Kreises vom Radius R héchstens R8° , falls R 2 Ro ist.

J. H. Goguel, Ulm
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