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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u n g s b e r'i c h t 35/81

Algebraische Zahlentheorie

9.8. bis 15.8.1981

Die Tagung über algebraische Zahlentheorie, die auch in diesem

Jahr unter starker ausländischer Beteiligung stattfand, wurde

von Prof. W. Jehne (Köln), Prof. H.-W. Leopoldt (Karlsruhe)

und Prof. P. Roquette (Heidelberg) geleitet. In zahlreichen

interessanten Vorträgen wurde der aktuelle Stand der Forschung

für eine Reihe zahlentheoretischer Problemstellungen dargestellt.

Vortragsauszüge

J. ANTONIADIS:

Klassenzahlen und diophantische Gleichungen

In diesem Vortrag werden mit der Methode von C. Meyer die

imaginär-quadratischen Zahlkörper K = O(I=d) mit der Klassen-

zahl 2 durch Lösungen diophantischer Gleichungen gekennzeichnet,

falls die Diskriminante des Körpers K durch 5,7,13 teilbar

ist, nämlich für 51 d , 6,f d durch das System

x 2 Sy2 = -4

q( 125y3 - 75y 22) z2, q Primzahl, q - 3 (4);
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für 71 d " 6.r d durch die Gleichung

7x2 + 1 == y3

und für 13 Id , 6 { d durch das System
2 . 2

x - 13y

H.-J. BARTELS:

13y - 5

q(13y

-4

3w

26) = z , q Primzahl, q - 3 (4) •

•
Hasse's Normensatz und Konjugationsklassen in linearen algebraischen

Gruppen

Es seien k ein algebraischer zahlkörper und G eine über k

definierte lineare algebraische Gruppe. Es wird die Frage behandelt,

in welchen Gruppen G ein Lokal-Global-Prinzip für die Konjugations-

klassen in G(k) gilt. Für die speziellen linearen Gruppen sowie

die Norrneinsgruppen zu zentralen Schiefkörpern über k hängt diese

Frage eng mit der nach der Gültigkeit des Hasse'schen Normensatzes

zusammen. Unter anderem wird gezeigt:

Satz: Ist Klk eine endliche separable Erweiterung globaler Körper

vorn Grad m und hat die galoissche Hülle L von Klk als Galois-

gruppe die Diedergruppe der Ordnung 2m, so gilt für Klk der .'

Hasse'sche Normensatz.

Der Beweis benutzt die Berechnung der Galoiskohomologie algebraischer

Tori durch Nakayarna und Tate. Als Anwendung des Satzes ergibt sich

ein Lokal-Global-Prinzip für die Konjugationsxlassen in Normeins-

gruppen von Schiefkörpern mit Zentrum k und kleinen Grades über k.

Für Einzelheiten vgl. J. Algebra 70 (1981) und Math.· Ahn. 256

:(1981) •
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~ J. BRINKHUIS:

The embedding problem and Galois module structure of rings of

integers

We consider a new problem which cornbines the.embedding problem

and the normal integral basis problem.

~ We mention some results of our approach, e.g., existence and non

existence theorems for normal integral bases.

Finally, we discuss our methode

v. DIEKERT:

Einbettungsprobleme über abelschen p-Erweiterungen f -adischer

Zahlkörper

Die Frage, für welche endlichen galoisschen Erweiterungen Klk

lokaler Körper jedes Einbettungsproblem lösbar ist, läßt sich

auf die Betrachtung von p-Erweiterungen irregulärer f -adischer

Zahlkörper zurückführen. Für abelsche p-Erweiterungen Klk gilt:

Satz: (Jarmsen und Wingberg für ps =t 2 oder -1 f K 2 ).

Sei eine endliche abelsche p-Erweiterung irregulärer "f-
adischer Zahlkörper mit Galoisgruppe von Exponenten pR. und s

sei der Irregularitätsexponent von k. Dann läßt sich für Klk

genau dann jedes Einbettungsproblem mit beliebiger pro-p-Gruppe

als Kern lösen, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

ist die Gruppe(s,Ro)min, ... ,Für r =ii)

i) Die pS-ten Einheitswurzein liegen in der Normengruppe

NKlk(K
X

) •

bez. des Hilbertsymbols pr_ter Stufe ein total isotroper
r

Teilraum von kX/k/P .
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Die Kummergruppe KXPn kX/kKP ist orthogonal zu der

Kummergruppe k(~ )X A kXP/kxP der maximalen p-zyklo-
00

p

tornischen Erweiterung von k, oder es ist -1 t K 2 •

M. EICHLER:

Symmetrische und unsymmetrische Quaternionen-Ordnungen über

reellen quadratischen Zahlkörpern

Es sei F, , ..• , F h mit IFil = q ein Vertretersystem aller •
Klassen'von definiten ganzzahl'igen quadratischen Formen in 4

Variablen, ferner t, , ... , r h die zugehörigen ~-Gitter und

~1' ••• ' C'h die zugehörigen Ordnungen in der Cliffordschen

Algebra. Es sind maximale Ordnungen in der Quaternionen~Algebra

K über k = ~(;q) , welche nur an den unendlichen Primstellen

von K verzweigt ist. Der kanonische Automorphismus a von

~(Iq) setzt sich auf K fort. Die Ordnungen mit der Eigenschaft

(J~ = Cl, heißen stark symmetrisch, diejenigen mit o-~ = C-
1 0-2C

schwach symmetrisch. Jede schwach .symmetrische Ordnung· 0- 2 ent

steht aus einer stark symmetrischen in der Weise er; = A-' O,A ,

wenn q. eine Primzahl ist. Wenn q nicht Primzahl ist, wird ver-

mutet, daß sich die schwach symmetrischen Ordnungen (bis auf Äqui- •

valenz) in g Geschlechter verteilen, wo· g die Anzahl der

Geschlechter von ~(Iq) ist.

Die Bedeutung der symmetrischen Ordnungen für die Theorie der

symmetrischen Hilbertschen Modulformen wird mittels der Brandt-

Matrizen von K , der Anzahlmatrizen der F.
1

und des Nakayama-

Lifts erläutet.
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G. FREY:

Rationale Punkte auf Ferrnat-Kurven und auf getwisteten Modulkurven

über einern Zahlkörper K betrachtet man für festes n ~ 4 Kurven

der Form: ("Fermatkurven") .

Andererseits definiert man zu gegebener Darstellung p .in

Gl(2,2n) der Galoisgruppe G(ÖIK) ein Modulproblern: Man bestimmee alle elliptischen Kurven, definiert über einer K-Algebra L, die

eine 2n-Stufenstruktur haben, die ~/2n x ~/2n zu einern ~(ÖIK~

Modul macht, der isomorph zu dem Modul ist, der durch die Wirkung

mittels p entsteht. nie resultierende Modulkurve' heißt "mit p

getwistete Modulkurve der Stufe 2n Ir. Es zeigt sich, daß zwischen

X-rationalen Punkten auf Fermatkurven und auf getwisteten Modul-

kurven ein Zusammenhang besteht; es gilt: Falls die Mord~l~'sche

. Vermutung für alle Fermatkurven über K richtig ist, so ist sie

auch für alle getwisteten Modulkurven richtig, und umgekehrt. Eine

Anwendung ist: Falls die Mordellische Vermutung über allen' Zahl- 0

444körpern für . z, - z2 = z3 richtig ist, so ist sie für alle Fermat-

kurven mit geraden Exponenten richtig.

A. FRöHLICH:

On McCulloh's work on Stickelberger relations

The following results of L. McCulloh's were discussed. K is an

algebraic number field; r an Abelian group of type (R"R., ••• ,R,)

and order R,k, R, a prime, ~K the ring of integers in K,

Cl(.ßx r) the class g.roup of the group ring ,.oKr , ~(.("Kr). the

subset of classes realized by tarne Galois extensions N of K.

To describe this set, view r as additive group of the field
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acting o~ it in the obvious way. Let

r
CR.{ilKf)o = Ker (eR. (IO-Kr) - C2.(,(JK» , where r(class of X)

class of xr
CR.La-Kf)O is a 7lG-module, from the action of

G on f For each 9 EG let Tr (g) E FR, be its trace and

t(g) be the least non-negative integer in the class Tr(g) .
Define the Stickelberger element by a = E t(g)g-1 E ~G. Let

9
the Stickelberger ideal be J = 2ZG n <t) 7lG

J
Theorem 1. lQ..( O"K f ) eR, (..<.r Kr) 0 •

Corollary. 1 •

Next, let j E G be the class in

module, write M- = Ker (1+j) •

Iwasawa's class number formula.

F K of -1 • If M is a
R,k

Then one has an analogue to

7lG.-

Theorem 2.

K. GIRSTMAIR:

On the computation of resolvents and Galois groups

Let f be a polynomial of degree m with coefficients in an

infinite field K and witheut multiple roots,

field, Gef) the Galois group.of K(f) IK , and

K(fl its splitting 4It
N (f) = {(xl'···' xm) ;

·m
f = TI (Z-x.)} (the set of all arrangements of the roets of f).

i=1 1-

Every· x EN(f) yields an embedding ex:G(f) Sm in the symmetrie

group, defined by- tX i = xe (t) (i) , t E G (f) , i = 1, ••• Im. For a
x

subgroup G ~ Sm let M(G) = {f as above; 3 xEN(f) : e (G(f»x G}

Theorem. Let K be Hilbertian, m,n E :N , G ~ Sm ' H S Sn

and M c M(G) . Suppose M is "Iarge enough n
• Then the following

conditions are equivalent:
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There is a finite set ~ of rational functions in
m .

K(xl' ... ,xm) [z] such that for every f = Zm + La. zm-l E M
i=l 1

there is an R E j( wi th R (a , Z) = R (a 1 ' . · · , am' Z) weIl

2.

defined, K(R(a,Z» c K(f) and

There is a homomorphism $

R(a,Z) EM(H) ;

Sn with $(G) H •

It is shown how this theorem can be used to compute Galois groups

and Galois resolvents.

G. GRAS:

p-ramification

Let k be a number field and p. a prime. We call k the maximal

abelian p-extension of k, unramified outside p. We study the .

"torsion subgroup L(k) of the- Galois group e:t(k) = Gal (k/k) ; ~(k)

is finite and seems to be an important invariant (for instance, see

the theory of the residue at 5 = 1 . of p-adic ~-functions ... ).

In a Galois extension L/K, we define a map jL/K: ~(K) el(L); its

kernel is isomorphie to a subgroup of H1 (G,ß(L» where G = Gal(L/K)

and Ö(L) is a 2'lp-mOdule which measures the "defect" of Leopoldt's

~ conjecture on units in L. When, in addition, L is totally real

and satisfies Leopoldt's conjecture, we obta~n more precise resuIts:

for example,-we compute the order of ~(L)G and give some connections

with p-adic L-functions, in the abelian case.

When k is a CM-field, with real subfield kO
, we give a formula

for the order of t(k); it is the product of 1'1, (kO ) I (known by

Coates formula) with a relative factor IL_(k) I which depends on

suitable logarithms associated with ideal classes.

This perrnits us to find what part of the p-Hilbert class field is

contained in the product of all the ~ -extensions of
p

k and to
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study related questions .

.....
K. GYORY:

Integral elements of given discriminant over finitely generated

integral domains

Let R be an integrally closed integral domain with char R ~ 0 .

Suppose that R is finitely generated over ~. Let L be the

quotient field of R, K a finit~ extension of L, and T the

integral closure of R in K. If' a E T , then its discriminant

DK1L(a) lies in R Further, if a.~ET with a - a*ER , then

DK1L(a) ~ ~KIL(a.*) · Such elements will be called R-equivalent.

As a consequence of a more general theorem concerning polynomials,

we obtain:

Theorem. Let eS E R\ {Ol , and S a finitely generated

multiplicative serni-subgroup 'cf R\{Ol containing 1 • There

exists a finite set ~ c T with discriminants contained in öS

such that every Cl E T

element of the form

with DK1L(a) EöS

na1f... where n E Sand

is R-equivalent to an

Cl.* E t In particular, e
there are only finitely many R-inequivalent elements a in T

with

Applications of the theorem are discussed.

-F. HALTER-KOCH:

Einheiten in biquadratischen und bikubischen Zahlkörpern

= n ,
-+- - - - --'. ~~

[K~Qlein totalreeller algebraischer Zahlkörper,Sei K

                                   
                                                                                                       ©



..'

- 9 -

E S E
K

eine Gruppe von Einheiten vom Rang 2 mit -1 EE , d.h.

E <-1> x 7l
2

• Sei D: E - ::IR; dann heiße (E 1 , E
2

) ein

D-Minimalsystem in E wenn E, E E\<-1> , E
2

E E\<-1 ,E,> , t> (E,)

3to = tO(K) (nicht effektiv) so daß für t ~ t o gilt:

(e: 1 ' e: 2) Ft-Minimalsystem in E => (E:<-"E: 1 ,E: 2» S 2

(E, , E: 2) St-Minimalsystem in E => (E:<-1 ,E 1 ,E:
2

» S epen)

mit $(n) = min {2n-3 , rnax (4n-2, n+6)}
2 "

= min

~t (E)

a)

e b)

c)

D(E\<-1» D(E 2 )

t
SPK/() ( e: ) , F t (e:)

min D(E\<-1,E 1»
t -t

SPK/O(e: +E ) ·

Für t E :N

Dann gilt:

sei

Ist E die Relativeinheitengruppe biquadratischer oder bikubischer

. (= sextic) Körper i.S. von LeOpo"ldt, so führt obiger Satz gemeinsam

mit der Galoismodulstruktur im galoisschen Fall zu einer "guten"

Beschreibung von (Fast-) Grundeinheiten.

F.-P. HElDER:

Zur Kapitulation der Idealklassen von algebraischen Zahlkörperne (gemeinsam mit B. SCHMITHALS)

Für unverzweigte abelsche"zahlkörper-Erweiterungen Klk soll der

Kern des natürlichen Erweiterungshomomorphismus der

Klassengruppen bestimmt werden. Für unverzweigte zyklische Erweite

rungen Klk vorn Primzahlgrad ~ wird ein Kriterium angegeben,

welches die Berechnung von Ke jKlk mittels i-ter Potenzrestbe

dinqungen modulo· geeigneter Primideale positiver Dichte an "die R,-ten
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Idealpotenzzahlen von k und die Relativ-Einheiten von Klk

gestattet. Für quadratische Körper k genügt es, statt der

Relativ-Einheiten von Klk Einheiten eines nicht-galoisschen

Teilkörpers vom Absolutgrad ~ * 2 von Klo zu verwenden.

Mit dieser Methode wurde z.B. Ke jKlk

Erweiterungen quadratischer Körper k

für sämtliche kubischen

mit 2-rangiger 3-Klassen-

gruppe im Bereich -20000 < d
k

< '00000 berechnet. Ferner wird

erstmals Ke jKlk in einem Beispiel mit ~ > 3

= 2 angegeben, nämlich für 0(/-12451) , ~ 5

und

Die explizite Kenntnis von Ke jKlk erlaubt die Beschreibung von

G(K,lk) durch Erzeugende und Relationen, wenn Clk von Typ (1,1)

ist ( K1 = Hilbertscher 1-Klassenkörper von k) und gelegentlich

die Best~ung des t-Klassenkörperturm.

u. JANNSEN

Die Struktur der absoluten Galoisgruppe p-adischer Zahlkörper

In gemeinsamer Arbeit mit K. Wingberg wurde die absolute Galoisgruppe

Gk f -adischer Zahlkörper k durch Erzeugende und Relationen be

schrieben.

Theorem. Sei n = [k:~p] , p * 2 , ~T die Gruppe der ~

p-Potenz-Einheitswurzeln in der maximalen zahm-verzweigten Erweiterung

5
T von k, p = (~T:1) , und g,h E ~p seien derart gewählt, daß

für eine Liftung ° des Frobeniusautomorphismus und ein Erzeugendes

T. von G = Gal(Tlk) gilt z:O = z;;g , Z;;T = r;h für r; E lJ
T

. Dann ist

Gk isomorph zur pro-endlichen Gruppe mit Erzeugenden O,T,XO, ••• ,x
n

und den folgenden Bedingungen/Relationen:

A. Der von erzeugte Normalteiler ist eine pro-p-Gruppe.
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Es gilt die "zahmeIl Relation OTO- 1
T

q , wo q die

..' Ordnung des Restklassenkörpers von k ist .

c. i) Für gerades n gilt

-1 _ g ps
axOo - (XO,T) x 1 [x1 ,x2] [x) ,x4] ••• [xn- 1 ,xn] ,

ii)

Hierbei ist

für ungerades n gilt
s

oxOo-1 = (xO' T) gx~ [x"y] [x 2 ,x)] • •• [xn - 1 ,Xn]

TI
h P- 1 h P - 2 h p-l

(XO,T) = (xo TXO T ... XOT) gesetzt '"(TI E 7l

For 9 > g' ~ 2 we have

mit 1f?l = ?lpl, Y = x~(<1,Tl-, wobei die explizite Gestalt von.

f(a,T) auf ein Problem symplektischer F [GD- Moduln zurück
p

geführt wird.

E. KANI:

On the number of subfields of a function field

Let F/K be a function field of genus g. It is known that the

number NF(d,gl) of subfields· E of F/K of index d = [F:E] and

genus gl = 9
E

~ is finite. Let J
F

denote the Jacobian variety

associated to F, and r = rank (End (J
F

» .

r-1 r-1
Theorem 1: N

F
(d,1) S (c 1d+l) (c,d-1) , cl 12{g-1)/9

e Theorem 2:

NF(d,gl)
(9-9 1 )g
(g-l)g'

To prove these theorems, one associates to each E an Cl
E

E End{J
F

) 0 R •

Viewing End (J
F

) @ R as an euclidean space with respect to the Weil

metric, for d and g' fixed, the vectors Cl
E

all have the same

length and the angle between any two of them can be bounded away from

zero. Using that the QE are idempotents in End (JF ) , one can prove:

Theorem 3: If g = 2dg'+(d-,)2 ,and d is prime, then Np{d,g') sg/g'.
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H. KIS1LEVSKY:

The semi-simplicity of a certain Iwasawa module

Let Klk be a ~p-extension and let LIK be the maximal abelian

unrarnified p-extension of K If X = Gal(L\K) , then X is

naturally a -module over r = Gal(Klk) and hence also Qver

A = ~p[[T]] . Let Xo be the submodule of X consisting of

those x E X such that Tnx = 0 for some n ~ 1 • For certain

~ -extensions we show that
p

representation of r:

Xo 0~ ~p provides a semi-simple
p

Theorem. Let Kjk be a ~p-extension, f1' ... 'ft be

the primes of k ramified in K, and let klk be a finite ex-

tension such that each has a unique prime divisor in

and K = Kek. Suppose the following conditions are satisfied:

I) There is a subfield kl of k such that kiki is abelian,

Kiki is Galois, and f1' ... '!t are all the primes of k

dividing same fl of kl .

11) The primes 11' ... 'ft have local degree .over Q.

Then for the ~p-extension ilk it is shown that Xo{Klk) 0 ~p

is a semi-simple representation of r -= Gal (KI'k) •

N. KLINGEN:

Einbettungsprobleme für algebraische Zahlkörper bei Beschränkung

der Verzweigung

Es wurde das Einbettungsproblem für algebraische Zahlkörper behan-

delt, wenn die gesuchten Lösungen außerhalb einer vorgegebenen
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Primstellenrnenge S unverzweigt sein sollen. Die untersuchten

Probleme sind die Fragen nach einem entspr~chenden Lokal-Glohal

Prinzip, der Möglichkeit lokaler Vorgaben sowie der Lösbarkeit

überhaupt. Man kann zeigen, daß a~le drei Probleme mit dem

Dualitätssatz von Tate-Poitou auf eine einzige Frage über ein-

dimensionale Kohornologiegruppen führen, die dann ihrerseits mit

einer geeigneten exakten Sequenz in zwei Teilprobleme endlicher

Natur aufgespalten werden kann. Für Einbettungsprobleme mit

zyklischem Kern beispielsweise ergeben sich so völlig explizite

Kriterien für die genannten Fragestellungen. Schließlich wurde

gezeigt, wie gewisse scharfe Lokal-Global-prinzipien (d.h. zu

kleinem S ) eng zusammenhängen mit den Resultaten von Herbrand

und Ribet über die p-Klassengruppe des p-ten Kreiskörpers"

M. LASKA:

Elliptische Kurven und diophantische Gleichungen

Sei k ein quadra~ischer Zahlkörper mit Klassenzahl 1 • Für

eine endliche Menge S von Primidealen in k sei E(S) die

Menge der elliptischen Kurven über k, deren Führer nur durch

~ Primideale aus S teilbar ist. E(S) ist endlich. Sei S =
=' {~l, ••• ,ns} , TI

i
Primelemente in k. Dann wird E(S) para

metrisiert durch gewisse Lösungen (x,y,e,m
1

, ••• ,ms ) (den sog.

"Basislösungen") der exponentiellen diophantischen Gleichung

3 2 m1 ms *-
x ~ y €.~ 1 ••• 1T

S
,x,y EOk e: EOk ' m1 ,··· ,ms E ]NO. Die Basis-

lösungen kann man bestimmen, indem man eine gewisse Anzahl von
. a 1 .asGleichungen f(x,y) = 1T

1
••• n

s
löst, wo f eine kubische Form

über 0k ist. Einen Teil der Basislösungen findet man auf einem

ganz anderen Wege. Und zwar benutzt man die Tatsache, daß die

                                   
                                                                                                       ©



Gleichung 3 2x - y

- 14 -

r , r E~ , eine elliptische-Kurve Er über

k definiert und daß eine nSpurabbildung U 0: Er(k) -+ Er (4)

ex~stiert. Für viele rE~ ist Er(~) explizit bekannt. Falls

Er(O) endlich ist, lassen sich in dem Unterring 0k[S-~] von k

die Lösungen der Gleichung
3 2

x - Y = r dadurch bestimmen, daß

man die (endlich vielen) Urbilder

H.W. LENSTRA, Jr.:

Primality testing and Galois theory

-1
(J (P) , PEEr (CD) , bestimmt.

It is arecent discovery that many classical primality testing

algorithms can be formulated in the following way: in order to

show that a number n is prime, attempt to show that all divisors

of n are powers?f n, in various senses. This should, of course,

be done without knowing the divisors of n. In the lecture it is

shown how this can be done using properties of the Artin symbol in

abelian extensions of O. The resulting primality test runs in

. ( c-logloglog n)t1me 0 (log n) . for a constant c. Reference:

Sem. Bourbaki, exp. 576.

F.J. van der LINDEN:

Euclidean number rings with two infinite primes

All Euclidean rings of the form R = 0K [l-1]

K is an imaginary quadratic number field and

are determined where

i is a prime ideal

of 0R. These rings have much in cornmon with the rings of integers

of real quadratic fields. This means we can generalize methods due

to Chatland, Davenport, Cassels and Ennola, which are used to de-

termine all Euclidean rings of integers of real quadratic fields.
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An important thing to do is to ernbed K and R in the product

of the completions at the infinite primes K = K~ x K
oo

K
oo

= C. Using the nonarchimedean structure of K
1

' we

following structure theorem:

where

get the

3,4,7,8,11,15,20 , where f must be non-principal

if ~ = 15,20. Other discriminants admit only finitely many dP.
We found 39 other examples in this way which we proved were the·

only ones.

F. LORENZ:

Auflösung zahlentheoretischer Knoten

Gegeben sei eine galoissche Erweiterung algebraischer Zahlkörper

K Ik. Ist a E k)( lokal überall Norm bei K Ik , so heiße a ein

Normenrest bei Klk; die Faktorgruppe ~Klk der Normenreste bei

Klk modulo Normen NKx wird nach A. Scholz der Knoten von Klk

genannt. Ein Gesichtspunkt für das Studium der Normenreste beruht

auf der folgenden (auch von F.-P. Heider gemachten) Beobachtung:

Es gibt eine abelsche Erweiterung LIK, für die gilt: Ist a

Normenrest bei Llk, so ist a Norm bei Klk. Eine solche

galoissche Erweiterung Llk heiße eine Auflösung des Knotens.
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Aufiösungssatz: Stets gibt es eine über Klk zentrale Auflösung

Llk von ) Klk' so daß das Normenrestsymbol zu LIK einen

Isomorphismus J
K1k

~ A(\ [F,F] vermittelt; hierbei sei A G(LIK)

und F = G(Llk). Ein solches Llk heiße eine Scholz'sche Auf

lösung von J Kjk

Eine Scholz'sche Auflösung Llk heiße direkt, wenn

Mittels eines Kriteriums für die Existenz direkter Auflösungen von

G. Faltings gelangt G. Steinke u.a. zu dem folgenden

Ist Kjk abelsch von ungeradem Grad, so besitzt

'J K Ik eine direkte Auf lösung.

B.H. MATZAT:

Konstruktion des M
12

-Körpers von minimalem Geschlecht

Es gibt genau einen Erweiterungskörper N/~(t) mit der Galoisgruppe

M12 vom minimalen Geschlecht 3169. Für die zugehörige Verzweigungs-

struktur '{'

gibt modulo

(4) . (4) i
(z2 ,z3 ,z,o) gilt t(t) = 1 , 2 (t) = 2 , d.h. es

Aut(M 12 ) genau ein zulässiges Erzeugendensystem der 4It
M12 zu t', ein solches nenne man "charakteristisches Erzeugenden

systemlI. Zum Nachweis benötigt man fast nur die Relativgeschlechts-

formel und die Charaktertafel der M12 . Damit existiert eine

N/~(t) erzeugende Gleichung gO(x,t) = 0 mit rationalen Koeffi

zienten, deren Galoi sgruppe Au t'(Ml 2) ist. über (2 (1=5) wird

gO(x,t) = 0 galoissche Gleichung.

Die erzeugende Gleichung fo(x,t) = 0 eines Stammkörpers 12-ten

- - - Grade-s- wird~berechnet-(ohne- Compu,ter), nämlich
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1 1 1
w2 = 6(145-46), w1 = 54(55+46) , Wo = -16(79+88)

Es gibt also (unendlich viele) Zahlkörper mit der Gruppe

~(1=5) bzw. Aut(M12 ) über ~ durch Spezialisierung von

bzw. fO(x,t)fO(x,t) ·

e B.Z. MOROZ:

Scalar products of L-functions with Grössencharakteren

±F5 .

M
12

über

fo(x,t)

Given an' algebraic number field k and r finite extensions

k, , •.• ,kr of k, 'one defines the scalar produet over k of L

functions

L. (s) = La. (Nt) 11t 1- s
1 Al 1

by a formal Dirichlet series

i 1 , ••• , r ,

We discuss the analytic properties of the function

Nk/tJJM.

L(s) on the

where «
L(s) = ;ai(~)a2(~)

runs over integral ideals of k

a ("Ar) I'"-I- s
,

r

and I~I

complex plane in the case when Li(S) is a Hecke L-function of

k i ' that is, ai(~) ~Xi(a) for a Grössencharakter Xi (here

QI, runs over integral ideals of k i such that Nk . /k Ot. -u.) •
1

T. NAKAHARA :

On abelian biquadratic fields related to a problem of Hasse

Let K be an algebraic number field with

ring of algebraic integers in K When

n = [K:O]

2l [a]

and 0K the

holds for

same a in K, it is said that 0K has a power basis.

It is a problem of Hasse to characterize an algebraic number

field whose integer ring has a power basis (Rep. Fac. Sei. Eng.,
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Saga Univ., Math., 1 (1973». We consider the problem in the case

where KlO is an abelian extension. It is known that when K is

the maximal real subfield of an n-th cyclotomic field k n (J.J.

Liang (1976» or a kind of cyclic cubic field (J.J. Payan (1973),

G. Archinard (1974), D.5. Dummit and H. Kisilevsky (1977», 0K

has a power basis. Especially in the case of a cyclic biquadratic

K , we show that there exist infinitely many havingK e
Also we give somehut having no power basis forthe index

field

examples for the problem of Hasse.

C. PARRY:

Class number and unit relationships for pure sextic fields

There exists an extremely simple relationship between the class

numbers and the units of pure sextic fields which have the same

normal closure. This relationship assurnes one of two possible

forms. Sufficient conditions are given for the relationship to

take each of these forms.

H.P. REHM:

A class number relation and a special quaternion algebra

The following class nurnber relation was explained:

A 2 A 2 A

d h (fm d s ) = { P -1 +c (p) • h (p)
L (1-(1~» I: e:(s,f,m) .----

O<S<2~ flf s TIp(m)

m 2

m > 2

the class nurnber of the order with discriminant

where d s2
s

O( /d) I h(f 2ci )s s

4pm , p a prime the discriminant of

                                   
                                                                                                       ©



.f2d , e: (s , f , m) =
s

- 19 -

if there is a prime ideal f with norm p

of 0 2
A

giving an ideal class of order m, e:(s,f,m) = 0 other
f d 2

wise. f s is the part prime to 13 of the conductor of the order

with discrirninant d s c(p) 1 ,2 or 4 and the nurnber

of prime polynomials of degree m over :IF
P

The proof uses detailed knowledge of the arithmetics of the gen

~ eralized quaternion algeb~a over ~ where only 13 (and 00) is

ramified but no analysis or geometry.

B. SCHMITHALS:

Kapitulation der Idealklassen in zyklischen Erweiterungen und

Einheiten in Diederkörpern vom Grad 2!

Es wurde die Frage nach der Kapitulation, d.h. des Hauptidealwerdens,

in (nicht notwendig unverzweigten) zyklischen Erweiterungen Klk

gestellt. Sei j : C~k ~ C!K die natürliche Erweiterungsabbilding

für die Idealklassengruppen, und G(Klk) = <0> • Das Bild H/E 1- O
K

des kanonischen Monomorphismus Ker j
-1H «O>,EK) wurde be-

schrieben. Daraus ergibt sich u.a. das lokale Kapitulationskriterium

(vgl. Vortrag vonF.-P. Heider). Für den Fall, daß KIQ eine Dieder-

erweiterung vom Grad 2i, ~ * 2 Primzahl, und k der quadratische

Teilkörper von K ist, stellt sich die ~rage nach dem Zusammenhang

von Hand der Einheitenstruktur von K. Es wurde H CEO bewiesen

und notwendige Bedingungen für H * EO hergeleitet, wo EO das

Produkt der (normpositiven) Einheitengruppen der nichtgaloisschen

Teilkörper von K sei.
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H.-D. STECKEL:

ASyrnptotische Verteilung von Körpern mit Frobeniusgruppe

Es wurden Anzahlbetrachtungen über normale Erweiterungen von ~

mit vorgegebener Frobeniusgruppe G vom Maximaltyp als Galois-

gruppe und vorgegebenem Kernkörper K angestellt. Unter schwachen

Voraussetzungen an G und K wurde das asymptotische Wachstum der

Zahl dieser Körper bei wachsender Diskriminante best~t. Zum'

Beweis wurden die Einbettungstheorie, der Tateisehe Dualitätssatz

und Resultate über multiplikative Funktionen herangezogen.

H.-J. STENDER und C. ·LEVESQUE:

über (Grund-) Einheiten in oarametrisierten Zahlkörpern

Ausgangspunkt des Vortrags war folgender allgemeiner

Satz 1: Es sei K algebraischer Zahlkörper , n E ::IN 0=1= Ö,.6EK

(b) Ö E E (K) => ~nk
k

w

Satz 2: SE = {Enk I kin, k=l=1} bzw.

unabhängiges System, falls (L:K) = n

stelle hat.

s~ = {~nk I kl n , k=l=n} ist ein

und L eine reelle Prim-

Die Frage nach einer Einheitenbasis ist im Falle K = ~ mit

n = 2,3,4 oder 6 weitgehend bekannt. Zu neuen Körpern kommt

man durch ein

Korollar zu Satz 1: Seien 0 =1= ~1' 11 2 E ,K ganz, so daß .6, /.6
2
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ist. Dann gilt für alle

k
(w-~1)

Enk wk_bk ' nnk
1

wk_bk
1

~nk ~ ~nk
2

kin:

k(w-b
2

)

wk_bk
2

wk_bk
2

~1

E E(L)

E E (L) •

Dann ist S = {~nk"nk I kln,k+n} V {unabhängige Einheiten von K}

ein "vollständiges" Einheitensystem, falls K reell-quadratisch

und n = 2,3,4,6 ist. Unter gewissen Voraussetzungen wurden für

diese Körper L Grundeinheitensysteme angegeben.

o. TAUSSKY-TODD:

Composition of binary integral quadratic forms

A treatment by integral matrices is given for composition of pairs

of integral quadratic forms with the same discriminant. The forms

are associated with a pair of similar 2x2 matrices A,B with

irrational eigen values which generate the maximal order. The

most general ~ntegral similarity between A,B is given by a

matrix whose entries are linear farms in two indeterminates with

• integral coefficients. This matrix is a "compositum" of two fac

tors of the same nature. By equating determinants a·composition

of two quadratic forms results. The method can be generalized to

nxn matrices.

C.D. WALTER:

Radical Extensions and Hasse·s Unit Index

Basse's unit index is the quotient UK/WKUk of the unit groups of

an abelian extension K of 0 and its maximal real subfield k
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where WK is the group of roots of unity in K. This index

divides [K:k] . For a general number field extension K/k the

torsion group of UK/WKUk has order dividing [K:k]

anormal closure of K over k, with G = Gal(N/k} and

H = Gal(N/K) , then further restrictions on (UK/WKUk)tor and

same information on its structure as an abelian group can be gained

from a knowledge of G and H.

In fact, all the proofs work without using any of the additive

structure. This means that the same theorems hold with any

'~[G]~module X in place of U
N

provided only that the torsion

group of X is cyclic.

K. WINGBERG:

Der Eindeutigkeitssatz für Demuskinformationen

Wesentlich für die Beschreibung der absoluten Galoisgruppe f-adi

scher Zahlkörper ist deren Kennzeichnung als Demuskinformation,

eine hauptsächl'ich auf der lokalen Klassenkörpertheorie beruhende

kohomologische Charakterisierung durch drei Bedingungen. Dieses

Konzept stammt von Koch, ebenso wie der Eindeutigkeitssatz, der

besagt, daß eine Dernuskinformation durch drei numerische Invari- ~

anten bestimmt ist. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mittels des

Dualitätssatzes für Poincare-Gruppen und Sätzen über symplektische

Moduln.

Mit Hilfe dieses Satzes ist es dann möglich, die absolute Galois-

gruppe eines l-adischen Zahlkörpers durch Erzeugende und Relationen

zu beschreiben.

Die verwendeten Methoden liefern ferner Aussagen über die Existenz

von Automorphismen der absoluten-Galo[sgruppe.
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N. YUI:

Fermat surfaces over finite fields

Consider the Fermat surface Sem) : ~ + ~ + ~ + x~ = 0 over the

finite field JF
q

with f
q = P elements (p prime i- 2 ) • It is

known that the zeta-function of :rem) has the form:

z( 'j=(m) ,t) = 1/(1-t)P2 (t) (1-q 2t ) ,

where P2(t) is a polynomial of degree 8 2 (the 2nd Betti number

of dF(m» with integer coefficients whose reciprocal roots have

-absolute value q (the Riemann hypothesis) •

Let NS(~(m» be the Neron-Severi group of ~em). We know that

NS (J=' (m»;; Yl PCf (m» $ NS (';F !m) ) tor and that the rank p ( 'f (m) )

(the Picard number of j:"'(m» is equal to the multiplicity of q as

a reciprocal reot of P 2 (t) (that is, the Tate conjecture holds.

true for 'fern) ) Our purpose here is to determine the Picard

number p( *,(rn) ) explicitly:r2 <~> 21f and f/2 + 1 =0 (mod m)p ,
peT (m»

= peT (m)c) pf/2+1 $<=> 2.,f'f or 21f but 0 (mod m). ,

where j='(m)c is the complex Fermat surface.

H. ZANTEMA:

Integer valued polynomials over a number field and the class

number

'Let K be a number field with ring of integers 0 .. The ring

R =' {f E K [x] If [0] cO}

is a free O-module. Polya and Ostrowski preved in 1919 that R

has an O-basis (fi);=o' with deg(f i ) = i, i = 0, 1, 2, ... , if
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and only if for each prime power q the ideal !2(q) = rr pp

is principal in 'K , where the product runs over all prime ideals

in K of norm q Number fields having this property are called

polya fields. If h(K) = 1 then K is clearly a polya field;

our purpose is to investigate to what extent the converse is

true. The main technique is based on the nation of a pre-Polya

field, in which ~(q) is.only required to be principal for these 4It.
q that are relatively prime ~o the discriminant. This condition

turns ou~ to be equivalent to a purely group theeretical property

of the Galois group of the normal closure of the Hilbert class

field of K over Q.

Berichterstatter: B. Schmithals
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Korrektur zum Tagungsbericht 35/81

- Algebraische Zahlentheorie -

Korrekturen zu Seite 8:

Zeile 14: Statt "semi-subgroupll."subsemigroup".

Zeile 15: Statt "finite set ~ c T with discriminants" "finite set of
elememts of T with discriminants"

Zeile -4: tlThe proof of the above theorem 'is effective in a certain
sense. U wi rd ergänzt.

                                   
                                                                                                       ©



i
. !

                                   
                                                                                                       ©


