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Tagungsbericht 35/81

Algebraische Zahlentheorie

9.8. bis 15.8.1981

Die Tagung iliber algebraische Zahlentheorie, die auch in diesem
Jahr unter starker auslidndischer Beteiligung stattfand, wurde
von Prof. W. Jehne (K&1ln), Prof. H.-W. Leopoldt (Karlsruhe)
und Prof. P. Roquette (Heidelberé) geleitet. In zahlreichen
interessanten Vortrédgen wufde der aktuelle Stand der Forschung

fir eine Reihe zahlentheoretischer Problemstellungen dargestellt.

Vortragsausziige

J. ANTONIADIS:

Klassenzahlen und diophantische Gleichungen

In diesem Vortrag werden mit der Methode von C. Meyer die
imagindr-quadratischen Zahlkérper K = Q(/:E) mit der Klassen-
zahl 2 durch Losungen diophantischer Gleichungen gekennéeichnet,
falls die Diskriminante des Kérpers K durch 5,7,13 teilbar
ist, ndmlich fir 5|d , 64d durch das Syséem

x2 - Sy2 = -4 ,

q(125y> - 75y - 22) = 2% , q Primzahl, q = 3 (4);

Forschungsgemeinschaft © @
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S e wer taati I eee ot

flir 7/|d , 64d durch die Gleichung
7x2 + 1= y3 ; s
und fir 13|d , 64d durch das System

xz - 1§y2 = -4 ,

13y - 5 = w ,

q(13y - 6) = 2% , q Primzahl, g = 3 (4) .

H.-J. BARTELS: ) .

Hasse's Normensatz und Konjugationsklassen in linearen algebraischen

Gruppen

Es seien k ein algebraischer Zahlkérper und G eine iiber k
definierte lineare algebraische Gfuppe. Es wird die Frage behandelt,
in welchen Gruppen G ein Lokal-Global-Prinzip fiir die Konjugations-
klassen in G(k) gilt. Fiir die speziellen linearen Gruppen sowie
die Normeinsgruppen zu zentralen Schiefkdrpern iiber k hé&dngt diese.
Frage eng mit der nach der Giiltigkeit des Hasse'schen Normensatzes

zusammen. Unter anderem wird gezeigt:

Satz: Ist K|k eine endliche separable Erweiterung globaler Kdrper
vom Grad m und hat die galoissche Hiille L von K|k als Galois-

gruppe die Diedergruppe der Ordnimg 2m , so gilt fiir K|k der .

Hasse'sche Normensatz.

Der Beweis benutzt die Berechnung der Galoiskohomologie algebraischer
Tori durch Nakayama und Tate. Als Anwendung des Satzes ergibt sich
ein Lokal-Global-Prinzip fiir die Konjugationsklassen in Normeins-

gruppen von Schiefkdrpern mit Zentrum k und kleinen Grades iliber k .

Flir Einzelheiten vgl. J. Algebra 70 (1981) und Math. Ann. 256

(1981) .
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Forschungsgemeinschaft ©



< ~ J. BRINKHUIS:

The embedding problem and Galois module structure of rings of

integers

We consider a new problem which combines the embedding problem

and the normal integral basis problem.

. We mention some results of our approach, e.g., existence and non-

existence theorems for normal integral bases.

Finally, we discuss our method.

V. DIEKERT:

Einbettungsprobleme iiber abelschen p-Erweiterungen {-adischer
[

Zahlkdrper

Die Frage, fiir welche endlichen galoisschen Erweiterungen K|k
lokaler Korper jedes Einbettungsproblem ldsbar ist, 1&d8t sich
auf die Betrachtung von p-Erweiterdngen irregulédrer ;)—adischer

Zahlkdrper zuriickfilhren. Fiir abelsche p-Erweiterungen K|k gilt:
Satz: (Jamsen und Wingberg fiir p° # 2 oder -1 €K 2 ).

‘ sei Klk eine endliche abelsche p—Erwei.terung irrequldrer ?-
adischer Zahlkdrper mit Galoisgruppe von Exponenten pz und s
sei der Irregularititsexponent von k . Dann 138t sich fiir K|k
genau dann jedes Einbettungsproblem mit beliebiger pro-p-Gruppe

als Kern 18sen, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Die ps—ten Einheitswurzeln liegen in der Normengruppe
) .
NKlk(K ) - - r
ii) Fir r =1, ... , min (s,2) ist die Gruppe K*P N x¥/x*F

bez. des Hilbertsymbols pr—ter Stufe ein total isotroper

r
Teilraum von k"/k’(p

DF Deutsche
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iii) Dié Kummergruppe kP n k’(/k'(p ist orthogonal zu der

Kummergruppe k(u W)’(/‘\k"fp/kxp der maximalen p-zyklo-
p

tomischen Erweiterung von k , oder es ist -1 § K 2,

M. EICHLER:

Symmetrische und unsymmetrische Quaternionen-Ordnungen iiber

reellen quadratischen Zahlkdrpern

Es sei F, , ..., F mit |Fi| = q ein Vertretersystem aller ;
Klassen von definiten ganzzahligen quadratischen Formen in 4

Variablen, ferner f1,..., b die zugehdrigen Z-Gitter und

h
C31,..., th die zugehdrigen Ordnungen in der c1ifford§chen
Algebra. Es sind maximale Ordnungen in der Quaternionen-Algebra
K tiiber k = Q(/q) , welche nur an den unendlichen Primstellen
von K verzweigt ist. Der kanonische Automorphismus ¢ von
Q(/q) setzt sich auf K fort. Die Ordnungen mit der Eigenschaft
o7 = 0,

schwach symmetrisch. Jede schwach symmetrische Ordnung | Oé ent-

heiBen stark symmetrisch, diejenigen mit CT; = C_1()2C

steht aus einer stark symmetrischen in der Weise C?é = A_1(3HA ’

wenn ¢ eine Primzahl ist. Wenn q nicht Primzahl ist, wird ver-
mutet, daB sich die schwach symmetrischen Ordnungen (bis auf Aqui- ‘
valenz) in g Geschlechter verteilen, wo' g die Anzahl der

Geschlechter von Q(vgq) ist.

Die Bedeutung der symmetrischen Ordnungen fiir die Theorie der
symmetrischen Hilbertschen Modulformen wird mittels der Brandt-
Matrizen von K , der Anzahlmatrizen der Fi und des Nakayama-—

Lifts erldutet.

DF Deutsche
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G. FREY:

Rationale Punkte auf Fermat-Kurven und auf getwisteten Modulkurven

Uber einem Zahlkdrper K betrachtet man fiir festes n 2 4 Kurven
der Form: a1z? - azzg = a3zg » a; €0y \ {0} ("Fermatkurven").
Andererseits definiert man zu gegebener Darstellung p in

G2(2,2n) der Galoisgruppe G(5|K) ein Modulproblem: Man bestimme
alle elliptischen Kurven, definiert iiber einer K-Algebra L , die
eine 2n-Stufenstruktur haben, die Z/2n x Z/2n zu eiﬁeﬁ( G(6|K}-
Modul macht, der isomorph zu dem Modul ist, der durch die Wirkung
mittels p entsteht. Die resultierende Modulkurve heiBt "mit p
getwistete Modulkurve der Stufe 2n ". Es zeigt sich, daB zwischen
K-rationalen Punkten auf FermatkurQen und auf getwisteten Modul-

kurven ein Zusammenhang besteht; es gilt: Falls die Mordell'sche

" Vermutung fiir alle Fermatkurven iiber K richtig ist, so ist sie

auch fiir alle getwisteten Modulkurven richtig, und umgekehrt. Eihe

Anwendung ist: Falls die Mordell'sche Vermutung i{iber allen Zahl-

. - 4 4 _ 4
korpern fiir z, 2, = z4

kurven mit geraden Exponenten richtig.

richtig ist, so ist sie fiir alle Fermat-

A. FRUHLICH:

On McCulloh's work on Stickelberger relations

The following results of L. Mcéulloh's were discussed. K is an

algebraic number field; T an Abelian group of type (%,%2,...,%)

and order lk , £ a prime, A)K the ring of integers in K ,
CE(AJKT) the class group of the group ring AOKP B n&OKF). the
subset of classes realized by tame Galois extensions N of K .

To describe this set, view T as additive group of the field

o



F‘k , with G = ka acting on it in the obvious way. Let
2 2
r

CL(wrgl)y = Ker (cz(uxr) - cz(,ux)) , where r(class of X) =

class of Xr . CE(ArKF)O is a 2ZG-module, from the action of

G on TI' . For each g€G let Tr(g) €F be its trace and

2
t(g) be the least non-negative integer in the class Tr(g) .

Define the Stickelberger element by 6 = I t(g)g | € ZG . Let

. g

the Stickelberger ideal be J = ZG N (%) ZG . ‘
‘ _ J
Theorem 1. Rwgl) = Cel(ogly -
. J
Corollary. cL( ZF)O =1.
Next,let Jj €G .be the class in ka of -1 . I1If M is a ZG-
- L '

module, write M = Ker (1+j) . Then one has an analogue to
Iwasawa's class number formula.
Theorem 2. order (ca(zr)~ ) = [=6 :3 ] if ¢ is odd.

K. GIRSTMAIR:

Oon the computation of resolvents and Galois groups

Let . f be a polynomial of degree m with coefficients in an

infinite field K and without multiple roots, K(f) its splitting

field, G(f) the Galois group of K(f)|K , and N(f) = {(x;,...rx);

‘m
f =1 (Z-xi)} (the set of all arrangements of the roots of f).
i=1

Every x EN(f) yields an embedding e, :G(f) - S in the symmetric

group, defined by txi = teGg(f) , i=1,...,m . For a

¥e (£) (1)
subgroup G < S let M(G) = {f as above; 3 xeN(f) :ex(G(f)) = G} .

Theorem. Let K be Hilbertian, m,n€N, G < Sm , HS sn

and M < M(G) . Suppose M is "large enough". Then the following

conditions are equivalent:

:’F(;mmm
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1. There is a finite set R  of rational functions in
: m s
K(x1,...,xm)[z] such that for every f = 2" + I aizm tem
i=1
there is an R €R with R(a,2) = R(ay,...,a;,2) well

defined, K(R(a,2)) < K(f) and R(a,Z) €EM(H) ;

2. There is a homomorphism ¢ : Sm - Sn with ¢(G) = H .

It is shown how this theorem can be used to compute Galois groups

and Galois resolvents.

G. GRAS:

p-ramification

Let k be a number field and p_ a prime. We call k the maximal
abelian p-extension of k , uhramified outside p . We study the

torsion subgroup (k) of the Galois group @(k) = Gal(k/k) ; T(k)
is finite and seems to be an important invariant (for instance, see

the theory of the residue at s = 1 "of p-adic g-functions ...).

In a Galois extension L/K , we define a map jL/K : O(K) - @(L) ; its
kernel is isomorphic to a subgroup of H1(G,A(L)) where G = Gal(L/K)
and A(L) is a mp—module which measures the "defect" of Leopoldt's
conjecture on units in L . When, in addition, L 1is totally real
and saéisfies Leopoldt's conjecture, we obtain more precise results:
for example, we compute the order of ’Z(L)G and give some connections

with p-adic L-functions, in the abelian case.

When k is a CM-field, with real subfield kO , we give a formula
for the order of <((k); it is the product of |T (kg) | (known by
Coates formula) with a relative factor |{_(k)| which depends on

suitable logarithms associated with ideal classes.

This permits us to find what part of the p-Hilbert class field is

contained in the product of all the zp-extensions of k and to

Deutsche
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study related questions. : .

"
K. GYORY:

Integral elements of given discriminant over finitely generated

integral domains

Let R be an integrally closed integral domain with char R = O .
Suppose that R is finitely generated over Z . Let L be the
quotient field of R , K a finite extension of L , and T the
integral closure of R in K .‘ If a €T , then its discriminant
DKIL(G) lies in R . Further, ié a*eT with a - a*GR , then
DK[L(a) = DKlL(a*) . Such elements will be called R-equivalént.
As a consequence of a more general theorem concerning polynomials,

we obtain:

Theorem. Let &8 €ER\{0} , and S a finitely generated
multiplicative semi—subgroup'of R\ {0} containing 1 . There
exists a finite set § < T with discriminants contained in &8

such that every o €T with D () €8S 1is R-equivalent to an

o ®
element of the form no™ where n€S and o€ £ . 1In particular,

there are only finitely many R-inequivalent elements a in T

with DK|L(a) =6 .

Applications of the theorem are discussed.

F. HALTER-KOCH:

Einheiten in biquadratischen und bikubischen Zahlk&rpern

Sei K ein totalreeller algebraischer Zahlkodrper, [k:Q] ='n ,

Deutsche
Forschungsgemeinschaft ©



E < EK eine Gruppe von Einheiten vom Rang 2 mit -1€E , d.h.
¥ E = <=1> x Z2 . Sei D : E - R; dann heiBe (31,52) ein
D-Minimalsystem in E , wenn €, €EE\<-1> , €, EE\<-1,51> B D(e1)
= min D(E\<-1>) , D(ez) = min D(E\<-1,e1>) . Fir teN sei
_ t _ t, -t Sa..
St(e) = SpK/Q(e ) ' Ft(e) = SpK/Q(e +£ ) . Dénn gilt:
a) (51,92) Ft-Minimalsystem in E = (E:<-1,e1,52>) < 2
. b) (€4+,€,) Sy ~Minimalsystem in E => (E:<=1,e4,85>) < ¢ (n)
. _ 4n-2
mit @¢(n) = min {2n-3 , max (—TT—' n+6)} .
c) Jt, = t,(K) (nicht effektiv) so dap fir t > t, gilt:

(51,52) Ft- bzw. St—Mlnlmalsystem, Ft(e1) < Ft(ez) bzw.
St(e1) < St(ez) => E = <-1,e1,ez> .

Ist E die Relativeinheitengruppe biquadratischer oder bikubischer
- (= sextic) Korper i.S. von Leopoldt, so fiihrt obiger Satz gemeinsam
mit der Galoismodulstruktur im galoisschen Fall zu einer "guten"

Beschreibung von (Fast-) Grundeinheiten.

F.-P. HEIDER:

Zur Kapitulation der Idealklassen von algebraischen Zahlkdrpern

. (gemeinsam mit B. SCHMITHALS)

Fiir unverzweigte abelsche Zahlkdrper-Erweiterungen Klk soll der

Kern des natiirlichen Erweiterungshomomorphismus jKlk:Clk - ClK ~der

Klassengruppen bestimmt werden. Fiir unverzweigte zyklische Erweite-
rungen K|k vom Primzahlgrad £ wird ein Kriterium angegeben,
welches die Berechnung von Ke jKlk mittels L-ter Potenzresibe-

dingungen modulo geeigneter Primideale positiver Dichte an ‘die &-ten

DFG Deutsche
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Idealpotenzzahlen von k und die Relativ-Einheiten von K|k
gestattet. Fir quadratische Kérper k geniligt es, statt der
Relativ-Einheiten von K|k Einheiten eines nicht-galoisschen

TeilkSrpers vom Absolutgrad 2 # 2 von K|Q zu verwenden.

Mit dieser Methode wurde z.B. Ke jKlk fir sdmtliche kubischen
Erweiterungen quadratischer Kérper k mit 2-rangiger 3-Klassen-

gruppe im Bereich -20000 < dk < 100000 berechnet. Ferner wird

erstmals Ke jK|k in einem Beispiel mit £ > 3 und &%-Rang (Clk) = ’
= 2 angegeben, nimlich fiir @Q(/-12451) , £ =5 .

Die explizite Kenntnis vbn Ke jKlk erlaubt die Beschfeibung von
G(K1|k) durch Erzeugende und Relationen, wenn Ckk von Typ (%£,%)

ist ( K1 = Hilbertscher %-Klassenkdrper von k ) und gelegentlich

die Bestimmung des g2-Klassenkdrperturm.

U. JANNSEN

Die Struktur der absoluten Galoisgruppe #p -adischer Zahlkdrper
a

In gemeinsamer Arbeit mit K. Wingberg wurde die absolute Galoisgruppe

Gk f)-adischer Zahlkdrper k durch Erzeugende und Relationen be-

schrieben.

Theorem. Sei n = [k:Qp] /P %2, u, die Gruppe der .
p-Potenz-Einheitswurzeln in der maximalen zahm-verzweigten Erweiterung
T wvon k , ps = (uT:1) , und g,h € Zp seien derart gewd&hlt, das

fiir eine Liftung o des Frobeniusautomorphismus und ein Erzeugendes

T von G = Gal(T|k) gilt =9, = Ch fir ¢€wy . Dann ist

Gk isomorph zur pro-endlichen Gfuppe mit Erzeugenden OsTiXgresssX

n
und den folgenden Bedingungen/Relationen:

A. Der von XgreeerX erzeugte Normalteiler ist eine pro-p-Gruppe.

n

DF Deutsche
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B. Es gilt die "zahme" Relation ot6 ' =19, wo q die

Ordnung des RestklassenkOrpers von k ist.

C. i) Flir gerades n gilt
s
_‘| _ p
oxq0 | = (xo,r)gx1 [x1,x2][x3,x4]...[xn_1,xn] ,
ii) fir ungerades n gilt
s
_1 _ p
oxy0 = (xo,'r)gx1 [x1,y][xz,x3]...[xn_1,xn] .
b
_1 p_z —
. . nP~!' n h_\p-1 -
Hierbei ist (xo,r) = (xo TXO T s xor)p gesetzt (TE Z
. s _ f(o,1). . . A
mit ©#2Z = Zp), y = x1 , wobei die explizite Gestalt von

f(o,7) auf ein Problem symplektischer Fp HGH- Moduln zurilick-

gefiihrt wird.

E. KANI:

On the number of subfields of a function field

Let F/K be a function field of genus g . It is known that the
number NF(d,g') of subfields. E of F/K of index d = [F:E] and

genus g' = I > 1 is finite. Let J denote the Jacobian variety

F
associated to F , and r = rank(End(JF)).

r-1 -
Theorem 1: NF(d,1) < (c1d+1) - (c1d"'|)r ! ) Cq = v2(g-1)/9

Theorem 2: For g > g' > 2 we have

' r-1 _ -1y = ,’Lg:_slﬁ
NF(d,g ) < (C2+1) (cz 1) ’ cz = 2 (g-1)gl .

To prove these theorems, one associates to each E an EEnd(JF) ® R.

%
Viewing End(JF) ® R as an euclidean space with respect to the Weil

metric, for 4 and g' fixed, the vectors a all have the same

E
length and the angle between any two of them can be bounded away from

g are idempotents in End(JF) , one can prove:

Theorem 3: If g = 2dg'+(d-1)2 , and d is prime, then N;(d,g') <g/g"'
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H. KISILEVSKY:

The semi-simplicity of a certain Iwasawa module

Let K|k be a Zp—extension and let L|K be the maximal abelian
unramified p-extension of K . If X = Gal(L|K) , then X is
naturally a module over T = Gal(K|k) and hence also over

(0]
those x €X such that Tnx =0 for some n = 1 . For certain

A= Zp[[’r]] . Let X. be the submodule of X consisting of

Zp—extensions we show that Xo ®Z Qp provides a semi-simple

P
representation of T :

‘Theorem. Let K|k be a Z-extension, $ir-ep be

. t
the primes of k ramified in K , and let k|k be a finite ex-

tension such that each fi has a unique prime divisor in k ,

and X = K.k . Suppose the following conditions are satisfied:

1) There is a subfield k' of k such that k|k' is abelian,
K|k' is Galois, and f1""'§t are all the primes of k
dividing some y' of k' .

I1) The primes 1’1""';}% have local degree 1 _over Q@ .

Then for the Zp—extension K|k it is shown that Xo(fli) ® 0,

is a semi-simple representation of T = Gal(I_(|E) .

N. KLINGEN:

Einbettungsprobleme fiir algebraische Zahlkdrper bei Beschrénkung

der Verzweigung

Es wurde das Einbettungsproblem fiir algebraische Zahlkdrper behan-

delt, wenn die gesuchten L&sungen auBSerhalb einer vorgegebenen

Deutsche
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Primstellenmenge S unverzweigt sein sollen. Die untersuchten
Probleme sind die Fragen nach einem entsprechenden Lokal-Global-
Prinzip, der Mdglichkeit lokaler Vorgaben sowie der L&sbarkeit
iberhaupt. Man kann zeigen, daB alle drei Probleme mit dem
Dualitdtssatz von Tate-Poitou auf eine einzige Frage iiber ein-
dimensionale Kohomologiegruppen fihren, die dann ihrerseits mit
einer geeigneten exakten Sequenz in zwei Teilprobleme endlicher
Natur aufgespalten werden kann. Fiir Einbettungsprobleme mit
zyklischem Kern beispielsweise ergeben sich so vdllig explizite
Kriterien fiir die genannten Fragestellungen. SchlieB8lich wurde
gezeigt, wie gewisse scharfe Lokal—Global-Prinzipieﬁ (d.h. zu
kleinem S ) eng zusammenhdngen mit den Resultaten von Herbrand

und Ribet iliber die p-Klassengruppe des p-ten Kreiskdrpers.

M. LASKA:

Elliptische Kurven und diophantische Gleichungen

Sei k ein quadratischer Zahlkorper mit Klassenzahl 1 . Fir
eine endliche Menge S von Primidealen in k sei E(S). die
Menge der elliptischen Kurven iliber k , deren Fiihrer nur durch
Primideale aus S teilbdr ist. E(S) ist endlich. Sei S =
='{ﬂ1,...,ﬂs) Py Primelemente in k . Dann wird E(S) para-
metrisiert durch gewisse L&sungen (x,y,e,m1,...,ms) (den sog.

"Basisl®sungen") der exponentiellen diophantischen Gleichung

3o y? s en .S €0, , e€0¥ , m m_€N Die Basis-
-y 1 eee Mg XY K k ¢ Mqrees mg 0" ie Basis
18sungen kann man bestimmen, indem man eine gewisse Anzahl von

a a

Gleichungen f£(x,y) ='n11...ﬁss

16st, wo £f eine kubische Form
iiber O

ganz anderen Wege. Und zwar benutzt man die Tatsache, daB die

Forschungsgemeinschaft

% ist. Einen Teil der Baéislésungen findet man auf einem

o



oF

- 14 -

Gleichung x3 - y2 =r , r €Z , eine elliptische Kurve Er iiber

k definiert und daB eine "Spurabbildung" o : Er(k) > Er(Q)
existiert. Fir viele reZ ist Er(Q) explizit bekannt. Falls

E_(Q) endlich ist, lassen sich in dem Unterring Ok[s-T] von k

die L6sungen der Gleichung x3 - y2 = r dadurch bestimmen, daB

man die (endlich vielen) Urbilder 0_1(P) , P GEr(Q) , bestimmt.

H.W. LENSTRA, Jr.:

Primality testing and Galois theory

It is a recent discovery that many classical primality testing
algorithms can be formulated in the following way: in order to

show that a number n is prime, attempt to show that all divisors
of n are powers of n , in various senses. This should, of course,
be doﬁe without knowing the divisors of n . 1In the lecture it is
shown how this can be done using properties of_the Artin symbol in
abelian extensions of @ . The resulting primality test runs in

ce+logloglog n)

time O0((log n) for a constant c¢ . Reference:

Sém. Bourbaki, exp. 576.

F.J. van der LINDEN: A .

Euclidean number rings with two infinite primes

All Euclidean rings of the form R = OKEr-1] are determined where
K is an imaginary quadratic number field and ‘f is a prime ideal
of 0K . These rinés have much in common with the rings of integers
of real quadratic fields. This means we can generalize methods due
to Chatland, Davenport, Cassels and Ennola, which are used to de-

termine all Euclidean rings of integers of real quadratic fields.

Deutsche
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An important thing to do is to embed K and R in the product

of the completions at the infinite primes K = K, x K_ , where

?
K, = C . Using the nonarchimedean structure of KZ , we get the
following struéture theorem:
Theorem. K/R = lim C{fn where g)n is regarded as a

lattice in C .

Using this isomorphism we can discover whether R is Euclidean
by drawing circles in the plane. R is euclidean in the cases

K =0(/A), A = 3,4,7,8,11,15,20 , where }) must be non-principal
if A = 15,20 . Other discriminants admit only finitely many 49.
wWe found 39 other examples in this way which we proved were the-

only ones.

F. LORENZ:

Aufldsung zahlentheoretischer Knoten

Gegeben sei eine galoissche Erweiterung algebraischer ZahlkOrper
K|k . Ist a€k 1lokal iiberall Norm bei K|k , so heiBe a ein
Normenrest bei K|k ; die Faktorgruppe :)Klk der Normenreste bei
K|k modulo Normen NK* wird nach A. Scholz der Knoten von K|k
genannt. Ein Gesichtspunkt filir das Studium der Normenreste beruht
auf der folgenden (auch von F.-P. Heider gemachten) Beobachtung:
Es gibt eine abelsche Erweiterung L|K , fir die gilt: Ist a
Normenrest bei L|k , so ist a Norm bei K|k . Eine solche

galoissche Erweiterung L|k heiBe eine Aufldsung des Knotens.,

o
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Aufidsungssatz: Stets gibt es eine iliber K|k zentrale Aufldsung

L|k von :) K|k ', so daB das Normenrestsymbol zu L|K einen

Isomorphismus 3 = AN [F,F] vermittelt; hierbei sei A = G(LIK)

K|k
und F = G(L|k). Ein solches L|k heiBe eine Scholz'sche Auf-

16sung von D Klk '
Eine Scholz'sche Aufldsung L|k heiBe direkt, wenn DKIk = A ist.
Mittels eines Kriteriums fiir die Existenz direkter Aufldsungen von .

G. Faltings gelangt G. Steinke u.a. zu dem folgenden

Satz: Ist K|k abelsch von ungeradem Grad, so besitzt

OKIk eine direkte Aufldsung.

B.H. MATZAT:

Konstruktion des M12-K6rpers von minimalem Geschlecht

Es gibt genau einen Erweiterungskdrper N/C(t) mit der Galoisgruppe

M12 vom minimalen Geschlecht 3169 . Fiir die zugehdrige Verzweigungs-
_ (4) _(4) . _ i -
struktur ¥ = (2,7 ,23% 2,9) gile e =1, 2%() =2, d.h. es

gibt modulo Aut(M12) denau ein zula'ssi'ges Erzeugendensystem der .
M.|2 zZu }f' , ein solches nenne man "charakteristisches Erzeugenden-
system”. 2um Nachweis bendtigt man fast nur die Relativgeschlechts-
formel und die Charaktertafel der M12 . Damit existiert eine

N/C(t) erzeugende Gleichung go(x,t) = 0 mit rationalen Koeffi-
zienten, deren Galoisgruppe Aut‘(M12) ist. Uber Q@(/-5) wird

go(xlt) = O galoissche Gleichung.

Die erzeugende Gleichung fo(x.t) = 0 eines Stammkdrpers 12-ten

"~ Grades wird berechnet- (ohne- Computer), ndmlich

Deutsche
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P JUUN D 32 .
fo(x,t) = (x +10x +W,X +w1x+mo) tx mit

2] - = 1 =] 6 = +/°
= §(145-48), w, = $7(55+46) , wj = Te(79+88) , 0 = +/-5 .

) 1 0

Es gibt also (unendlich viele) Zahlkdrper mit der Gruppe Uber

M2
©(/-5) bzw. Aut(M12) iber @ durch Spezialisierung von fo(x,t)

bzw. fo(x,t)?o(x,t) .

. B.Z. MOROZ:

Scalar products of L-functions with Gr&ssencharakteren

Given an algebraic number field k and r finite extensions
k1”"'kr of k , ‘one defines the scalar product over k of L-
functions
Li(s) = Za;m)|u|™% , i=1,...,r,
by a formal Dirichlet series
-s
L(s) = Eai(u)az(u) ceea ) | ’

where % runs over integral ideals of k and |#] = N_, @ .

k/Q

We discuss the analytic properties of the function L(s) on the

complex plane in the case when Li(s) is a Hecke L-function of

ki , that is, ai(u) = éxi(m) for a Grdssencharakter Xi (here

(I runs over integral ideals of ki such that Nk /k(ﬂ =M%).
i

T. NAKAHARA:

On abelian biquadratic fields related to a problem of Hasse

[k:0] and Oy the

ring of algebraic integers in K . When Oy = #Z[a] holds for

has a power basis.

Let K be an algebraic number field with n

some o« in K , it is said that Ox

It is a problem of Hasse to characterize'an algebraic number

field whose integer ring has a power basis (Rep. Fac. Sci. Eng.,

L Deutsche
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Saga Univ., Math., 1 (1973)). We consider the problem in the case
where K/Q 1is an abelian extension. It is known that when K is
the maximal real subfield of an n-th cyclotomic field kn (J.J.
Liang (1976)) or a kind of cyclic cubic field (J.J; Payan (1973),
G. Archinard (1974), D.S. Dummit and H. Kisilevsky (1977)), OK
has a power basis. Especially in the case of a cyclic biquadratic
field K , we show that there exist infinitely many K having

the index 1 but having no power basis for OK . Also we give some

examples for the problem of Hasse.

C. PARRY:

Class number and unit relationships for pure sextic fields

There exists an extremeiy simple relationship between the class
numbers and the units of pure sextic fields which have the same
normal closure. This relationship assumes one of two poésible

forms. Sufficient conditions are given for the relationship to

take each of these forms.

H.P. REHM:

A class number relation and a special quaternion algebra

The following class number relation was explained:

a h(fzas) p2-1+c(p) *h(p) m =
X (1-(=3)) I e(s,f,m) + —=— =
m 13 f£lf m m_ (m) m
0<s<2/p s P
where ds = 52 - 4pm , P a prime # 13 , &s the discriminant of

Q(/ds) ’ h(fzds) the class number of the order with discriminant

Deutsche
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fzas , €(s,f,m) = 1 if there is a prime ideal ? with norm p
of O 24 giving an ideal class of order m , e(s,f,m) = O other-
f°d
2

wise. fs is the part prime to 13 of the conductor of the order
with discriminant ds ,‘c(p) =1,2 or 4 and np(m) the number

of prime polynomials of degree m over FP .

The proof uses detailed knowledge of the arithmetics of the gen-
eralized gquaternion algebra over @ where only 13 (and «) is
ramified but no analysis or geometry.

B. SCHMITHALS:

Kapitulation der Idealklassen in zyklischen Erweiterungen und

Einheiten in Diederkdrpern vom Grad 2%

Es wurde die Frage nach der Kapitulation, d.h. des Hauptidealwerdens,
in (nicht notwendig unverzweigten) zyklischen Erweiterungen K|k

gestellt. Sei j : C&,_ - C% die natilirliche Erweiterungsabbilding

k K

fiir die Idealklassengruppen, und G(K|k) = <o> . Das Bild H/E11<—U
des kanonischen Monomorphismus Ker j - H-1(<a>,EK) wurde be-
schrieben. Daraus ergibt sich u.a. das lokale Kapitulationskriterium
(vgl. Vortrag von F.-P. Heider). Fiir den Fall, das K|Q eine Dieder-
erweiterung vom Grad 22 , £ % 2 Primzahl, und k der quadratische
Teilkdrper von K ist, stellt sich die Frage nach dem Zusammeﬂhang
von H and der Einheitenstruktur von K . Es wurde H<:Eo bewiesen

und notwendige Bedingungen fiir H # Eo hergeleitet, wo EO das

Produkt der (normpositiven) Einheitengruppen der nichtgaloisschen

Teilkdrper von K sei.

Deutsche
Forschungsgemeinschaft . ©
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H.-D. STECKEL:

Asymptotische Verteilung von Kdrpern mit Frobeniusgruppe

Es wurden Anzahlbetrachtungen iiber normale Erweiterungen von [}
mit vorgegebener Frobeniusgruppe G vom Maximaltyp als Galois-
gruppe und vorgegebenem Kernkdrper K angestellt. Unter schwachen
Voraussetzungen an G und K wurde das asymptotische Wachstum der
Zahl dieser KOrper bei wachsender Diskriminante bestimmt. Zum
Beweis wurden die Einbettungstheorie, der Tate'sche Dualitdtssatz

und Resultate iiber multiplikative Funktionen herangezogen.

H.-J. STENDER und C. LEVESQUE:

Uber (Grund-) Einheiten in parametrisierten Zahlkdrpern

Ausgangspunkt des Vortrags war folgender allgemeiner

Satz 1: Es sei K algebraischer Zahlkdorper, n€N , O % 6§, A€K

ganz, so daB An/s ganz , wl = A 4+ 5 , L = K(w) .
Dann gilt fiir alle kin :
(m-A)k
(a) Enk = X k Einheit von L
w —A
(b) seE®) = £, = o - a¥eE @) ‘

Satz 2: S_ = {e , | kin, k#1} bazw. ¢ = (g, | kXIn, k#n} ist ein
unabhédngiges System, falls (L:K) = n und L eine reelle Prim-

stelle hat.

Die Frage nach einer Einheitenbasis ist im Falle K = Q@ mit
n=2,3,4 oder 6 weitgehend bekannt. 2u neuen Kdrpern kommt

man durch ein

Korollar zu Satz 1: Seien O # A1,A2 €K ganz, so daB A1/A2

Deutsche
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Einheit von K ist. Dann gilt fir alle kin :

(u)~A1)k (w-Az)k
@) nk T Tk kK * "k = x_k ©FE
[Vl w -4
1 _ 2
w-n¥ wk-ak
(b) gnk = K ’ an = € E(L) .
A2 A1

Dann ist S = {Enk'cnk | kIn,k#n} U {unabhidngige Einheiten von K}
ein "vollstdndiges" Einheitensystem, falls K reell-quadratisch
und n = 2,3,4,6 ist. Unter gewissen Voraussetzungen wurden fir

diese Korper L Grundeinheitensysteme angegeben.

O. TAUSSKY-TODD:

Composition of binary integral quadratic forms

A treatment by integral matrices is given for composition of pairs .

of integral quadratic forms with the same discriminant. The forms
are associated with a pair of similar 2x2 matrices A,B with
irrational eigen values'which generate the maximal order. The
ﬁost'general integral similarity between A,B is given by a
matrix whose entries are linear forms in two indeterminates with

integral coefficients. This matrix is a "compositum" of two fac-

" tors of the same nature. By equating determinants a composition

of two quadratic forms results. The method can be generalized to

nxn matrices.

C.D. WALTER:

Radical Extensions and Hasse's Unit Index

Hasse's unit index is the quotient UK/WKUk of the unit groups of

an abelian extension K of @ and its maximal real subfield k

- o®
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where WK

divides [K:k] . For a general number field extension K/k , the

is the group of roots of unity in K . This index

torsion group of U, /W has order dividing [K:k] . If N is

K%k
a normal closure of K over k , with G = Gal(N/k) and

H = Gal(N/K) , then further restrictions on (UK/wKUk)tor and

some information on its structure as an abelian group can be gained

from a knowledge of G and H .

In fact, all the proofs work without using any of the additive
structure. This means that the same theorems hold with any
z[G]-module X in place of Uy provided only that the torsion

group of X is cyclic.

K. WINGBERG:

Der Eindeutigkeitssatz fiir Demuskinformationen

Wesentlich fiir die Beschreibung der absoluten Galoisgruppe jg—adi-
scher Zahlkérper ist deren Kennzeichnung als DemuSkinformation,

eine hauptsdchlich auf der lokalen Klassenkdrpertheorie beruhende
kohomologische Charakterisierung durch drei Bedingungen. Dieses
Konzept stamht von Koch, ebenso wie der Eindeutigkeitssatz, der
besagt, daB eine DemusSkinformation durch drei numerische Invari- .
anten bestimmt ist. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mittels des
Dualitétséatzes fiir Poincaré-Gruppen und S&tzen iiber stplektische

Moduln.

Mit Hilfe dieses Satzes ist es dann méglich, die absolute Galois-
gruppe eines ?-adischen Zahlkdrpers durch Erzeugende und Relationen

zZu beschreiben.

Die verwendeten Methoden liefern ferner Aussagen iliber die Existenz

von Autom6£§hi§henvdéf absoluten Galoisgruppe. - T T = =

Deutsche .
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N. YUI:

Fermat surfaces over finite fields

Consider the Fermat surface F(m) : x’on + X7 + X0 + X' =0 over the

PR SRR
finite field F_ with q = pf elements (p prime # 2 ) .

known that the zeta-function of 'I(m) has the form:

® 2(Fm),£) = 1/(1-t)p, (8) (1-g°¢) ,

where Pz(t) is a polynomial of degree B,

of ‘F(m)) with integer coefficients whose reciprocal roots have

-absolute value q (the Riemann hypothesis) .

Let NS('}‘(m)) be the Neron-Severi group of '_j:(m) . We know that

as(Fm) = z°(F™) o Ns(F (m) and that the rank p(F(m))

tor
(the Picard number of F(m)) is equal to the multiplicity of

a reciprocal root of P2(t) (that is, the Tate conjecture holds.

true for ?F(m)) . Our purpose here is to determine the Picard

number p( F(m)) explicitly:

£/2

B2 <=> 2|f and p + 1 =0 (mod m) ,

p(F (m)) = .
p(Fm)y) <=> 2¢f or 2if but pt/241 ¢t o

' where 'af(m)c is the complex Fermat surface.

UFG

H. ZANTEMA:

Integer valued polynomials over a number field and the class

number

‘Let K be a number field with ring of integers O.. The ring

R = {f €x[x] |£[0] =0}

is a free O-module. Pblya and Ostrowski proved in 1919 that
. : ©
has an O-basis (fi)i

Deutsche
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"and only if for each prime power g the ideal b(gq) =T _p

is principal in ‘K , where the produc; runs over all prime ideals
in K of norm q . Number fields having this property are called
Polya fields. If h(K) = 1, then K is clearly a Pdlya field;
our purpose is.to investigate to what extent the converse is

true. The main technique is based on the notion of a pre-Pdlya
;;glé, in which b(gq) is only required to be principal for those
q that are relatively prime to the discriminant. This condition
turns out to be eguivalent to a purely group theoretical property
of the Galois group of the.normal closure of the Hilbert class

field of K over 0 .

Berichterstatter: B. Schmithals
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Korrektur zum Tagungsbericht 35/81

- Algebraische Zahlentheorie -

Q Korrekturen zu Seite 8:

Zeile 14: Statt "semi-subgroup" . "subsemigroup".

Zeile 15: Statt "finite set ¥ = T with discriminants" “finite set of
- elememts of T with discriminants"

Zeile -4: "The proof of the above theorem -is effective in a certain
sense." wird erganzt.
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