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Iterative Ldsung nichtlinearer Gleichungssysteme

1.2.82 bis 5.2.82

Die Tagung stand unter Leitung von R. Ansorge (Hamburg),

Th. Meis (K&1n) und W. Térnig (Darmstadt). 27 der 41
Tagungsteilnehmer hielten ein Referat von je 40 Minuten.
Zwischen den Vortrdgen wurde meistens lebhaft, aber immer
sehr sachlich diskutiert. Inhaltlich zeigten sich bei den
Vortrdgen drei Schwerpunkte, die man durch drei Stichworte
kennzeichnen kann: Mehrgittermethoden, komplexe nichtlineare
Probleme der industriellen Praxis, monotone und einschliefen-
de Iterationsverfahren.

Es wurde von mehreren Referenten gezeigt, daB die Mehrgitter-
methoden sich auch bei nichtlinearen Aufgaben bewdhren; das
gilt sogar fir Vefzweigungsaufgaben. Die Vortrdge dreier
Herren aus der Industrie gaben den Diskussionen zum zweiten
Schwerpunkt die notwendige Substanz. In der Praxis werden
eine Reihe von Methoden benutzt, die theoretisch noch kaum
untersucht worden sind. EinschlieBende Iterationsverfahren
werden seit vielen Jahren studiert, aber die Methoden
werden mehr und mehr verfeinert. Diesmal standen u.a. die
Zusammenhdnge mit Fragen der globalen Konvergenz im Vorder-
grund.
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Vortragsausziige

S. ABOU EL-SEOUD und W. TORNIG

Uber die L&sung diskretisierter nichtlinearer Randwertprobleme

durch monoton einschliefend konvergente Iterationsverfahren

Zur iterativen L&sung von Fx =0, F:Dt:RN->RN, werden kompo-
nentenweise monoton einschliefBend konvergente Verfahren
konstruiert und untersucht. Dabei wird im wesentlichen nur
gefordert, daf F'(x) in bestimmten Bereichen L-Struktur
besitzt und daB x(O), y(O) € RN
x(O) gy(O), Fx(O) <0 ny(O) ("<" in der iiblichen Schreib-

weise) gilt. Die betrachtete Klasse von Iterationsprozessen

so existieren, daB

enthdlt als Spezialfdlle bekannte Verfahren, z.B. monoton

einschlieBende SOR-Newton-Verfahren. Die Iterationen finden

Anwendung u.a. bei der numerischen L&sung nichtlinearer
Randwertprobleme und Anfangs-Randwertprobleme, speziell bei
der Ldsung quasilinearer Potentialprobleme durch Diskreti-

sierungsverfahren.

G. ALEFELD

Konvergenzbeschleunigende MaRnahmen bei einer Klasse monoton

einschlieRender Verfahren

(gemeinsam mit H. Cornelius)

[

Mit intervallarithmetischen Hilfsmitteln lassen sich Verfahren .

konstruieren, die - sobald eine L&sung eines nichtlinearen
Systems eingeschlossen ist - unter relativ schwachen Voraus-
setzungen gegen diese konvergieren. (Man bendtigt z.B. keine
Konvexitdt.) Bei der Anwendung auf die durch Diskretisierung
von nichtlinearen Dgln entstehenden Systeme erweist sich die
Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren allerdings als zu
niedrig. Es wird uUber Mdglichkeiten berichtet, wie sich aus

den die L8sung einschliefenden Schranken schneller konvergente

Folgen berechnen lassen.
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On global convergence of iterative methods

Some recent theorems on local and global convergence of
iterative methods of Newton type is presented. At first we
review results on the radius of convergence of the classical
Newton-Kantorovich. method. Then we discuss in more detail
damped and inexact Newton methods. Finally an application on
nonlinear elliptic problems is considered and the advantages
of using a two-level grid method for the solution of the

e linear problems arising at each iterative step are pointed out.

N.W. BAZLEY

Periodische L&sungen von Gleichungen mit Skalar-Nichtlinearitdten

An einfachen Klasssen von Beispielen wird der Zusammenhang unter-
sucht zwischen periodischen L&sungen nichtlinearer Wellenglei-
chungen und den Ldsungen des zugehdrigen Verzweigungsproblems.
Mehrere bekannte Gleichungen der Elastizitdtstheorie werden als
Spezialfall behandelt. Die Fragen der Hopf-Bifurkation sind auch

angesprochen.

E. BOHL

Uber die stationdren Zustinde endlich vieler chemischer Zellen

Es wurde ein Modell fiir endlich viele Zellen diskutiert, in
denen eine chemische Reaktion abl&duft und die Stoffaustausch
. iiber Membranen haben. Das entstehende Modell weist Verzwei-
gungen auf, die in einem kontinuierlichen Modell nicht m&glich
sind. Die Erscheinung wurde durch Angabe eines einfachen und
vollstdndig lbersehbaren mathematischen Modells erklért,
welches zugleich die Mdglichkeit zur iterativen Konstruktion
sdmtlicher L&sungen eines Parameterschnittes des Verzweigungs-
bildes erdffnet. .

D. BRAESS

Mehrgitterverfahren mit GauB-Seidel Glittung

Der Ausgangspunkt ist die schlechte Kondition von Gleichungs-
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systemen, die bei der Diskretisierung von elliptischen
Problemen auftreten. Ihretwegen ist es natiirlich, zur L&sung
ein Mehrgitterverfahren heranzuziehen. Die Konvergenzgeschwin-
digkeit wird nun fiir das Gleichungssystem abgeschdtzt, das bei
der Diskretisierung der Laplace-Gleichung mit einem regel-
midRigem Gitter entsteht. Die Ergebnisse sind unabhdngig von

der Form des Gebietes, so lange es konvex und polygonal ist.
Die Analyse geschieht mit Hilfe zweier verschiedener Normen,

um Betrag und Glattheit des Fehlers zu messen. Ein Dualitdts-
trick ermdglicht sogar den Konvergenzbeweis flir den sogenannten
V-Zyklus. Die Ergebnisse liefern realistische Schranken fiir die
Konvergenzraten, obwohl sie im Vergleich zu den empirischen
Werten zu pessimistisch sind.

U. ECKHARDT

Ein Minimierungsproblem aus der Geoddsie

Die einfachste Grundaufgabe der Trilateration in der Geodidsie
besteht darin, aus den bekannten Positionen von n Punkten im
RZ
Entfernungsdifferenzen) zu einem gesuchten Punkt dessen Posi-

(bzw. ]R3) und aus den gemessenen Entfernungen (bzw.

tion zu ermitteln. Es wird zundchst ein einfaches Kriterium
fiir globale Minima der Summe der Abweichungsquadrate angegeben.
Danach wird ein numerisches Verfahren diskutiert. Zum Schluf

wird noch kurz auf den Fall der L1-Norm eingegangen.

M. GIPSER

Globale Konvergenz von Koordinatenrelaxationen bei diagonal-

dominanter Funktionalmatrix

Es werden einige neue globale Konvergenzsdtze fir eine weite
Klasse von Koordinatenrelaxationen zur L&sung nichtlirearer
Gleichungssysteme vorgestellt. Dabei wird die Existenz einer
Skalierung der abhdngigen oder unabhdngigen Variablen voraus-
gesetzt, so daR die entstehende Funktionalmatrix spalten-

oder zeilendiagonaldominart ist. Bei gleichmdRiger Diagonal- _
- — dominanz ist in géwissem Rahmen Uberrelaxation mdglich. Das
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ist eine Verallgemeinerung des entsprechenden Ergebnisses flir

M-Matrizen im linearen Fall (hier konvergiert SOR bekanntlich
" 2 . . . . .

fir o € (0’-—737§7))' Einer dieser Sdtze wird lbertragen auf

die "Koordinatenrelaxation mit Projektion" zur L&sung dis-

kreter Hindernisprobleme.

W. HACKBUSCH

Multi-grid techniques for continuation problems

The continuation problem

¥ (u(s),s) = 0 (s varying parameter)
is considered, where & is a nonlinear elliptic boundary value
problem. The multi-grid method can be used for solving the
discretized problem for a series of parameter values s. In
a first part special techniques are proposed for following

the path u(s). In a second part the arc-length continuation

'is discussed to overcome problems with turning points.

U. HORNUNG

ADI-Verfahren flir parabolisch-elliptische Variationsungleichungen

Die mathematische Modellierung instationdrer gesdttigt-unge-
sdttigter Wasserfliisse in pordsen Medien fiihrt auf die
Differentialgleichung atG(v) = Av mit schwach monotoner Lip-
schitz-stetiger Funktion G. Bei Beriicksichtigung von Hang-
quellen ergeben sich einseitige Randbedingungen fir v. Da
die Differentialgleichung ausgeartét ist, muB bei der nume-
rischen L8sung in jedem Zeitschritt eine nichtlineare ellip-
tische  Variationsungleichung geldst werden. Das Peaceman-
Rachford-Newton-Verfahren gestattef eine effektive L&sung,
da in ihm die DiSignorini-Randbedingungen in besonders ein-
facher Weise beriicksichtigt werden kdnnen.

_ B. KASPAR

Uberrelaxation bei monoton einschliefend konvergenten Verfahren

Zur Ldsung nichtlinearer Gleichungssysteme werden Verfahren

vom SOR-Newton-Typ betrachtet. Unter geeigneten Voraussetzungen
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liefern diese Verfahren Ndherungen und zugleich Fehlerschranken

flir die L&sung. Hier werden Mdglichkeiten aufgezeigt, den

Bereich der zuldssigen Relaxationsparameter zu vergrdfern
(Uberrelaxation) und dadurch die Konvergenz zu beschleunigen,

ohne die Monotonieeigenschaften der Verfahren zu beeintrdch-

tigen.

Die Verfahren kdnnen bei Systemen angewendet werden, wie sie

bei der Diskretisierung nichtlinearer Differentialgleichungen
auftreten, insbesondere wenn die zugehdrige Funktionalmatrix

eine M-Matrix ist. .

C.W. LUCCHI

Finite-element solution of the transonic full potential

equation using a mesh-refinement technique with successive-

line over-relaxation

A finite-element method using the integral form of the con-
tinuity equation has been developed to compute the transonic
potential fldw around single profiles, in compressor or
turbine cascades and in engine inlets. This subdomain -type
finite~element method insures exact mass conservation at
local and global level. The solution of the system of non-
linear algebraic equations is done by a mesh-refinement
method with successive-line over-relaxation. It has been
found that the interpolation of the potential function from
one grid to the next plays a critical role not only on the
accuracy but on the method's étability too. Beside presenting .
the method, several results are presented dealing with the
solution procedure and the method.

W. MACKENS

Die Ldsung schwach nichtlinearer elliptischer Randwertaufgaben

mit der virtuell gestiitzten Picard-Iteration

Die Einfihrung zusdtzlicher "stlitzender" Randbedingungen
stabilisiert die Picard-Iteration in der Ndhe nichtstabiler
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die Stiitzung ndtigen Freiheitsgrade werden durch Abschwidchung
der Glattheitsforderungen an die L&sung gewonnen. Durch
Anpassung der Stlitzen mit dem Newton-Verfahren wird die
Glattheit zuriickgewonnen. Flir gewthnliche Differentialgleichun-
gen wird die lokale Konvergenz des Verfahrens gezeigt. Im

partiellen Fall werden erste numerische Ergebnisse vorgelegt.

TH. MEIS

Numerische Berechnung der periodischen L&sungen einer
e nichtlinearen Wellengleichung

Mit Hilfe numerischer Methoden wird untersucht flir welche

y die Gleichung Uiy © uxx'+yu3 periodische Lésungen besitzt.
Die Verfahren sind: Ein einfaches explizites Differenzen-
schema, ein Schema vom Crank-Nicholson-Typ und eine Entwick-
lung in eine trigonometrische Reihe. Die Ergebnisse stimmen
weitgehend lberein., Wenn man u(0,0) =1 normiert, erhdlt man
zu jedem y € (0,1.3) ein bis zwei periodische LOsungen mit
Perioden in t zwischen 27 und .40.

| K.-H. MEYN

Iteration bei unterbestimmten Gleichungen und eine Anwéndung

Besitzt eine stetige Abbildung G:TR" +R" eine Mannigfaltig-

keit von Fixpunkten, so folgt die lokale Konvergenz der

k+1

Iteration x = 6(x) unter den folgenden beiden Voraus-

. setzungen:

- in einem Fixpunkt u°® ist llG'(uo)IIm(I-G(uo))*l’ <1,
- fir alle x € R™ mit || x-u®|| = min || x-ul| ist
u=G(u)

x-u® € Im(I-G'(u®))* .
Mit Hilfe dieses Ergebnisses erhdlt man die Konvergenz einer
nichtlinearen Variante des Kaczmarz-Verfahrens auch bei unter-

bestimmten Gleichungen.

Als Anwendung wird die numerische Behandlung eines inversen
kinematischen Problems fiir eine Wellengleichung betrachtet, das
in der Ultraschalltomographie auftritt. Dieses Problem unter-

|
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scheidet sich von der Radontransformation dadurch, daf Linien-



integrale auf geoddtischen Linien vorliegen, es ist daher =
nichtlinear, dreidimensional und unter Umstinden auch unter-
bestimmt. Es 14Bt sich vorteilhaft mit dem nichtlinearen
Kaczmarz-Verfahren 1l6sen.

H. MICHAEL

Mehrgittermethoden bei einem nichtlinearen, indefiniten Problem

Betrachtet wird die nichtlineare, elliptische Randwertaufgabe

-au = re” in einem Gebiet € mit der Randbedingung u = 0. Zur

numerischen Berechnung der L&sung u, flir verschiedene X wird

eine Kombination eines Mehrgitterve;fahrens mit einer einfachen
Homotopiemethode verwendet. Bei den Untersuchungen werden aufler
dem Einheitsquadrat auch Gebiete mit H-f6rmiger Gestalt zu-
grunde gelegt. Es zeigt sich, daB das Verfahren zu Schﬁierig-
keiten in der Ndhe der singuldren Punkte (Wende-, Verzweigungs-

punkte) filhrt und fiir L&sungen u, mit ”uxllm » 1 versagt.

A
Durch Umparametrisierung kénnen die Probleme in der Ndhe von
"turning points" behoben werden. Fiir tief eingeschnittene

H-Gebiete treten wirkliche Verzweigungen auf.

H.D. MITTELMANN

Mehrgitterverfahren fiir einfache. Verzweigungsprobleme

Es werden Verzwigungsprobleme betrachtet, bei denen Wende-
punkte oder Verzweigung bei einfachen Eigenwerten auftritt. .
AuRer Problemen, die sich als nichtlineares Eigenwertproblem
einer elliptischen Differentialgleichung schreiben lassen,
werden auch Variationsungleichungen zugelassen. Zundchst wird
ein quadratisch konvergentes Verfahren vom Typ einer verallge-
meinerten inversen Iteration vorgestellt und gezeigt, daf es
typische Anwendungsprobleme sehr effizient 1l&st. Auf der
Grundlage dieses Verfahrens wird ein Mehrgitteralgorithmus
formuliert und seine Konvergenz bewiesen. Numerische Ergebnisse
zeigen neben einer weiteren Steigerung der Effizienz vor allem,

daB i.a. rasche Konvergenz trotz sehr grober Anfangsndherungen

vorliegt. B L e e I
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A. NEUMAIER

Schranken fiir Nullstellen - ohne Matrixinversion

A method is given to obtain efficiently an upper bound for
the 1_-norm of certain matrix expressions which involve the
inverse of a matrix. As an application, an efficient con- '
structive existence and/or error-boundary test is presented
for solutions of nonlinear systems of equations.

K. NICKEL

Das Aufldsungsverhalten von nichtlinearen Fixmengen-Systemen

Es sei f eine Abbildung eines passend gewdhlten n-dimensionalen
metrischen Mengenraumes in sich. Die Funktion f mdge dort einer-
seits einer Lipschitz-Bedingung und andererseits einer Durch-
messer-Bedingung genﬁgen. Es werden Systeme der Gestalt

' x=f(x)+r
betrachtet. Es werden 6 &quivalente Bedingungen angegeben, die
sdmtliche notwendig und hinreichend fir die eindeutige Aufl&s-
barkeit dieses Systems sind. Eine dieser Bedingungen ist die
Konvergenz des Iterations-Verfahrens.

W. NIETHAMMER

Erfahrungen mit Relaxationsmethoden zur Berechnung der

~ Spektralnorm

Deutsche™

Sind o, > ... >0,.>0 die singuldren Werte der mxn-Matrix A
(d.h. o, ist die Spektralnorm von A), so ist o, gleichzeitig
der Spektralradius von A - XT 8 . Der Eigenwert 94 und der
entsprechende Eingenvektor z sind L&sung des nichtlinearen
Systems (AI - A)z = 0. Zur Berechnung von 9y und z werden Re-
laxationsmethoden von H.R. Schwarz und A. Ruhe angewandt.
Dabei wird im Wechsel eine skalare Folge (AT die monoton
wachsend gegen oy konvergiert, und eine Vektorfolge {zk},

die gegen z konvergiert, berechnet. Da A zweizyklisch ist,
14Bt sich ein Relaxationsfaktor wg angeben, der eine asympto-

tisch optimale Konvergenz der {zk} bewirkt; hdufig bedingt
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dieses w, am Anfang des Verfahrens eine langsame Konvergenz
der {Ak]. Es wird ein Algorithmus angegeben, der zundchst ein
schnelles Anwachsen der {Ak} bewirkt, und der dann selbst-
steuernd auf‘ein asymptotisch optimales mo.umschaltet. Ins-
gesamt ergibt sich eine robuste und effiziente Methode zur
Berechnung des maximalen singuldren Werts und der zugeh&rigen
singuldren Vektoren einer beliebigen rechteckigen Matrix.

F.-A. POTRA

On the convergence of a class of Newton like methods

We consider a class of Newton-like methods of the form

-1
(*) Xoeq T Xy T Gf(xpn,x n) f(gn) n=0,1,2,...

where f is a nonlinear operator between two Banach spaces,
. . ; . '
§f is a consistent approximation of f', and (Pn)ngo’ (qn)nzo
are two nondecreasing sequences of integers satisfying the
conditions
9 =-1, P,=0, q,<p <n , n=1,2,3,...

We prove that under appropriate hypotheses the sequence
(xn)ngo
we give sharp upper and lower bounds for the distances

=, - =l
In case of ordered Banach spaces we consider also the sequence
(yy)

converges to a root x* of the equation f(x) =0 and

n>0 given by

- - -1 -
Yo+t = Yn Sf(xpn,an) f(yn) n=0,1,2,... .

and we show that if f is convex and f(yo) <0 5f(xo) then

y_<x* <x_ for all n and limy_ = lim x_ = x*.

K. STUBEN, U. TROTTENBERG

Mehrgittermethoden flir nichtlineare elliptische Differential-
gleichungen

Das in Bonn entwickelte Programmsystem MGOI 18st bestimmte

elliptische Randwertaufgaben. 2. Ordnung mit Dirichletschen — - - ~—— —-

Randbedingungen auf allgemeinen Gebieten imiRz. Es beruht
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auf einer Full-Multigrid-Methode. Hierbei wird die Genauigkeit
des Diskretisierungsfehlers in einer Anzahl von Operationen
erreicht, die der Anzahl der diskreten Unbekannten proportional
ist.
Auf nichtlingare Aufgaben kann MGOI direkt (mit einer nicht-
linearen Multigrid-Methode vom FAS-Typ) oder indirekt - d.h.
kombiniert mit dem Newton-Verfahren o.&. - angewendet werden.
Der enge Zusammenhang dieser beiden Zugdnge wird erkldrt; an
Hand verschiedener Beispiele wird gezeigt, daB der direkte
Zugang etwas effizienter, weil einfacher ist.
Bei Anwendﬁng auf die Gleichung -au-2xev=0 (1 >0) empfiehit
‘v sich (wegen der Indefinitheit des linearisierten Problems fur
A >2.) eine modifizierte MG-Technik (Kaczmarz- statt Gauh-
Seidel-Gl4ttung, Vorgabe von u(P) in einem P €Q), Die be-
treffenden Ergebnisse hierzu wurden in Zusammenarbeit mit
Achi Brandt, Rehovot, erzielt.

C. WEILAND

Erfahrungen bei der Anwendung numerischer Verfahren zur L&sung

nichtlinear hyperbolischer Differentialgleichungssysteme

Es wird die numerische L&sung eines dreidimensionalen Problems
aus der Strémungsmechanik vorgestellt. Dazu ist es notwendig,
im allgemeinen Fall die dreidimensionalen instationdren quasi-
linearen Euler-Gleichungen, die hyperbolischen Typs sind,
zu integrieren.
Die gewdhlte implizite finite Differenzenapproximation wird
wegen der Nichtlinearitdt der Differenzengleichungen iterativ
geldst. Einige Aussagen aus einer Stabilit&dtsanalyse werden
. diskutiert. Die Notwendigkeit geeignete Koordinaten zu verwen-
den, wird anhand eines Beispiels demonstriert. Berechnungs-
beispiele werden angegeben.

W. WERNER ’

Uber die simultane Berechnung von Polynomnullstellen

Es werden einige bekannte und neue Verfahren zur simultanen
Berechnung aller Nullstellen eines Polynoms diskutiert; auBer-
dem wird eine einfache Mbglichkeit flir a posteriori-Fehlerab-

schidtzungen bei diesen Methoden vorgestellt.
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