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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag tr"n g s b e r ich t

!

. .
Transzendenztheorie

(AG Geyer-Harder)

1.4. bis 7.4.1984

15/1984

Die Tagung fand untex: der L~itung von Herrn.G. Wüstholz"-l..:~_::·

(Max-planck-Institut, Bonn) statt. Im Mittelpunkt des Interes-

ses stande~ neueste Techniken der .Transzenden~the~ri~.(~~~;i

plizitätsabschätzungen auf algebraischen Gruppen, Existenz al-
. -.- .

gebraischer Untergruppen von analytischen Gruppen).

Vortragsauszüge

J. Wolfart:

Elementare Techniken
.= •.

Es wurde berichtet ~ber Höhe, Taille~ Haus von algebraischen

Zahlen und ihr Verhalten bei Einsetzung in Po~yno~e .mit ~~effi

zienten in 2Z •
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Ferner, wurden die folgenden grundlegenden Hilfsmittel für

r ~ '~.,~.'~~\;-~ 'r?;
f' ~f,~ '.:: ;. .;

L",. ,__--~~~ .cj

Transzendenzbeweise gezeigt:

- 2 -

'Lemma von' Sie'gel:
n

C
i=l

Sei

a .. x. = 0
1J 1

\
1 ~i~n, 1 ~j ~m,n >m

ein lineares Gleichungssystem, so daß alle laijl durch eine

Konstante A beschränkt sind. Dann hat dieses Gleichungssystem

neine nichttriviale Lösung (x
1

' ••• ,xn ) E ~ mit

m

max Ix. I ~ {nA)n-m
1~i~n 1.

•
Schwarzsches L'erruna (:in einer Vari-ablen): Seien R >: r > 0 aus m,

eine stetige FUnktion, die nicht identisch versc~windet, in

{izi < R} holomorph ist und n Nullstellen in {izi ~ r} hat.

Dann ist

F.' Herrlich:

•
Der folgende Satz von Gelfond (1949) ,wu~de b~wiesen.:

Satz: Sei (P
n

) eine Folge in ~[x], Pn * 0 , mit

y •
n

Sei a E e.t - mit
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wobei Yn
, 6 ..reell~, .nicht negative Zahlen seien mitn

lim Yn lirn 6 = +00 ,n

und c > , d > reelle Zahlen mit

Yn
~ Yn +1 ~ eYn und 6 ::: 6 6: d . 6n n+1 n

Dann ist Pn(a) 0 für große' n, ; insbesondere ist a al-

gebr~iscp•

.W.D. Geyer, W. Ruppert:

Algebraische Unabhängigkeit von Perioden elliptischer.Kurven

Zentrum der zwei Vorträge war der folgende

Satz von Chudnor~iky (1975 und später)~. S~i E eine über ~

2 3definierte elliptische Kurve y = 4x - gx - 93 ; .sei weine

Periode *0 von ,. E , und. sei . n die. zuge.hö.rige, Halbperiode ,

d.h.

~. (z+w) = 1'; (z) + n •.

Sei u E <I:\(Dw ein algebraischer Punkt von .E , d.~.; :y-(u.>.. E m .
Dann sind die Period~nverhältnisse

l; (u) .- !l. u ,.'!l
w . w

algebraisch unabhängig.

Zunächst wurde der Satz mit dep Result~ten über die lineare

Unabhängigkeit der Perioden von Schne~'der (1936.), M~sser (1.975)

und Laurent (1979) verg~ichen un~ sodann Folgerungen gezogen,

die über die aus diesen Resultaten möglichen Konsequenzen hinaus-

gingen, z. B. :
. '~.
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Algebraische Unabnängigkeit"von TI , n/w •
w

(2) Algebraische Unabhängigkeit von W,7T, falls

E CM hat.

(3) Angewandt auf die Kurven mit 92 = 0 bzw.

ergibt sich die Transzendenz von r(i) und

sogar über W(lT)

Transzendenz von

när-quadratischen

j' (T) über m(7T) Lür alle imagi-

T , die nicht zu den heiden . 4It
Einheitswurzelgittern gehören.

Der Beweis des Satzes verwendete das Lemma' von Siege,l, eine

Nullstellenabschätzung von Masser-Phillipon,' das Schwarzsehe

Lemma und das Transzendenzkriterium von Gelfond.

H.P. Rehm, B.H. Matzat:

Die Sätze von Ax über die Schanuelsche Vermutung

Es wurden die Sätze 1 - 4 der Arbeit J. Ax: On Schanuells

'c~njectures (Ann. of Math. 93, 1971, p- 252-268) in der nach

stehenden Reihenfolge ausführlich bewiesen.

Satz 3: Sei Klkl~ ein Körperturm, ~ ~ Derk(K) , so daß

(\ ker(D) k
DEÄ
Gilt dann: (a) Es existieren ~/~ E (K*)n , so daß für alle

D E ~ und v = 1, ••• ,n

und

D
DZ v

Yv zv

Ist c
E k ist = 0 oderz- I so C

mod k sind m-linear unabhängig,

J
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so ist

trdegk(k(y,~» ~ n + Rg«DYv)DE~

v=1, •• ~·,n·

Satz 4: Relative Version von Satz 3.

Bezeichne nun (AS) die Vermutung von Ax-Schanuel, daß für

~-linear unabhängige Yv E ~[[t1, •• ~,tm]] v = 1, ••• ,n

dY\)
trdeg~(y,exp(y» ~ n + Rg(~) , 1 ~ ~ ~ m ~.

~

gilt, und (S) dj..e Schanuelsche Vermutung" die .sich .~~s .JAS)

für m = 0 ergibt, so gilt:

Satz 1: Sind die Yv - Yv,(O} Q;}-linear un~häng~g, ~q gilt

(A5).•

Satz 2:

H. Lange:

(AS) ist äquivale.nt zu (S) .,

Die Exponentialabbildung kommutativer algebraischer.pruegen

Sei. G., eine zU$ammenh&ngende, ~ommutative, .algeb~a~sch~;Gruppe

über a:, quasi-projektiv eingebettet in '. lP
N

.:. ..,und ;·be~e·~chne

exp: a:n

·der Zusammensetz~g .... -~ .,.:.

e = (e
O

,.••• , e
N

) ,: a:n_ .... lP
N

.der . Abbi:ldungen ~xp ·und .G c-+ lPN _ s~_nd wj.chtig~. Kandi~.at~~;·.für

Transzende~~a~ssagen.· ,

,Ziel des Vortrages· war ~s, diese K01l1P'on.e.t:lt~nrunkt;;.;ionen e i

von e für eine Klasse von kommutativen algebraischen Gruppen,

nämlich den Erweiterungen. einer abelschen Varietät mit der
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additiven Gruppe G , explizit, d.h. mittels verallgemeiner
a

ter Theta-Funktionen, anzugeben.

W. Seiler:

'Nul-lstellenabschätzungen für"'Polynome auf algebraischen Gruppen

G ~ ~N 'sei eine algebraische Gruppe der D1mension n über dem

algebraisch abgeschlossenen Körper k. r:= ?l Y1+--. _.+71 Ym sei

eine endlich erzeugte Untergruppe~von G, Pi(G):=

rnin(rang~ r/r l
: r l ~ r , codim r l ~ i), wobei den Zariski-

Abschluß in G, bezeichnet, ~(r): = min Pi/i, und
1~i~n

r (5) : = {A 1Y ,,+. ·-+ d mYm 0 ~ Ai ~ s} für S -E: lN -

Satz~ (Mas?er-Wüstholz):. Ist,- X· ~ lPN ei;.ne ~yperflä,che, die

f(5) enthält, so ist entweder deg(X) ~ c • [s/n]~(r) mit

:einer Konstanten c E: m+ - , oder X enthält eine- Zusanunenhangs

komponente·von G

. Zti~atz (Moreau1:: Falls sieh die Gruppenoperation von G fort-

setzen läßt zu einer Operation von G auf dem Zariskiabschluß

G von G in' lPN so kann man c = 1/deg(G) wählen_

Als Altwendung erhält man-Gradabschätzungen für Polynome, die

auf Gittern, auf Werten von Exponentialfunktionen oder auf Wer-

ten der'Weierstraßschen r-Funktion auf Gittern verschwinden.
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M~ Reichert, G. Frey, H.G. Rück:

Mul tipli z i tätsabschätzun-geQ' auf a'l'ge"brai s'chen- Grupp'en

Sei G eine kommutative, algebraische Gruppe über dem· alge'-

braisch abgeschlossenen Körper . k , und sei A eine analytische

Untergruppe von G • Bezeichnet dann '")(1 die Menge aller. irre-
r

T ,:
r

duziblen Untervarietäten (die nicht ganz in einer Koordin~ten-

~ypereben~ liegen sollen): mit (i) cod(V,G) = ,.r und (ii)

A n V * ~ , so sei für ein V EdOr T(V):= cod(AnV ,1\)., und

min T (V)
VEWr

Dann-gilt der

Satz (Wüstholz) : Es existiert eine "Konstante 'C :"E m+ . (die nur

von· der"Einbettung' G c:.:. lP
N "abhängt) ~ -so daß gilt: ·Ve-rs·chw·indet

ein Polyn~m P E k [xo ' ••• I ~] vom Grad -.~ D" ~'auf einer endl'i

chen Menge :n S. G (k) mit der Ordnung ·(bzgl. A) >T =T 1 und gilt

( 1 .)

(2)

T
(cD)r(TIn). r Ir(n*) ~

_T
(cD)n(TIn) n In~1 ~

r-T
lr(n·) ~ (cD) r

(1 f: r < n)

(,. 'f: r < n)

wobei Ir(n*):= ~[n* + {g E G : g + V cV}] und Iren.):=

min 1 (Q*) , so verschwindet P auf G.
VEdO r
DerrSatz wurde ausführlich in den drei Vorträgen bewiesen und an

Beispielen erläutert.

G. Tamme:

Das Theorem von WÜstho!'z' 'un'd Folgerün'gen

Theorem (Wüstholz): Seien GI und G kommutative, zusammen-
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hängende algebraische Gruppen über ~, und sei ~: G' ~ G

ein über m' definierter analytischer Homomorphismus. Dann gilt

für die Gruppe ~(G,)'(m):= c.p(G'} n G(Q) der CD-r~tionalen

Punkte von ~(G'):

~(G') (al) = H (q})

wobei H die maximale, zusammenhängende, über m .definierte

algebraische u~tergiuppe von ~(G') ist.

Korollar: Ist A ~ G eine über m' definierte, zusammenhängen

de analyt~sche Untergruppe, so gilt

A«D) = H(m}

mit der maximalen zusammenhängenden, über ~ defini~rten alge

braischen Untergruppe H ~'A

Der Beweis des Theorems wird zunächst auf den des Korollars mit

der zusätzlichen Vorausse~zung codim (A,G) = reduziert.

Sodann wird mittels Serre-Komplettierung G ~ G und projektiver

Einbettung Gc:.,.]pN ein Additionsgesetz E = (E
O

' ••• ,E
N

) für

G konstruiert, und für dieses zwei für d~n ~eiteren Beweis ent

scheidende Lemmata über Verschwin4ungso~dnungund Höhenabschätzung

bewiesen.

N. Walter:

Um die Aussage des Satzes von Wüstholz über die Multiplizitäten

abschätzung auf algebraischen Gruppen für den Beweis' des Theorems

von Wüstholz verwenden zu können, wird mittels des Siegelsehen
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Lenunas bewiesen:

Satz: Es existiert ein homogenes Polynom P E 2Z [XO'." ."~]

vom Grad 0, das nicht in I(G) liegt, das Hilfspolynom,

mit folgenden Eigenschaften:

(i) Ordy,~(A(PoEI~D)(!,!(O») ~ T/2 V A ED(T/2),y E feS);

(ii) H(A(POEIX~D)(!,!(O») ~ (D+T)C 1 (D+T) • c~2 V AED(T).

bD
Zudem wird für dieses P die algebraische Zahl c?: ~ l1(P~~.I.XO )

<.~ (y), ~ (0) ) für l1 E D(T/2), Y E r (S), nach oben, und (u1?ter

Hinzuziehung der l-Teilungspunkte auf G I ~ E lN) a\l.qh... ~acl?-.

unten abgeschätzt (sofern *0) •

.J. Neukirch:

Der Beweis des Theorems von Wüstholz

Der Beweis gründet .sich auf den folgender, in den.. Y'0r~nge.ga~ge

nen Vorträgen bewiesenen

Satz: Ist P(Xo ' •.. "~) .e,in.p~.lyno~ vom Gra~~ ~.P , d~s ~t:l.

reS) längs A von der Ordnung. ~T verschwindet, und,is~

J1-1 • I n
'1' .r .( S) I ~ c •. ' D .'

so gibt es in ~ e~ne algebraische Untergruppe.. H ~er Di-.

Il)ension ~1 •

wählt man für P .das Hil.f5polyno~ zu den Invarianten ~.ID =

2nm • I f ..(S) I • S5 (~-1) " .T = nml f (S) I·S~n, so erfü~l~. ~ies die

Bedingung ~es Satzes bis auf die Ungleich~g. E~s~tzt ~an ~ber

r(S) durch die Menge der 1-Teilungspunkte va? feS), wobei

1
2n

+
1 = S ist, so verschwin~et P auf diesen P~~ten.zwa~_nicht

,.
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von der Ordnung T , aber doch von der Ordnung T/2 (dies folgt

aus den Abschätzungen 'des vorangegangenen Vortrags). Durch ßie

se Modifikation' läßt sich der Satz anwenden und ergibt die

Existenz der Gruppe H •

•
Es wurde folgende äquivalente Fassung des Theorems von Wüstholz

bewiesen:

Satz 1: Sei G eine kommutative, zusanunenhängende, algebraische

Gruppe üb~r m TO(G) ~ G die Exponentialabbildung von

G , und sei S ~ To(G) gegeben mit exPG(S) ~_G(~) und ·sei

WeS) s To(G) der kleinste a:-Vektorratim, der S enthält und über

~ 'definiert ist ~ Dann existiert eine zusamme·nhängeride, alge

braische Untergruppe H von G über ~ mit T~(H) =·~(S) •

Mit Hilfe dieses Satzes wird folgende-Verallgemeinerung der Re

sultate' von Baker, Masser und Bertrand-Masser bewiesen: Seien

no,n" ••• ,nk ganze Zahlen, =0, und seien für 1 f, i f, k •

E. paarweise nicht isogene elliptische Kurven über ~,
1 ..

Li := End(Ei)~ m , V.:= <u. 1'···'U' > L Li-Vektorräume.der
1 1,.. 1,ni i

Dimension n i wobeI 'u~j E'<t\Periodengitter mit ri (Uij ) 'E Ci

ist. Sei weiter 'Vo:= <log a 1 , ••• ,log an >. ~-Vektor-
o Lo:=(D'

raum der' Dimension n o mit a j , E ~ . Dann gilt für

V:= <l,Vo'~"'Vk > ~ k

Satz 2: dim~ V= + 1::: dl.~ . Vi
i=Q 1
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Korollar: Mit obigen Voraussetzungen seien ferne~ 8" •.• ,8 ,
. .no

y. , ••• ,y. , 1 ~ i ~ k , algebraische Zahlen, wobei nicht alle
1,. 1 n ß 8 .

l n Y u + ••• +Yk
B ~ sind. D . ton n ,nkuki aus ann 15 a, ••• a

no
• e. ~nk

transzendent.

AUsbli"cke" und Kommen"tare

Es wurden zu den jeweiligen Vorträgen Ergänzungen a~gegeben und

offene Probleme erläutert. Zunächst wurde das Gelfond'sche Kri-

terium auf ein vermutetes Kriterium für algebraische Unabhängig-

keit ausgedehnt. Ein solches Kriterium würde eine Vielfalt neuer

Transzendenzergebnisse implizieren. Ein Schritt dazu wäre eine

effektive Version des Hilbertschen Nullstellensatzes. Eine

effektive Version existiert bereits mit jedoch viel zu schlech-

ten Exponenten. Als nächstes wurde eine Version der Schanuel-

sehen Vermutung für Funktionenkörper vorgestellt, die von G.

Faltings bewiesen wurde. Danach wurden als Probleme die effekti-

ve Bestimmung gewisser algebraischer Untergruppen und ein. "geo-

metrisch durch5ichtigeret'Beweisdes Theorems von Wüstholz ge-

nannt, ~orauf dessen Hauptanwendung in der Transzendenztheorie

angegeben wurde:

Ist X eine quasiprojektive, über m definierte Varietät,,
~ E r (X, S'2x ) , Y E H, (X, II ), so ist f yf; entweder Null oder

transzendent.

Schließlich wurde noch eine Verallgemeinerung der Schanuel-

sehen Vermutung erläutert: G sei ohne unipotenten Anteil,
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definiert über ~. Für U E To(G) sei H(u) die kleinste

algebraische Untergruppe, die über m definiert ist und u

enthält. Dann ist

dirn((U,exPG(U»)@) ~ dirn H(u).

Als Folgerung aus dieser vermutung erhält man: Ist A eine ein

fache abelsche Varietät/m , und L der Körper, der über m

von 2ni und den 2· (dirn A)2 Perioden und Quasiperioden von.

A erzeugt wird, so ist der Transzendenzgrad von L gleich

dirn A + 1 •

Berichterstatter: Norman Walter

•
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