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Transzendenztheorie

(AG Geyer-Harder)

1.4, bis 7.4.1984

Die Tagung fand unter der Leitung von Herrn G. Wiistholz: ::--
(Max-Planck-Institut, Bonn) statt. Im Mittelpunkt des Interes-

ses standen neueste Techniken dervTranszendenztheorie (Multi-

plizitétséﬁéchétzungen auf algebraischen Gruppen, Existenz al-

gebraischer Untergfuppen von analytischeh Gruppen) .

Vortragsausziige

J. Wolfart: . ST S PP

Elementarée Techniken ) ’ ot : R

Es wurde berichtet {iber H6he, Taille, Haus von algebraischen
Zahlen und ihr Verhalten bei Einsetzung in Polynome mit Koeffi-

zienten in Z .
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Ferner wurden die folgenden grundlegenden Hilfsmittel fir

Transzendenzbeweise gezeigt:

-
" Lemma von Siegel: Sei |

n

3ot aijxi =0 ’ 1£i€n,1€£3€m,n>mn

i=1

ein lineares Gleichungssystem, so daB alle laijl durch eine
Konstante A beschrédnkt sind. Dann hat dieses Gleichungssystem

eine nichttriviale Ldsung (x1,...,xn) € z" mit

m

max |x.| £ ()",
1€ien  *

" Schwarzsches Lemma (in einer Variablen): Seien R >:r > O aus

f: {|z| € R} = C

eine stetige Funktion, die nicht identisch verschwindet, in
{|z] < R} holomorph ist und n Nullstellen in {|z] £ r} hat.

Dann ist
' "R2+r2
log|f]|, = log|f|p = n + log(=gr

) .

" F. Herrlich:

" 'Gelfond's Transzendenzkriterium

Der folgende Satz von Gelfond (1949) wurde bewiesen:

Satz: Sei (Pn) eine Folge in Z[X], Pn + 0, mit

< =
deg(P ) €6 , log H(P ) =y .

Sei o € ¢ mit

< - ! .
log | Pn(a)l € - 6 ((ctd+N)y + (2d+1)6),
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wobei Y, ¢ 6n .reelle, .nicht negative Zahlen seien mit

lim yn'= lim 6n = 4o -,

und ¢ > 1, d > 1 reelle Zahlen mit

< < < < .
Yn Yn+1 SYn und_ 6n 6n+1 d 6n ‘
Dann ist Pn(a) = 0 fir groBe  n.; insbesondere ist o al-

gebraisch.

W.D. Geyer, W. Ruppert:

Algebraische Unabhidngigkeit von Perioden elliptischer .Kurven

Zentrum der zwei Vortrdge war der folgende

Satz von Chudnorsiky (1975 und spiter): Sei E eine liber @
definierte elliptische Kurve y2 = 4x3 - g# -.93_;.sé; Q eine
Periode %0 von . E , und sei n dieyzugehé;ige_Halbperiode,.
. . . A RN S .
Ctlztw) =12(z) +n . )
Sei_ u € C\Qw ein algebréischer Punkt von E ' d.h., :y(u) € 5 .
Dann sind die Perio@enverhéltnis;e
_ . cw - Gu, g
algebraisch unabhédngig.
Zundchst wurde der Satz mit den Resultaten liber die lineare
Unabhéngigkeit der Perioden von Schneider (1936), Masser (1975)
und Laurent (1979) verglichen und sodann Folgerungen gezogen,
die iiber die aus diesen Resultaten méglichen Konsequenzen hinaus-

gingen, z.B.:

Forschungsgemeinschaft © @




|
|
|
;

UFG

(1) Algebraische Unabhidngigkeit von , n/w .

ul
w
(2) Algebraische Unabhéngigkeit von w,n, falils

E CM hat.
(3) Angewandt auf die Kurven mit g, = O bzw. g3 = 0o

ergibt sich die Transzendenz von F(%

) und P( 3)
- sogar uber Q(m) .

(4) Transzendenz von j'(t) iber @(w) £iir alle imagi-
ndr-quadratischen T , die nicht zu den beiden
Einheitswurzelgittern gehé&ren.

Der Beweis des Satzes verwendete das Lemma von Siegel, eine

Nullstellenabschatzung von Masser-Phllllpon das Schwarzsche

Lemma und das Transzendenzkriterium von Gelfond.

H.P. Rehm, B.H. Matzat:

~

Die Sdtze von Ax Uber die Schanuelsche Vermutung

Es wurden die Sdtze 1 - 4 der Arbeit J. Ax: On Schanuel's

-conjectures (Ann. of Math. 93, 1971, p- 252- 268) in der nach-

stehenden Reihenfolge ausfiihrlich bewiesen. .

Satz 3: Sei K|k|®@ ein Kérperturm, A ¢ (K) , so daB

/\ ker(p) = k .
DEA
Gilt dann: (a) Es existieren Y:2 € (K*) , so daB fiir alle

D€A und v = 1,...,n

und (b1) Ist z— € k , so ist ¢ = 0 oder

(bz) Y, mod k sind @-linear unabhé&ngig,
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so ist

trdeg, (k(y,z)) = n + Rg((Dy )pe, ) .

v=1,...,Nn:

Satz 4: Relative Version von Satz 3.
Bezeichne nun (AS) die Vermutung von Ax-Schanuel, dag8 fiir

O-linear unabhahgige Y, € ¢[[t1,..,,tm]] s, V=1,...,n

3y L
‘ trdegQ(y_,exp(x)) 2 n + Rg(st—v ) , V€ u€m,
u

gilt, und (S) die Schanuelsche Vermptdng,lq1e sich aus ..(AS)
fiir m = O ergibt, 56 gilt:. ' . ‘ o -
Satz 1: Sind die Y, - ijO) Q-linea; unabhﬁngig; so gilt
(AS). .

Satz 2: (AsS) ist dquivalent zu (s) .

Die Exponentialabbildung kommutativer algebraischer Gruppen

FCTa
Sei G .. eine zusammenhidngende, kommutative, .algebraische. Gruppe
iiber € , quasi-projektiv eingebettet in,,nJ{xund>beze;chne

o n
‘ . exp: €C = TG,O"

--der Zusammensetzung - . L T

ihre Exponentialabbildung-. --Die, Komponenten

. n N
e = (eo,...,eN) 2 C.» P

_der Abbildungen exp-und G = IPN

. sind wichtige Kandidaten: fir
- Transzendenzaussagen. . . . -

Ziel des Vortrages. war es, diese Komponentenfunktionen e
von e fir eine Klasse von kommutativen algebraischen Gruppen,

" ndmlich den Erweiterungen einer abelschen Varietdt mit der

DF Deutsche
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additiven‘Gruppe G , explizit, d.h. mittels verallgemeiner-
a

ter Theta-Funktionen, anzugeben.

W. Seiler:

' ‘Nullstellenabschitzungen fiir ‘Polynome auf algebraischen Gruppen

G ggmN "sei eine algebraische Gruppe der Dimension n {iiber dem

algebraisch abgeschlossenen Kdrper k . T:= Z y1+n.,+z Y sei

eine endlich erzeugte Untergruppe’von G ’ pi(G):=

- -"
min(rangz T/T': T' €T, codim T' 2 i), wobei " den Zariski-

AbschluB in G. bezeichnet, up(l'): = min P./i , und
1=i=n

.= . < < i X
r(s): (A1Y1+...+ dmym : O Ai s} fiir s € W.

Satz - (Masser-Wistholz): Ist X c PN eine Hyperfliche, die

I'(s) enth&dlt, so ist entweder deg(X) = c - [s/n]u(r) mit

‘einer Konstanten c € ng", oder X enthdlt eine Zusammenhangs-

Komponente -von G .

"2usatz (Moreau): - Falls sich die Gruppenoperation von G fort-

setzen l&Bt zu einer Operation von G auf dem ZariskiabschluB -
€ von G in- @Y , so kann man c¢ = 1/deg(G) wihlen.

Als Ahwendung erhdlt man~Gradabschétzungep fiir Polynome, die
auf Gittern, auf Werten von Exponentialfunktionen oder auf Wer-

ten der ‘WeierstraBschen ¢-Funktion auf Gittern verschwinden.
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M. Reichert, G. Frey, H.G. Riick:

Multiplizitdtsabschdtzungen auf algebraischen Gruppen

Sei G eine kommutative, algebraische Gruppe iiber dem-alge-
braisch abgeschlossenen Kﬁrpef‘ k , und sei A eine analytische
Untergruppe von G . Bezeichnet dann M“r die Menge aller.irre-
duziblen Untervarietdten (die nicht ganz in einervKoordihaten-
. .. hyperebene liegen sollen) mit (i) cod(v,G) = r wund (ii)
ANV +pP, sosei flir ein v €3, 1(V):= cod(AnV ,A) , und

T = min T(V) .
VED,
Dann"gilt der

4

Satz (Wiistholz): Es existiert eine Konstante ¢ ‘€ 1R+- -(die nur

von- der Einbettung G < BV ‘abh&ngt), 'so daB8 gilt: Verschwindet
ein Polynom P € k[xo"""ﬁq] vom Grad-= D- “auf einer endli-

chen Menge @ ¢ G(k) mit der Ordnung (bzgl. A) >F 3 1 und gilt

. ‘l’r r _
(1) (T/n) = -+ 1 (%) = (cD) (1 €r <n)
LT
(z/n) " .ol (eo)”
R L TTTL E o X .
(2) lr(ﬂ*) = (cD) (1€r <n),

wobei 1 _(Q*):= #[0* + {g€G: g+ Vcav}] und 1 .(Q*):=
min 1 _(Q*) , so verschwindet P auf G .
@ -
per’satz wurde ausfiihrlich in den drei Vortrdgen bewiesen und an

Beispielen erl&dutert.

G.~ Tamme :

Das 'fheorem von Wiistholz und Fdl‘gefu‘n’g‘en' .

Theorem (Wiistholz): Seien G' und G kommutative, zusammen-—
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hédngende algebraische Gruppen iilber @ , und sei ©: G' - G
ein iiber @ definierter analytischer Homomorphismus. Dann gilt
fir die Gruppe @(G')(@):= ¢(G') n G(Q) der é-rationalen
Punkte von ¢(G'):
©(G) (@) = H(®) ,

wobei H die maximale, zusammenhingende, iiber @ .definierte
algebraische Untergruppe von ¢(G') ist.
Korollar: Ist A < G eine iiber @  definierte, zusammenhdngen-
de analytische Untergruppe, so gilt

A = H(@ ,
mit der maximalen zﬂsammenhéngénden, iiber @ definierten alge-
braischen Untergruppe H <A .
Der Beweis des Theorems wird zundchst auf den des Korollars mit
der zusdtzlichen Voraussetzung codim (A,G) = 1 reduziert.
Sodann wird mittels Serre—Kompléttierung Ge G und projektiver
Einbettung ac»:mN ein Additionsgesetz E = (Eo,...,EN) fir
G konstruiert, und fir dieses zwei fiir den weiteren Beweis ent-
scheidende Lemmata iiber Verschwindungsordnung und_Héhenabschétzung

bewiesen.

N. Walter:

Die Konstruktion des Hilfspolynoms und dessen Eigenschaften

Um die Aussage des Satzes von Wiistholz iiber die Multiplizit&dten-
abschédtzung auf algebraischen Gruppen fiir den Beweis des Theorems

von Wiistholz verwenden zu kdnnen, wird mittels des Siegelschen

Deutsche
Forschungsgemeinschaft

o



Lemmas bewiesen:

Satz: Es existiert ein homogenes Polynom P € Z [XO,.:f,XN]
vom Grad D , das nicht in I(G) 1liegt, das Hilfspolynom,
mit folgenden Eigenschaften:

(i) ord A(8(PEIXD) (X,X(0))) = T/2 v & €D(T/2),y € I(S);

2
c1(D+T) | clz)S V AED(T).

(11) H(A(POEIXD) (X,X(0))) £ (D+T)
Zudem wird fiir dieses P die algebraische Zahl 6§: = A(Pg&{xgn)
. (X(vy), X(0)) fiur & € D(T/2), Y€T(S), nach oben, und (unter
Hinzuziehung der 1-Teilungspunkte auf G , lv€ N) agchmgach

unten abgeschdtzt (sofern #0) .

.J. Neukirch:

Der Beweis des Theorems von Wiistholz

. Der Beweis griindet sich auf den folgenden, in den‘yorgngegaqge-
nen Vortrédgen bewiesenen
Satz: Ist P(Xo,...,XN) -ein Polynom vom Grade D , das in.
F(s) 1ldngs A von der Ordnung: AT .verschwindet, undAisth
. _ ™. sy} 2 e - D?, _
so gibt es in A eine algebraische Untergruppe . H d9r~ni;i

mension =1 . o .
; PR

Wdhlt man fir P 1das Hilfspolynom zu den Invarianten §,D =

2nm -« ris) |+ 827 1 < am|rs) 557, so erfiillt dies die
Bedingung des Satzes bis auf die Ungleichung. Ersetzt man aber

I'(s) durch die Menge der l-feilungspunkte von T(s), wobei

l2n+1 =8 1ist, so verschwindet P auf diesen Punkten,zwa;_nicht

.

Deutsche
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von der Ordnung T , aber doch von der Ordnung T/2 (dies folgt
aus den Abschétzungen des vorangégangenen Vdrtrags). Durch die-
se Modifikation 1i#8t sich der Satz anwenden und ergibt die

Existenz der Gruppe H .

aAnwendunden des Theorems vorn Wiistholz

Es wurde folgende dquivalente Fassung des Theorems von Wiistholz

bewiesen:

Satz 1: Sei G eine kommutative, zusammenhingende, algéebraische

Gruppe lber @ , expq : TO(G) - G die Exponentialabbildung von
G , und sei S g_To(G) gegeben mit expG(S) c.G(®) und sei

w(s) E-To(G) der kleinste C-Vektorraum, der S enthdlt und Uber

- @ 'definiert ist. Dann existiert eine zusammenhingende, alge-

Deutsche
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braische Untergruppe H von G iber @ mit T, (H) = W(S) .
Mit Hilfe dieses Satzes wird folgende' Verallgemeinerung der Re-

sultate von Baker, Masser und Bertrand-Masser bewiesen: Seien

n ,ng,...,n, ganze Zahlen, 20 , und seien fiir 1 £ i £ k .

E; 'paarweise nicht isogene elliptische Kurven iiber @ ,

Li:= End(Ei)@ Q ., Vi:= <ui,1{f”’ui,ni > Li

Dimension n; wobei .uij e‘¢\Perlodepgltter mit ?E(uij) €@

Li-VektorrSume4der

ist. $e1 weiter 'Vo:= <log u1,...,log o > to:=Q' @-Vektor-

n
raum der Dimension ng mit ajAG ® . Dann gilt fir
V= <1’Vof""vk > 5 ,
Satz 2: dims V= 1 + r— dim_ V.

° io L




oF

Deutsche

Korollar: Mit obigen Voraussetzungen seien ferner 81,...,Bn ’

Y. ""'Yi , 1=£1i<€k, algebraische Zahlen, wobei nicht alle

1 N

1 n 8 Bn -y u +...+y
8. aus @ sind. Dann ist o, '...a_ ° . e DD kenyuy n
i 1 ng k
transzendent.

" 'G. Wistholz:

Ausblicke und Kommentare

Es wurden zu den jeweiligen Vortrdgen Ergdnzungen angegeben und
offene Probleme erldutert. Zundchst wurde das Gelfond'sche Kri-
terium auf ein vermutetes Kriterium fiir algebraische Unabhingig-
keit ausgedehnt. Ein solches Kriterium wiirde eine Vielfalt neuer
Transzendénzergebnisse implizieren. Ein Schritt dazu widre eine
effektive Version des Hilbertschen Nullstellensatzes. Eine
effektive Version existiert bereits nit jedoch viel zu gchlech-
ten Exponenten. Als nédchstes wﬁrdé eiﬁé Version derASchanﬁei-
schen Vermutung fiir Funktionenkdrper vorgestellt, die von G.
Faltings bewiesen wurde. Danach wurden als Probleme die effekti-
ve Bestimmung gewisser algebraischer Untergruppen und ein "“geo-
metrisch durchsichtigerer'Beweis des Theorems von Wiistholz ge-
nannt, worauf dessen Hauptanwendung in der Transzendenztheorie
angegeben wurde:

Ist X eine quasiprojektive, iliber 6' definierte Varietét,

£ € r(x,n;) » YE€EH,(X,Z), so ist ng entweder Null oder
transzendent.

Schlieﬂlich wurde noch eine Verallgemeinerung der Schanuel-

schen Vermutung erldutert: G sei ohne unipotenten Anteil,

Forschungsgemeinschaft
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definiert iiber @ . Fiir u € T, (G) sei H(u) die kleinste
algebraische Untergruppe, die iiber 6 definiert ist und u
enthdlt. Dann ist

dim((u,expG(u))@) 2 dim H(u).
Als Folgerung aus dieser Vermutung erhidlt man: Ist A eine ein-
fache abelsche Varietdt/® , und L der Korper, der iiber @
von 27i und den 2 . (dim 1\)2 Perioden und Quasiperioden von .
A erzeugt wird, so ist der Transzendenzgrad von L gleich

dim A + 1 .

Berichterstatter: Norman Walter
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