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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagungsbericht 16/90

Arbeitsgemeinschaft Geyer-Harder
Formale Gruppen und Stabile Homotopiegruppen

8.4. bis 14.4.1990

Die Tagung fand unter der Leitung von Herrn K. Knapp (Wuppertal), Herrn

E. Ossa (Wuppertal) und Herrn W. Singhof (Diisseldorf) statt. Ziel der Ta-
gung war eé, die Zusammenhinge der Theorie der formalen Gruppen mit pe-
riodischen Phdnomenen in den stabilen Homotopiegruppen von Sphiren zu
studieren. Es wurde in der Kategorie der CW - Spektren gearbeitet. Grundle-
gende Hilfsmittel waren das Resultat, daB MU_ isomorph ist zum universel-

‘ len kommutativen eindimensionalen Gruppengesetz, sowie die Adams-Novikov-

oF

Spektralsequenz, die gegen die stabilen Homotopiegruppen konvergiert. Die
Berechnung des E, - Terms wurde iiber Hopf-Algebroide mittels Lubin-Tate
Theorie angegangen sowie iiber Zusammenhinge zur Kohomologie p - adischer
analytischer Guppen. ' ’
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Vbrtragsauszllge

B. Runge (Mannheim)
Die Homotopie der Sphiiren

Fiir die Homotopiegruppen der Sphiren gibt es viele verschiedene ad-hoc-
Methoden, um die ersten Gruppen zu berechnen. Dazu wurde zunichst die
Berechnungsmethode mit Postnikov-Approximation und Whitehead-Turm

erldutert. Die Sitze von Freudenthal, Serre, Nishida, Hopf wurden angege-
ben, sowie die Konstruktion der Toda-Klammern und der «, B,y - Familie.

R. Vogt (Osnabriick)
Die Kategorie der CW - Spekt.ren. (nach Boardman)

Ausgehend von der Kategorie ? der endlichen CW - Komplexe wird die Ka-
tegorie der endlichen Spektren als Homotopiecolimes iiber eine Sequenz von
Einhdngungen konstruiert. Durch formale Adjunktion der Colimites von ge-
richteten Diagrammen von endlichen Spektren und Einbett.ungen erhdlt man
die Kategorie der CW - Spektren S . Einhingung und Zylinderfunktor auf
der Kategorie der CW - Komplexe erweitern zu Funktoren auf S, so d%\B
die Homotopiekategorie eingefiihrt werden kann.

Nach der Erlduterung dieser Konstruktionen und einer Auflistung der Eigen-
schaften von S5 und seiner Homotopiekategorie 5, wurden Homologie- und
Kohomologietheorien auf -Sh betrachtet.

N. Klingen (K&1n)
Formale Gruppen

Es wurde der Begriff des (eindimensionalen) formalen Gruppengesetzes ein- .
gefiihrt (iiber kommutativem unitirem Ring R). Es wurde gezeigt, daB iiber

Q - Algebren jedes formale Gruppengesetz einen Logarithmus besitzt und

daher iiber Ringen der Charakteristik O jedes derartige Gruppengesetz kom-
mutativ ist.

Fiir kommutative formale Gruppengesetze existiert ein bzgl. Ringwechsel uni-
verselles Objekt. Die Struktur des zugrundeliegenden Ringes (des Lazard-
Ringes) L wurde bestimmt: L = ZI[ X5, X3, X4 ,... ] ist ein Polynomring.
AbschlieBend wurden p - typische formale Gruppen iiber Z(p) - Algebren dis-
kutiert.
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M. Flach (Heidelberg)
Komplex orientierte Ringspektren

Zunachst wurden die komplexe K -Theorie und der komplexe Kobordismus
als Beispiele fiir verallgemeinerte Kohomologietheorien besprochen. Es wur-
den der Bott'sche Periodizititssatz und der Satz von Thom erwihnt, sowie
die darstellenden Spektren angegeben.

Im zweiten Teil wurden komplex orientierte Ringspektren E definiert und an-
gedeutet, wie sich (Ko-) Homologieberechnungen fiir solche Ringspektren
durchfiihren lassen. Konkret wurde die (Ko-) Homologie von

CP™ =~ BU(1) = K(Z,2) ~ MU(1) berechnet, ebenso die Homologie von BU
und MU. '

Als Anwendungen der Berechnung von E,MU- wurde der Satz von Miscenko
iiber den Logarithmus der formalen Gruppe von MU und die Universalitit
von MU fiir komplex orientierte Ringspektren zitiert. Ein weiteres wichtiges
Resultat, und natiirlich zentral fiir alles Folgende, war die Fe'ststell.ung, daB
jedes komplex orientierte Ringspektrum eine formale Gruppe iiber seinem
Koeffizientenring liefert (via der H - Raum Struktur auf CP®).

E. Vogt (Berlin)
Formale Gruppen und MU, '

Das formale ‘Gruppengesetz fiir das komplex orientierte Ringsp‘ek‘trum‘ MU
(entspricht dem komplexen Bordismus und Kobordismus) induziert eine Ab-
bildung Opu : L — MU, des universellen Ringes (Lazard-Ring)

L = ZIx,,x5,...1 in den Koeffizientenring MU, (=Mu, (Pkt)) von MU .
Mit hilfe einer geometrischen Beschreibung der Kohomologietheorie MU*()
und der zugehérigen Operationen gab Quillen ca. 1970 einen Beweis, daB

©pu €in Isomorphismus ist. 1986 gaben Bronchristiano und Hacon einen auf
den Ideen von Quillen beruhenden, stark vereinfachten Beweis dieser Aussage.
Im Vortrag wurde dieser Beweis wiedergegeben.

M. Unséld (Berlin)
Hopf-Algebroide und die Struktur von MU, MU

Der Begriff des Ho‘pf-Algebroibds. wurde eingefiihrt als klassifizierendes Ob-
jekt eines Gruppoid-Schemas. Der Lazard-Ring L Kkann zu einem Hopf-Al-
gebroid (L,LB) erweitert werden (klassifizierendes Objekt fiir formale Grup-
pen und strikte Isomorphismen).
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Fiir jedes komplex orientierte und flache Ringspektrum E gibt es eine kano-
nische Abbildung oF . (LLLB) — (=n E,E_E); es wurde bewiesen, daB ©
ein Homomorphismus von Hopf-Algebroiden ist. Speziell fiir E= MU ist
oMU &in Isomorphismus (Satz von Novikov-Landweber).

Im 2. Teil des Vortrags wurde iiber die Kategorie der Komoduln liber einem

-Hopf-Algebroid (A,I') berichtet und Extl. und Cotorl. als derivierte Funk-~

toren von Homp bzw. - Op - (Kotensorprodukt) vorgestellt. Die Cobar-
Auflésung (zur Berechnung von Ext (A,I)) wurde eingefiihrt.

G. Kings (Miinster) ‘

Die Adams-Novikov-Spektral-Sequenz

Fiir Ringspektren E mit Eigenschaften, die die Konvergenz bzw. die Identi-
fikation des E2 - Terms erlauben, wurde die Spektral-Sequenz

E3" = Extylp (EL(SDE,(X) = =, (R) eingefiihrt. Dabei bezeichnet
& die E - Komplettierung von X . Die E -Komplettierung fiir Spektren E
mit w,(E) Unterring von Q wurde mit Xno(E) angegeben und fiir

ng(E) = lf/p'_ mit. XZP .

Die Spektral-Sequenz wurde mit Hilfe einer E, - Adams-Auflésung konstru-
iert, die aus einer kanonischen Auflésung von So gewonnen wurde. Man er-
hilt damit gleichzeitig eine Auflésung von E_(X) durch erweiterte Komo-

duln, mit deren Hilfe sich die abgeleiteten Funktoren von HomE-fE (E'(So),_)

berechnen lassen. Dies liefert die Identifizierung des E, - Terms.

SchlieBlich wurde die Berechnung von n_,(MU) skizziert mittels der Spektral-
Sequenz. Die Berechnung stiitzt sich auf die genaue Kenntnis von H_,(MU,Z/p)
als Komodul itber HZ/p ,(HZ/p) . Letztlich wurden anhand einer Folie die
Anfangsterme der Spektral-Sequenz fiir E = HZ/p bzw. E = BP und

X = S° verglichen. .

T. Brdcker (Regensburg)
Brown-Peterson Kohomologie

Die in p lokalisierte Kohomologietheorie Mu(p) zerfillt in eine unendliche
Summe von Kohomologietheorien, die alle isomorph zu BP sind.

Man konstruiert BP mit dem Satz von Cartier: Man hat einen kanonischen
Isomorphismus f : F — P der Lazardgruppe ( p - lokalisiert) in eine

p - typische. Die Potenzreihe f bestimmt eine multiplikative Transformation
g : MU, — MU,,, g°=g, g(ch=f(ch . Das Bild von g ist BP.

Das zugehorige Hopf-Algebroid wurde beschrieben.
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M. Hennes, P. Teichner (Bonn)
Die chromatische Spektral-Sequenz

Fiir die Berechnung des E, - Terms der Adams-Novikov Spektral-Sequenz

fiir das Spektrum BP wurde die chromatische Spektral-Sequenz beschrieben.
. - -1

Der E, - Term ist Extyp gp (BP., v 'BP, /(o= v v=))

und sie konvergiert gegen Ext;P.BP(BP',BP,) .

Wir zeigten, daB die vorkommenden Moduln BP_BP - Comoduln sind und er-
lauterten anschlieBend, wie man den E, - Term der chromatischen Spektral-
Sequenz mittels eines Ringwechselisomorphismus auf die Gruppen

Exty ., (K(n)_K(n)) zuriickfihrt. Dabei ist K(n), = F, Iv,.vill die

“Morava K - Theorie” und Z(n) = K(n), ey, BP,BP @ K(n),

BP,

F. Lorenz (Miinster)
Wittvektoren

Sei p feste Primzahl. Fiir jeden kommutativen Ring k mit Eins betrachte
man nach Witt die Abbildung

(*) Wi(k) — k%=

(Xg:X g ) = (x'9 x(“,...),

n n-1
wobei x'™ = xg + px{ + ... + p"x_ . Dem Vorbild von Witt (in Crelle,
1937) direkt folgend wurde u.a. bewiesen:

1) Jedes W (k) tragt eine eindehtig bestimmte Ringstruktur, so daB
k — W(k) ein Funktor ist, fiir den (») jeweils ein Ringhomomorphismus ist.

2.) Sei k ein vollkommener Ring der Charakteristik p. Dann ist W(k) ein
strikter p - Ring (im Sinne von Serre, Corps locaux) und als solcher von
Charakteristik O. Ist k integer, so auch W(k) . Ist k ein Kérper, so ist
W(k) ein kompletter diskreter Bewertungsring mit Primelement p und Rest-
klassenkérper k.

3.) Jeder p - Ring A mit Restklassenring k ist auf genau eine Weise eine
mit den Restklassenhomomorphismen vertrigliche W(k) - Algebra. (Wie der
Beweis zeigt, gilt dies auch, wenn der Restklassenring von A ein nicht voll-
kommener Erweiterungsring k' von k ist - bei sonst gleichen Vorausset-
zungen iiber A).

Am SchluB wurde auf den klassischen Fall W(D-'q) noch genauer eingegangen.
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F. Herrlich (Bordeaux)
Formale Gruppen in Charakteristik p

Das Hondasche formale Gruppengesetz F, iber IFP entsteht aus dem uni-
versellen p -.typischen formalen Gruppengesetz iiber V = Z(p)[vl’VZ""]

durch den Ringhomomorphismus V — IFP, Vp P 1, v. 0 fiir ith.

. hk
Uber Q wird es durch den Logarithmus J; LE xP beschrieben.
k=0 P

Satz 1. Uber einem separabel abgeschlossenen Korper der Charakteristik p

ist jede formale Gruppe zu einer der Gruppen F,, hz1, oder zur additiven .

Gruppe F_ isomorph.

Die Hohe einer formalen Gruppe F iiber einer IFp - Algebra ist h(F) = o,
’ h

falls [plg =0, h(F)=h, falls [plg(x) = xP + .

Im zweiten Teil wurde der Endomorphismenring E, von F, studiert. Jeder
Endomorphismus f von F, besitzt eine eindeutige Darstellung '
F

h i '
f = z a.lxp mit a, € qu , 9= ph , und jede solche formale Summe ist
iz0 .
ein Endomorphismus von F'h . ) B

Fh hi
Die Abbildung WI(F_ ) — E, ., (ag.ay,...) & Z a;xP st ein (injektiver)
iz0
Ringhomomorphismus, und es gilt:

Satz 2. E, ist freier W(Fq) - Modul vom Rang h, erzeugt vom Frobenius-
endomorphismus ¢(x) = xP . Es gilt cph = [p]Fh und ¢oa=a° o @ fiir

a€ W(qu) , wo o der Frobenius auf W(IFq) ist.

D, = EheQ ist Divisionsalgebra mit Zentrum Qp und Invariante %, und
E, ist eine Maximalordnung in D, .

K. Wingberg (Heidelberg;)
Lubin-Tate Lifts

Fiir einen Kérper k der Charakteristik p* 0 und eine formale Gruppe F
iiber k der Hohe h <o wurde die Konstruktion eine generischen Gruppen-

gesetzes T(t ...t ) iiber RlItl,...,t'h_lll nach Lubin und Tate durchgefiihrt,

th-t
wobei R ein kommutativer Ring mit einem maximalen Ideal I ist, derart daf3
R/1 = k gilt. Die formale Gruppe T besitzt folgende Eigenschaften:

r,...,00(X,Y) mod I = F(X,Y),
fiir 1sisn<1: T(O,..t ...t ) (X,Y)

X+Y+t,Ci(X,Y) mod degp'+1.
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Weiter wurde gezeigt, daB T'(t) die Liftungen von F in funktorieller Weise
parametrisiert.

Theorem (Lubin-Tate). Sei O eine vollstidndige, separierte, lokale R- Al-
gebra mit maximalem ldeal m und F(X,Y)€OWUX,Yll ein Gruppengesetz mit-

F mod m = F. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes (h-1) - Tupel
a = loy,.,0, )€ mh-1, derart, daB Foa- isomorph zu TI'(a) ist.
Weiter wurde gezeigt, daB der MU_(S®) - Modul Epe = Z_t,,...,t, 1 luu™']

den Voraussetzungen von Landwebers  exaktem Funktor Theorem geniigt

- = ® Mu (. H fi-
und somit El= () EF. MU, ($9) ) einen Homologiefunktor defi
niert.

W. Liutkebohmert (Miinster)
Lineare Darstellungen von Gruppoiden und v, _, - Torsionsmoduln

Nach einfiihrenden Betrachtungen iiber (affine) Gruppoidschemata wurde die
Kategorie der linearen Darstellungen als Kateéorie von Comoduln eingefiihrt.
Es wurde gezeigt, daB dhnliche Gruppoide dquivalente Kategorien von Dar-
stellungen haben.

Im Haupteil des Vortrags wurde die Arbeit von Morava "Noetherian Localiza-
tions of Categories of Cobordism Comodules” besprochen. Fiir

(MU‘(SO),M U, (MU)) - Comoduln M, die endlich erzeugt sind und vom Land-
weberideal lp n bzw . von einer Potenz lp n annulliert werden, wurde der
Modul &2 (M) der periodischen Familien von Elementen in Extg” (MU, (s°),M)
in Verbindung zur Hochschildkohomologie H3 (SF.EFOM) gebracht.. Dabei ist
C die Kategorie der MU, (MU) - Comoduln und Sg ist ein pro- -etales Zp

Gruppenschema, das auf dem Spektrum des Lubin-Tate-Rings

A ~ ’
E; = Eg [vn,v;‘] zu einem formalen Gruppengesetz F iiber Fp der Héhe

. n mit n< o operiert. Es wurde auf Unstimmigkeiten in der Arbeit hinge-

oF

wiesen.

AbschlieBend wurde eine Beweisvariante fiir das Hauptresultat von Morava
angedeutet, die sich auf dltere Ergebnisse von Miiller und Ravenel stiitzt.

S. Bosch (Miinster)
Das Lubin-Tate-Gruppoid [LT/Slg

Wir benutzen folgende Notationen:
A =[L/G] das Lazard-Gruppoid der formalen Gruppengesetze; dies ist

eine graduierte Version des Gruppoids mit Hopf-Algebroid (MU_,MU_,MU) .
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F ¢ L(IFp) die Hondasche formale Gruppe der Hé6he h, wobei h <o

S das pro-etale Gruppenschema der Isomorphismen F — F

S die Liftung von S nach z,

LT = Spec Zp [ft,,....t,, ;3 das Schema der Lubin-Tate-Moduln formaler
Gruppengésetze mit Reduktion F

ep LT — L der kanonische Morphismus.

Es wurde in kanonischer Weise eine Aktion

S xz LT — LT

P

konstruiert, welche zu einem Zp - Gruppoid fiihrt, dem sogenannten Lubin-
Tate-Gruppoid AT = [LT/S1. Als Hauptresultat wurde gezeigt, daB AT
ein Pull-back von £ ist, d.h.

LT = £ X£10),ep LT

Dies ersetzt in der Arbeit von Morava das Resultat, daB die formelle Scheibe
von 4 im Punkt F Zquivalent ist zum Gruppoid AT.

P. Schneider (K6in)
Periodische Familien und p - adische analytische Gruppen

In den vorangegangenen Vortrigen wurde der Modul der periodischen Familien
berechnet zu &L (M) = Ext;,F(Zp,V) mit V = EL e, M. Um die rechte

Seite nun weiter mit Gruppenkohomologie zu identifizieren, wurde im Vortrag
folgender Satz bewiesen.

Satz. Gei o ein henselscher lokaler Ring mit Restklassenkérper k und
G = Gal (k°°P/k) ; sei S = Spec (H) ein endliches etales o - Gruppen-‘

schema und sei V ein H - Comodul. Dann gilt

EXt}_comoa V) = Hi . (S*™MxG Ve, o). i

In unserem konkreten Fall S=S; kann man nun das semidirekte Produkt

auf der rechten Seite identifizieren als die proendliche Komplettierung DX
der multiplikativen Gruppe der Divisionsalgebra D der Invariante Tl,‘— iiber
stetig

Q, . Wir erhalten also £2(M) = H (D*,v oy 23"

Um schlieBlich auf die Kohomologie iiber p - adisch analytischen Gruppen zu
kommen, betrachtet man zu der Erweiterung 0 — Q: —D* — PG(D) —0

‘ i
DF Deutsche
‘ Forschungsgemeinschaft ©




oF

Deutsche

die Hochschild- Serre-Spektralsequenz. Die Koeffizienten in den zugehérigen

Anfangstermen sind H'te‘ig (Q: » Ve, Z:h) . Unter den zusitzlichen An-

s

nahmen p#*2 und V ZP - Torsion lassen sich diese vereinfachen zu

- Ax sh, _ - x y
Hstetlg (Qp’velp Zp ) = Hs'_e“g (lp,V) sz W(th) ;

insbesondere sind diese Gruppen =0 fiir »30,1.

H.-W. Henn (Heidelberg)
Die Struktur der Moduln periodischer Familien

Der Modul periodischer Familien fiir einen BP,BP Comodul M, der durch
das Landweber-Ideal lp,n = (VO"”'V;\—l) annulliert wird, wurde nach Miller
und Ravenel reduziert auf die Berechnung der stetigen Kohomologie der

pro - p - Sylow Gruppe S_ der Einheiten im Endomorphismenring E_ der
Hondaschen formalen Gruppe der Héhe n iiber IFq , g=p" (mit geeigneten
Koeffizienten).

Danach wurden strukureile Eigenschaften der Kohomologie H;te“g (Sn,IFp)
diskutiert:

Satz. a) H;tetlg (S'n,lF'p) ist eine endlich erzeugte Algebra.

b) Im Fall (p-1)|n ist diese Algebra ein endlich-erzeugter Modul iiber
einer Polynomalgebra: le[x] .

c) Im Fall (p-1)!n erfiillt H (5,,F_) Poincare-Dualitit der Dimen-

stetig
sion n?
H (S F) 2, (Holo F))
stetig n'pl T/ (Hst'etig (Sh’ P ) N

E. Ossa (Wuppertal)
Periodizitéiten in der stabilen Homotopletheorie

Der erste Teil des Vortrages befaBte sich mit den Implikationen der Morava-
schen Theorie fiir Berechnungen in der stabilen Homotopie der Sphiren. Zur
Illustration wurden die a - ,B- und vy - Familien mit Hilfe der Novikov-
Spektralsequenz konstruiert. Fiir die Frage der Nicht-Trivialitit der B - und
v - Familie sind die Resulate iiber die Moduln vy - und v, - periodischer
Familien, die sich aus der Betrachtung als' Kohomologie p - adischer ana-
lytischer Gruppen ergeben hatten, ein wesentlicher Input in die chromatische

Spektralsequenz.
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Im zweiten Teil wurden neuere Entwicklungen in der Homotopietheorie skiz-
ziert. Fundamentales Ergebnis ist hier der von Hopkins bewiesene

Nilpotenz-Satz. Sei f : IXX — X Selbstabbildung des endlichen p -lokalen
Spektrums X . Induziert f die Nullabbildung in jeder Morava - K - Theorie
(ist also K(n), (f) = O fir Osns), so ist f selbst nilpotent.

Man erhalt schlieBlich eine Stratifizierung der Homotopiekategorie solcher
Spektren X durch die zueinander dquivalenten Bedingungen

(i) K{n-1),X = 0 und Kn) X # 0
(ii) X hat nicht-triviale v, - Abbildung. .

Weiter wurde gezeigt, daB fiir ein solches X mit nicht-trivialer v, - Abbil-
dung f die folgenden Ringe F - isomorph sind: (i) Z/plv_ 1, (ii) das Zentrum
von [Z*X;X] und (iii) die von den v, - Selbstabbildungen erzeugte Unter-
algebra von [X"X;X].

Berichterstatter: A. Huber (Miinster)
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