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Einleitung

Die Arbeitsgemeinschaft Geyer-Harder fand unter der Leitung von G. Harder und T.
Zink statt. Ziel war die Gewinnung eines Uberblicks iiber die verschiedenen Aspekte
der Theorie der Shimura-Varietiten.

Hierbei handelt es sich um Objekte der algebraischen Geometrie, deren klassisches Bei-
spiel die Quotienten I'\ H der oberen Halbebene nach einer arithmetischen Untergruppe
' C SLy(Z) sind. Allgemein sind Shimura-VarietdtenDoppelquotienten der Gestalt
Sk,(C) = G(Q\X x G(Ay)/ Ky, wobei G /Q eine reduktive algebraische Gruppe, X eine
G(R)-Konjugationsklasse von gewissen Morphismen h : Sg — G und K; C G(Ay)
eine offen-kompakte Untergruppe ist. Diese Quotienten sind dann endliche disjunkte
Vereinigungen von quasiprojektiven komplexen Varietdten und haben ein kanonisches
Modell iiber einem Zahlkorper. '

Im ersten Teil der Tagung wurden die Bedingungen, die an das Paar (G, X) gestellt

werden, erldutert; dazu verwendet man die Theorie der Wurzelsysteme von algebrai-
schen Gruppen und deren Klassifikation. Anschliefend wurden die Varietiten Sx(C)
iiber C kompaktifiziert, was auf mehrere Arten geschehen kann. Unabhingig davon
wurde der Begriff des kanonischen Modells einer Shimura-Varietit eingefiihrt; das ist
im wesentlichen ein Schema M(G, X) tiber einem Zahlkorper, das iiber C isomorph zu
Sk (C) ist, zusammen mit einer Operation der Galois-Gruppe, die der Galois-Operation
auf dem Quotienten ['\H nachgebildet ist. An dieser Stelle spielt die Tatsache eine
Rolle, daB man sich Shimura-Varietiten allgemein als Modulschemata fiir algebraische
Objekte vorstellt. In gewissen Fillen ist das klar, dann sind die Objekte abelsche Va-
rietdten mit Zusatzstrukturen, und man gewinnt die Operation der Galois-Gruppe aus
der Aktion auf den Tate-Moduln.
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Im zweiten Teil der Tagung wurde die Kohomologie von Shimura-Varietiten studiert.
Dazu verschafft man sich zunichst eine Reihe von lokalen Systemen auf Sk (C), indem
man aus den rationalen Darstellungen der Gruppe G/Q Garben auf S (C) konstruiert.
In einem Uberblicksvortrag wurden die verschiedenen Wege dargestellt, auf denen man

sich der Kohomologie nahern kann; man mu8 hier beriicksichtigen, da8 die Varietiten
Sk(C) im allgemeinen nicht glatt und nicht kompakt sind, woraus schon fiir einfache
lokale Systeme Probleme auftreten.

Ein wesentliches Hilfmittel zum Verstindnis der Kohomologie ist die Spurformel. Meh-
rere Vortrdge beschiftigten sich mit den zur Verfiigung stehenden Maglichkeiten, diese
Formel in Spezialfillen auszuwerten. Es stellt sich bald heraus, daf man hier gro
Hindernisse iiberwinden mug, insbesondere ist eine genaue Kenntnis der Punkte mo-
dulo p einer Shimura-Varietit notwendig, weswegen sich mehrere Vortrige mit diesem
Thema befafiten.

Zum Schluf der Tagung wurde noch auf einen weiteren Aspekt der Theorie eingegan-
gen, niamlich die Konstruktion von gemischten Motiven aus Shimura-Varietiten.

Vortragsausziige

B. Steinert
Hermitisch symmetrische Gebiete

Deligne folgend lassen sich hermitesch symmetrische Gebiete als Zusammenhangskom-
ponenten von reellen Konjugationsklassen X eines Morphismus h : Sg — G auffas-
sen. Hierbei ist GR eine reelle reduktive algebraische Gruppe und Sg = R¢ /RGm die
Restriktion der Skalare der multiplikativen Gruppe. Damit aus X ein hermitesch sym-.
metrisches Gebiet wird, muf man noch Bedingungen an den Morphismus & stellen,
die die Tatsache reflektieren, daB man sich X als Familie von reellen Hodgestrukturen
geben kann.

Insbesondere gewinnt man die komplexe Struktur auf X durch Einbettung in eine geeig- ,
nete Fahnenmannigfaltigkeit, und hier sind die Fahnen genau die Hodge-Filtrierungen
der Familie; so sieht man, dafl man eine der Bedingungen an * in die bekannte Griffiths-
Transversalitat ibersetzen kann. Das ist dann auch die wichtigste Bedingung; die iibri-
gen zwei garantieren nur noch, dag die Gewichte in der Familie konstant sind und daf8
der Stabilisator von k eine Cartan-Untergruppe ist (jedenfalls im wesentlichen).
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H. Esnault und E. Viehweg ‘

P. Slodowy
Baily-Borel und Borel-Serre Kompakhfiz1erung

Zuniichst wurden die holomorphen Randkomponenten eines hermitesch symmetrisches
Gebietes beschrieben, um dann die Baily-Borel Kompaktifizierung eines Quotienten I'\ X
anzugeben; hierzu miissen parabolische Untergruppen von G/Q betrachtet werden,
die die Randkomponenten beschreiben. Das Ergebnis der Kompaktifizierung ist dann
normal und projektiv. Im klassischen Fall G = SL; wurde die Kompaktifizierung als
Hinzufiigen von rationalen Punkten auf der reellen Geraden zu der oberen Halbebene
H vorgestellt.

Der zweite Teil des Vortrags befafite sich mit der Borel-Serre Kompaktifizierung, die
eine differentialgeometrische Konstruktion ist. Im hermiteschen Fall wurde gezeigt, da8
sie die Baily-Borel Kompaktifizierung dominiert, und es wurden die Fasern in einigen
Beispielen explizit ausgerechnet.

Kohomologle von Shimura-Varietiten

Man betrachtet zu einem Paar (G, X) aus einer reduktiven algebraischen Gruppe G/Q
und einer Konjugationsklasse X wie in Vortrag 1 Doppelquotienten der Gestalt

Sk(C) = GIQ\X x G(Af)/K;

Zunichst bemerkt man, daf diese Shimura-Varietiten endliche Vereinigungen von Quo-

tienten I'\ X sind, wobei I' = G(Q) N g5 K ,g;l fiir ein geeignetes Vertretersystem g; €

G(Ay) ist.
Man interessiert sich nun fiir die Kohomologie H*(Sk (C), M) der Shimura-Varietit und
fiir die Operation der Hecke-Algebra darauf.

Oft ist es giinstig, zum projektiven Limes der Sy iiberzugehen; dann studiert man auf
S := lim Sk Komplexe von Garben, die von den einzelnen Sx herkommen.

Ein interessante Klasse von Garben auf Sx wird durch rationale Darstellungen G —
GL(V) der unterliegenden Gruppe G gegeben. Dazu bemerkt man, daf jede solche
Darstellung auf nattirliche Weise ein lokales System auf S liefert, dessen Kohomologie
man verstehen will. Um dieses Ziel zu erreichen, muf8 man nun verschiedene Methoden
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anwenden, die die Darstellungstheorie reeller Lie-Gruppen sowie Aussagen tiber Lie-
Algebren-Kohomologie involvieren.

M. Fluch und A. Schmidt
Kanonische Modelle von Shimura-Varietiiten

Nach einem Satz von Deligne, Milne und Borovoi besitzt jede Shimura-Varietit ein
kanonisches Modell iiber einem Zahlkérper. Ziel des ersten Teils des Vortrages war di
Definition des kanonischen Modells und eine Erlduterung des Beweises der Existenz im
Fall der symplektischen Gruppen. Zunichst definiert man auf S(C) eine Aktion von
G(Aj) von rechts. Ein Schema M iiber einem Zahlkérper E heiflt dann Modell von
S(C), wenn M x C ~ S vertraglich mit der Operation von G(Ay) gilt.

Nun definiert man eine Operation von Gal(E/E) auf den Punkten von S, die durch die

" Einbettung von Tori T C G gegeben werden. Das macht man, indem man Gal(E/E)

durch den Isomorphismus der Klassenkorpertheorie nach T(Ay)/T(Q) abbildet.

Dann definiert man das kanonische Modell einer Shimura-Varietit als ein Modell tiber
dem Reflexkdrper des Morphismus h, so daf die Galois-Gruppe auf den speziellen
Punkten durch die oben eingefiihrte Aktion operiert. Deligne hat den Satz gezeigt,
daf das kanonische Modell eideutig ist; spiter ist dann bewiesen worden, daf jede
Shimura-Varietat ein kanonisches Modell besitzt.

In dem Vortrag wurde erliutert, daf fiir die Gruppe GS’ pn die Existenz des kanonischen
Modells aus der Tatsache folgt, daB die zugehorige Shimura-Varietit ein Modulschema
fiir gewisse abelsche Varietiten ist. Dann nimlich kann man die Galois-Operation mit
Hilfe des Satzes von Shimura-Taniyama gewinnen.

Im zweiten Teil des Vortrags wurden die Methoden und Begriffe von Pink erldutert, d

gezeigt hat, da8 man den Begriff des kanonischen Modells auf den Rand einer Shimura-
Varietit ausdehenen kann. Hierzu ist die genaue Verfolgung der Konstruktion von
Baily-Borel notwendig, da die Randkomponenten ja im wesentlichen wieder Shimura-
Varietiten zu den Levi-Untergruppen der beteiligten parabolischen Untergruppen sind.
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J. Wildeshaus

Die Konstruktion der l-adischen Garben aus den Koeffizientensystemen
Zu einem Shimura-Datum (G, X') mit Relfexkorper E und einer rationalen Darstellung
V von G erhiilt man wegen der Bedingungen an den Morphismus 4 eine Variation von
Hodgestrukturen mit unterliegendem Vektorraum V; man bezeichnet diese Garbe mit

FK(V)OO-

Unter einer gewissen Voraussetzung an G und K C G(Ay) liefert die Sequenz
K — G(A5) — G(Q,) — GL(VRQ,)

eine glatte étale Garbe auf dem kanonischen Modell, die man mit ux(V), bei_eich-
net. Die Garben sind kompatibel mit der G(A)-Aktion auf den kanonischen Modellen
M¥(G,X). Man mochte die Kohomologie dieser (Systeme von) Garben verstehen als
Moduln unter der Hecke-Algebra beziehungsweise der Galois-Gruppe. '

Der Satake-Isomorphismus liefert nun an sehr guten Stellen p eine Korrespondenz

{irreduzibleHecke — Moduln} — {Homu,(Tp(Qp),C;}/Wp(Q,)

Es folgen Beispiele, die den Fall GL; behandeln und einen ersten Blick auf Kongruenz-
relationen gestatten.

G. Krings
Der Satz von Pink - .
Zu einer Shimura-Varietit My (G,X), deren Gruppe den gleichen Bedingungen wie
im vorigen Vortrag geniigt, betrachtet man Baily-Borel-Kompaktifizierung M* und die
Inklusionen

My — MK* « M}

Diese liefern in der bekannten Weise eine Kohomologie-Sequenz
coo = HI(Mi % E,u(V)e) » H™(Mk x E,u(V')e) » H"(0M},i* Rjup(V)e) = ...

mit dem Bild der ersten Abbildung gleich Hf(Mx x E,u(V),) = @ H/(rs). Man
will zum einen Homyecke(75, H (7)) als Galois-Modul beschreiben, zum anderen auch
H(u(V)e)/HY.
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Es gilt'(Satz von Pink):

0 — P Q0) — HI (M x Q,Ve) — H (M x @, V) — PQ(-—n-1)—0

N. Schappacher
Die Kongruenzrelationen

Der Vortrag folgt im wesentlichen dem letzen Kapitel von Chai-Faltings: ,,Degenefaﬁon.
of Abelian Varieties”. Man betrachtet die Inklusion

B) € GSpgg}

von algebraischen Gruppen und das Frobeniuselement

G:=GSp2gQM:={(A

p

1

in der Hecke-Algebra zu M(Q,), wobei L = G(Z,) N M(Q,) ist.

Es wurde gezeigt, da dieses Frobeniuselement einer Gleichung vom Grad 2¢ in der
Hecke-Algebra zu M(Q,) tiber der Hecke-Algebra zu G(Q,) geniigt.

Genau bestimmt wurde das entsprechende Polynom im Fall g = 1 zu X2 — T, X 4 pTy ;
in diesem Fall kann man auch die Eigenwerte des Frobenius bei der Operation auf den
Kohomologiegruppen vollstindig bestimmen.

Fiir g > 1 ist das jedoch nicht notwendig der Fall. ' ‘

H. Maennel
Die Kongruenzrelationen reichen nicht aus

In dem Vortrag wurde das Beispiel X = I'(7)\H behandelt. Diese Kurve ist tiber
E = Q(v/-7) definiert. Man betrachtet ‘zu einem quadratischen Rest modulo /—7

6
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den Groéflencharakter 6, der urch 8(pn) = 6(~u) = u gegeben wird und dazu die Theta-
Funktion :

2xiN(p)

z) = 6(w)e™ T
Diese definiert eine Differentialform 9,(z)dz in H,** und bestimmt eine automorphe
Darstellung 7 = @ 7, von SLs. Es gilt 77 # 77 und dimni ™ = 3.

Die Form ¥;(z)dz erzeugt einen 3-dimensionalen irreduziblen Hecke-Modul in H} (7).
Nun beobachtet man, da wegen g(X) = 3 der Gal(E/E)-Modul

-HmHecke("r;U)a Hgl (X) Ql ® E))

eindimensional ist, andererseits aber die Kongruenzrelation nur eine quadratische Glei-
chung liefert.

J. Franke
Die Lefschetzzahlen fiir Heckeoperatoren

Es wurde die Lefschetzsche Spurformel betrachtet. Man geht aus von einer redukti-

ven algebraischen Gruppe G/Q und einer endlich-dimensionalen Dazstellung EvonG.

Dann betrachtet man die Summe
Y (~VTr(hps | wi,E))

der Spuren einer Funktion h beziiglich eines HaarmaBes u; auf H'(G, E), das im we-
sentlichen der Limes der Hi(SX’ (C, E)) nach K ist.
Die Summe 18t sich durch eine andere Summe beschreiben, nimlich

3 e(N(=1)EERK char p(y)K < KOl (1) X(Grys 187)0 (b iy 1)

Summiert wird iiber die G(Q)-Konjugationsklassen v von halbeinfachen Elementen in
G(Q)NG(R)". Im weiteren Verlauf wurden die einzelnen Faktoren der zweiten Summe
genauer erklart. .
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U. Weselmann

Stabilisierung

Um die Lefschetz-Fixpunkformel fiir Heckeoperatoren mit anderen Fixpunktformeln
vergleichen zu kénnen, muf man die Summe nach stabilen Konjugationsklassen zusam-
menfassen. Die Konjugationsklassen einer stabilen Konjugationsklasse von v € G(Q)
werden durch ker(H'(Q,G.(Q)) — H(Q, G(Q)) beschrieben. Die Abbildung dieser
Menge in das direkte Produkt der entsprechenden Mengen iiber den lokalen Korpern
ist nicht surjektiv. Die Abweichung wird durch eine endliche abelsche Gruppe gemes-
sen. Die Charaktere dieser Gruppe liefern endoskopische Gruppen H. Man hofft, die
Spurformel durch Transfer von Bahnenintegralen in eine Summe von stabilen Bahnenin:
tegralen fiir die endoskopischen Gruppen H ausdriicken zu kénnen. Dieses Programm
wurde exemplarisch fiir die Gruppen G, = SL;?F und eine innere Form G, durch-
gefiihrt, wobei F ein totalreeller Zahlkérper ist.

Endoskopische Gruppen sind dann die Norm-1-Gruppen E() von totalimaginiren qua-
dratischen Erweiterungen £/F. Man erhilt Beziehungen zwischen den Multiplizititen,
mit denen eine Darstellung 7y zur Kohomologie von S beziehungsweise S2! beitrigt,
in Abhingigkeit davon, ob = Lift eines Heckecharakters auf E(! ist oder nicht.

Ch. Kaiser
Lefschetz fiir GL,/Q

In dem Vortrag wird wieder der Fall GL,/Q behandelt; nach Nlusie hat man fiir die
Spur einer Heckekorrespondenz 2" o [g] (mit ¢ € G(A%)) bei hinreichend groflem r die
Formel

(8" 0 (9] | e syl vrny) = O 1 | o

wobei tiber die Fixpunktmenge der Korrespondenz summiert wird. Die Summanden
¥ sind die durch " o [g] auf den Halmen y(V'); . induzierten Automorphismen.

Es gilt nun, diese Summe weiter zu beschreiben, wobei man die modulare Interpreta-
tion der Modulkurve ausnutzt. Als Ergebnis erhilt man eine Summe iiber elliptische
Elemente in G(Q), wobei die Summanden nun im wesentlichen Orbitalintegrale sind.
Man kann nun mit der topologischen Spurformel vergleichen.

8
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H. Reimann
Sigma-Konjugationsklassen in algebraischen Gruppen

Dieser und der folgende Vortrag stellen technische Hilfsmittel fiir die Bestimmung von
Fixpunkten auf Shimura-Varietiten modulo p bereit. Die Techniken sind aber auch fiir
sich genommen hochst interessant. ’

Man fiihrt den Begriff der o-Konjugationsklassen B(G) einer reduktiven algebraischen
Gruppe G/Q, ein. Dabei ist o der Frobenius von L := Q;" iiber Q,. Mit den Arbeiten
von Kottwitz erhilt man ein funktorielles kommutative Diagramm von Abbildungen
punktierter Mengen mit exakten Zeilen: - . .

HY(F,G) - B(G) —  N(G)
1 1 1
AG) < mGr — m(G)FeQ

wobei N(G) = (Int(G(L))\Hom (D, G)) <>, D der Protorus mit Charaktergruppe Q, m;
die algebraische Fundamentalgruppe, I' = Gal(Q,/Q,) und A(G) Torsionsuntergruppe
in m (G)r ist.

Der mittlere vertikale Pfeil wird durch das kommutative Diagramm
b € XJ(T) — X.(T)
‘ |
Nk/(u(mk)) € B(K) — m(D)r

beschrieben, wobei K/L eine endliche Erweiterung ist, iiber der T zerfillt; 7x ist Prim-
element in K.

J. de Jong
Abelsche Varietiten iiber endlichen Kérpern
Der Vortrag gliederte sich in zwei Teile, in denen die Begriffe der viruellen abelschen

Varietit iiber einem endlichen Korper und der CM-abelschen Varietit iiber F, erldutert
wurden.

Um eine viruelle abelsche Varietéit A iiber F,~ zu definieren, geht man von einer abel-
schen Varietit A tiber F, bis auf Isogenie prim zu p aus. Weiter betrachtet man Abbil-
dungen u : 0"(A) — A, wobei 07(A) der r-fache Frobeniustwist von 4 ist; auBerdem

9

Forschungsgemeinschaft

o



UFG

Deutsche
Forschungsgemeinschaft

soll u eine Isogenie prim zu p sein. Dann bezeichnet man ein solches Paar (A, u) als
virtuelle abelsche Varietit.

Wie im klassischen Fall abelscher Varietiten fithrt man den Begriff der c-Polarisierung
ein; dazu fiihrt man ihn auf die Q-Polarisierung der zugrundeliegenden Isogenieklasse
zurtick und fordert zusitzlich eine Identitit zwischen u und . '

Nun kann man die Kategorie der virtuellen abelschen Varietiten bis auf prim-p-Isogenie
zusammen mit einer c-Polarisierung einfiilhren. Man zeigt, daB sich diese Kategorie
dhnlich wie die von gewdhnlichen abelschen Varietiten tiber Fp~ verhilt.

Im zweiten Teil des Vortrages werden CM-abelsche Varitéiten tiber F, eingefthrt. Fu
fast alle Stellen ! # p erhilt man Isomorphismen V ® Q; — Hy(A,Q;), die mit gewissen
natiirlichen Zusatzstrukturen vertraglich sind.

Fiir die tibrigen Stellen v erhilt man eine Obstruktion in der Gruppe X ‘(Tr(")) Das
Produkt dieser Obstruktionen in dem globalen Objekt ist 1.

J. Steenbrink ,

Fixpunkte von Frobenius-Hecke-Korrespondenzen

Fiir eine Primzahl p sei § = Sk» (k) die Reduktion modulo p einer Shimura-Varietit vom
PEL-Typ. Man hat einen Frobenius-Morphismus ¢ : § — S und fiir g € G(A%) eine
Hecke-Korrespondenz §' < § x § mit §' := SK:(k),K;’ := gK?g¢~! N K*. Ein Fixpunkt
z' von &7 o f istein z' € S’ mit $’az’ = bz', wo a : §' — S die natiirliche Projektion ist
und b durch Rechtsmultiplikation mit g induziert wird. Solchen Fixpunkten éntsprechen
viruelle abelsche Varietiten iiber k, := k° mit c-Polarisierung. Die Anzahl solcher Fix-

punkte innerhalb einer Isogenieklasse wird dann mit Hilfe getwisteter Bahnenintegrale
bestimmt.

Zu einer Darstellung p : G — Aut (W) gehohrt ein lokales System F auf Sk». Die
Spur von &/ o f auf dem Hlam F,. eines Fixpunktes wird berechnet als trp(vo), wobei
7o kanonische eine virtuelle abelsche Varietit zugeordnet ist.

10
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R. Schulze-Pillot

Die Kottwitzinvariante

Fir die Tripel (70,7,6) wird eine Invariante mit Werten in der Kottwitz-Gruppe K (I, Q)
definiert. Dabei ist 7o ein halbeinfaches Element der Gruppe G(Q), das in G(R) elliptisch
ist, v = (70) € G(Ay) ist G(A%)-konjugiert zu vo. und 6 € G(L,) ist so, da Né =
60(8)...0"1(6) in G(Q,) zu 7o konjugiert ist. Weiter ist L, /Q, unverzweigt vom Grad
r, Iy := Stabg(7,). Ferner ist der o-Konjugationsklasse von é in B(G)Q, unter der
natiirlichen Abbildung B(G)Q, — m(G)r(y die Einschrinkung von —u, € m(G)
zugeordnet, wobei 4, aus dem vorgegebenen Cocharakter p4 : G — G,3q gewonnen
wird. ‘ :

Es wird dann gezeigt, da8 a(v;,7,6) genau dann gleich 1 ist, wenn es eine virtuelle
c-polarisierte B-abelsche Varietit iiber k. gibt, die durch die Zuordnung des vorigen
Vortrages auf (70,7, 6) fithrt. Dabei muf noch zusitzlich y0v§ = ¢! gelten, und §(1 ®
7))~! muB ein Gitter in V ®Q, L, stabilisieren.

S. Bocherer
Die Auswertung der Lefschetz-Spurformel

Es wurden die einzelnen Terme erklirt, die nach Kottwitz den Beitrag der Parabolischen
in der Spurformel bilden. AnschlieBend wurde eine spezielle Klasse von Shimura-
Varietidten behandelt, nimlich solche, die zu Divisionsalgebren mit Involutionen der 2.
Art gehren. Hier zeigt man mittels der Lefschetzschen Fixpunktformel die Existenz
A-adischer Darstellungen.
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]. Stienstra

Gemischte Motive in Shimura-Varietiten

Ziel des Vortrages war ein Ausblick auf die Konstruktion gemischter Motive in Pi-
cardschen Modulflichen mit Hilfe der Hecke-Algebra aus der Beziehung zwischen der

inneren Kohomologie, der kompletten Kohomologie und derjenigen des Randes.

Berichterstatter: Sven Maurmann
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