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Die Tagung fand unter der Leitung von J.Ctintz (Heidelberg) , J.-B. Bost
(Suresnes, Frankreich) Wld J. Lott (Bonn) statt. Im Mittelpunkt des Inter­
esses stand das Kennenlernen grundlegender Methoden und Fragestellungen
des Gebiets der nichtkonunutativen Geometrie.

Die nichtkommutative Geometrie ist eine neue mathematische Disziplin
und ein Brennpunkt aktueller mathematischer Forschung. Sie basiert auf
einer Erweiterung der klassischen globalen Methoden der Differentialgeome­
trie (Differentialformen, Vektorraumbündel, charakteristische Klassen 1 1<­
Theorie usw.) auf nicht kommutierende Variablen (wie sie etwa in der Quan­
tenmechanik aber auch in vielen Anwendungen innerhalb der Mathematik
vorkommen). "Nichtkommutierende Variablen" werden dabei als Elemen­
te von gewissen nichtkommutativen Algebren (typischerweise C*-Algebren
oder geeignete Vnteralgebren von C*-Algebren) verstanden. Diese Algebren
werden dann in Analogie zu Algebren von stetigen Funktionen auf topologi­
sehen Räumen oder von differenzierbaren FUnktionen auf Mannigfal tigkeiten
behandelt. Natürlich können aber auch, im Sinn einer "nichtkommutativen
algebraischen GeometrieH

, allgemeinere nichtkommutati ve Ringe oder AIge­
bren betrachtet werden. Die Grundidee der nichtkommutativen Geonletrie
ist, wie in der algebraischen Geometrie, die Ersetzung eines Raurnes durch
eine Algebra, bei der aber zugelassen wird, daß sie nichtkommutativ sein
kann. Für solche Algebren kann topologische (Wld algebraische) K-Theorie
und eine Homologie/Kohomologie-Theorie vom de Rham Typ (zyklische {(o­

homologie) entwickelt werden. In der nichtkommutativen Geometrie im Sinn
yon Connes wird weiter die "Geometrie", d.h. die differentialgeometrische
und die metrische Struktur, eines solchen nichtkommutativen Raumes durch
einen " Fredholmmodul" über der gegebenen Algebra bestimmt. Der F)-ed­
hohmnodul, der die Geometrie einer Riemannschen (Spin-) Mannigfaltigkeit
M bestimlnt, entspricht hierbei denl Diracoperator, der einen I?redhohnmo­
dul über der Algebra der glatten FUnktionen auf M definiert. Die in der
nichtkommutativen Geometrie entwickelten Methoden stellen eine wesentli­
che Bereicherung des Arsenals der Mathematik zur Behandlung einer großen
Anzahl von Fragestellungen sowohl in der Mathematik (Blätterungen, topo­
logische dynamische Systeme, Indexsätze und ihre Konsequenzen, Novikov­
vermutung, Knotentheorie, harmonische Analyse usw.) als auch .in der ma­
thematischen Physik (Quantenfeldtheorie, Quanten-Hall-Effekt, Standard­
modell, usw.) dar.
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Vortragsauszüge:

Stefan Kühnlein

1. K-Theorie

Der KO- FUnktor in der topologischen K-Theorie wird eingeführt, das Serre­
Swan-Theorem dient dann dazu, K o für C*-Algebren zu definieren. K n wird
motiviert und die Bottperiodizität für C*-Algebren bewiesen. Die Pimsner­
Voiculescu-Sequenz wird eingeführt. Dann werden Ko und I< 1 für eine Reihe
von C*-Algebren berechnet. .

Michael Spieß

2. Dirac-Operatoren

Zunächst wurden Spin-Strukturen auf Vektorbündeln über Mannigfaltigkei­
ten eingeführt und gezeigt, daß sie genau dann auf dem Vektorbündel E
existieren, wenn die 2. Stiefel-Whitney-Klasse von E verschwindet. Dann
wurde für VektorbUndel mit Ci(X)- Modul-Struktur und gegebenen Zusam­
menhang der Dirac-Operator D auf den Coo-Schnitten des Bündels definiert.
D ist ein eHiptischer selbstadjungierter Differentialoperator 1. Ordnung.
Schließlich wurde für verallgemeinerte Laplace-Operatoren ß auf kompak­
ten Mannigfaltigkeiten die Weyrsche Asymptotische Formel vorgestellt.

Jens Franke

3. Fredholmmoduln und K-Zykel

Motiviert durch ein Problem und eine !(onstruktion aus der Theorie der
elliptischen Pseudodifferentialoperatoren wurden Prä-Fredhoimmoduln und _
Fredholmmoduln eingeführt. Es wurde gezeigt, daß beide Klassen von Mo- .,
duln zur selben K-Homologieführen. Außerdem wurden noch K-Zyklen (d.
h., unbeschränkte Fredholmmoduln) eingeführt und der auf Baaj und Juig
zurückgehende Zusammenhang zwischen diesen und den gewöhnlichen Fred-
holmmoduln vorgestellt. Für K-Zyklen und Fredhoimmoduln wurde der Be-
griff der p-Summierbarkeit eingeführt.
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Alexander Schlnidt

4. Fredholmmoduln und K-Homologie

In Verallgemeinerung von topologischer K-Homologie von CW·Komplexen
wird die K·Homologie nicht notwendig korrunutativer C*-Algebren eingeführt
und zwar als Fredholmmoduln modulo Homotopie. Die Homotopie wird
über eine stetige Familie von Hilberträwnen, sogenannten Hilbertmoduln,
eingeführt. Eine Indexpaarung wird definiert. In Verallgemeinerung werden
stetige Familien von FrOOholmmoduln betrachtet, was zur Definition der bi­
varianten K-Theorie von Kasparov führt.

Vincent Lafforgue

5. Bivariant K-Theory

We defined KK-Theory for 7l/2 gradOO C*-algebras, then we discussed the ­
following classical example: Let F E K K(C(A), C(B» ( with A ---+ B some
fibration of Coo-compact manifolds) be some continuous family (parametri­
zoo by B) of elliptic pseudodifferential operators of order 0 on some vector
bundle, and G E K K(C(B), C) be an order 0 elliptic pseudodifferentiaJ J.

operator on B. In order to get some element in K K(C(A), C), yau must
consider (; same" connection " of G, and set H = Ml/2(F ® 1) + N 1/ 2G,
where M and N are some truncations at the level af symbols. If Fand Gare
associated to order 1 differential operators D and 1Y, you may take H to
be associated to the order 1 elliptic differential operator on A: (D® 1+ lY),
but this corresponds to another kind of truncation which involves a choice
of horizontal subspaces, and therefore doesn't suit to the general case (but
it works for instance for the external product). Then we stated Kasparov's
product theorem, and gave two features of the proof. This theorem asserts
that there exists a product K K(A, B) x K K(B, C) ---+ K K(A, C) which
is associati ve and generalizes classical operations, as the pairing between
K-theory and K-homology.

Christian Kaiser

6. Poincare-Dualität und Anwendung

~s wurde der Beweis "der folgenden Dualität skizziert: M kompakte glatte
Manigfaltigkeit, dann existiert ein Isomorphismus: K.(M) -=-. J(*(T* M).
Die Beweisstrategie ist folgendennaßen : Man konstruiert das Inverse des
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obigen Isomorphismus allgemeiner: [(*(T* Al x N) ~ K [«G(M), G(N)),
für N lokalkompakt, indem man Elemente der !(-Theorie durch Clifford­
sYlnbole repräsentiert und diesen eine Familie von Pseudodifferentialopera­
toren zuordnet. Die Abbildung w· führt zur Definition des Gysinmorphis­
mus f!E K K(G(M), G(N» für K-orientierte f : M --+ N, bzw. allgemeiner

fUr Korrespondenzen [ M !2- Z Ä N], 11 proper, /2 K-orientiert. Ent­
scheidend ist, daß dies funktoriell ist, bezüglich Verknüpfung einerseits, und
Kasparov-Produkt andrerseits. Als rein formale Konsequenz erhält man:
a)Die obige Dualität.
b)Den Thom-Isomorphismus für K-orientierte Mannigfalt igkei ten.
c)Den Atiyah-Singer-Indexsatz.

Erasmus Landvogt

7. Einführung in die zyklische (Ko)Homologie

In der nichtkommutativen Geometrie übernehmen die Hochschild Homologie
und die zyklische Homologie die Rolle der Differentialmoduln und der de
Rham-Kohomologie. In diesem Vortrag wurde für einen komnlutativen Ring
k und eine nicht notwendig unitale k-Algebra A die Hochschild HOITlologie
H H*(A) als Homologie des Komplexes

und Hochschild Kohomologie als I<ohornologie von

Hom(k,Ä*)~ Hom(A,A*) ~ Horn(A02 ,Ä)~ ...

Außerdem werden drei Definitionen der zyklischen Homologie He. ge­
geben:
a) Als HOIllologie des Totalkomplexes des zyklischen Doppelkornplexes

GC.. (A)t
b) als Homologie des Connes-Komplexes C",(A) und _
c) als Homologie des Totalkomplexes des B-b-Komplexes B(A). •

Auf dualer Weise erfolgen die Definitionen im kohomologischen Fall. Ist
Q c k so liefern a) und b) die gleiche (Ko)Homologie. Ist A uni tal, so lie­
fern a) und c) die gleiche (Ko)Homologie. Schließlich wird die SBI-Sequenz,
die einen Zusanunenhang zwischen Hochschild- und zyklischer Homologie
herstellt t vorgestellt:

... ~ HHn(A) ~ HGn(A) ~ HCn-2(A)~ Hfln_1(A) ~ ...
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Thomas Schick

8. Zyklische (Ko)Homologie und de Rham Theorie

Für Frechet-Algebren wird HH~ und HC:op eingeführt.

Satz: Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

H H~(COO(M» ~ (nn(~»' == 'Dn(M) = De Rham currents

HC~(COO(M» ~ Ker ~ EB Htn~2)(M) EB Htn~4)(M) ffi ...

wo i<er d~ C 'Dn(M)
Danach betrachten wir eine kommutative Algebra A mit Eins. Wir führen
Differentialformen 0A und de Rham-Kohomologie HdR(A) ein.

Satz: Sei A formal glatte kommutative k-Algebra mit 1, Q Ck. Dann gilt:

11Hn(A) ~ nÄ (Isomorphismus von k-Vektorräumen)

IfCn(A) ~ nn/dnn - 1 EB H~~-2)(A) EB H~~-4)(A) EB ...

Bernhard Köck

9. Indexformel

Es wurde eine Fonnel für die in Vortrag 4 eingeführte Indexpaarung:

K*(A) x K*(A) -+ &::

zwischen der K-Hotnologie und der gewöhnlichen algebraischen K-Theorie.
K.(A) einer Algebra über C entwickelt und bewiesen. Hierzu wurde der ­
Chern-Charakter ch*(H, F) eines endlich summierbaren Fredholmmoduls
(H, F) als Element der zyklischen Kohomologie HC*(A) und der Chern­
Charakter ch.(e) einer idempotenten Matrix e E Mr(A) als Element der
zyklischen Homologie HC.(A) konstruiert. Dabei ist ch*(H, F) als ein Er­
satz für die gewöhnliche Integration von Differentialformen anzusehen, und
ch*(e) ist eine Liftung des klassischen ehern-Charakters von der de Rham­
Kohomologie in die zyklische Homologie. Die Indexfonnel besagt nun, daß
folgendes Diagramm kommutiert:

J(*(A) x K.(A)
Indexpaarung

:l

ch·x eh.1 lbn
HC·(A) x HC.(A)

Kronecker-Paaruug
I k
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Hp·(B)

r
Hp·(J) +-- Hp·(A)

1

HP.(A) = H.(limX(TAI(JA)n)) ~ H.(limX(P/sn» t

"n ~

berechnet die periodische zyklische Homologie für sogenannte quasifreie Al­
gebren, die durch eine Lifteigenschaft charakterisiert werden. Für beliebiges
A ist

Der aus der Algebra O· Ader nichtkonunutativen Differentiale erhaltene de
Rham -(Super)-.Konlplex

11. Bivariante periodische zyklische Kohomologie

H P*(A, B) = H.(HomPro-v(X(TAI(JA)CX» ,X(T BI(J B)OO»

wobei X(TAI(JA)OO) der Pro-(Super)Komplex X(TAI(J A)n»nEN ist und
Homomorphismen von Pro-Vektorräulnen genolnlnen werden. Es ist

Ziel des Vortrags ist der folgende Ausschneidungssatz von Cuntz-Quillen
in der periodischen zyklischen Kohomologie Hp·:
Ist 0 -+ J --+ A --+ B ~ 0 eine Erweiterung von (nicht notwendiger­
weise unitalen) Aigebren über einen Körper der Charakteristik Ot so gibt es
eine natürliche exakte 6-Term Folge

Uwe Jannsen

Bernhard I(eller

10. Ausschneidung in der zyklischen (Ko)Homologie

wobei 0 --+ JA --+ TA --+ A --+ 0 die kanonische Darstellung durch
die (nicht unitale) Tensoralgebra TA ist, bzw. 0 --+ S -+ P --+ A --+ 0
eine beliebige Darstellung von A durch eine quasifreie Algebra P . Die bi­
variante Theorie wird definiert durch

Im Beweis folgen wir der historischen Entwicklung: wir beginnen mit Wod­
zickis Ausschneidungssatz in der zyklischen Homologie t den wir nach der

.Methocle. von .0l!C~JOI}_~o. ucclql1e Qe"Yeise_I}~. Als_nä~:l1s~~~ zeiget) yvjr den ~.atz

in der periodischen Theorie unter der zusätzlichen Annahme, daß J approxi­
mativ H-unital ist (nach Cuntz-Quillen). Unter der Benutzung der Tatsache

t

daß jedes Ideal einer Tensoralgebra approximativ H-unital ist, leiten wir dar­
aus den allgemeinen Fall her (nach Cuntz-Quillen).
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HP*(k, B) = HP*(B) und HP*(A,k) = HP*(A) für den Grundkörper k,
und durch konsequente Betrachtung von Pr(}-Objekten (auch Pro-Algebren,
usw. ) zeigt man die guten Eigenschaften der Theorie: Ausschneidung in bei­
den Variablen, Homotopieinvarianz und Moritainvarianz. Ein. Algebrenho­
momorphismus f/J : A -+ B induziert eine Chernklasse eh(</» E H PO( A, B),
und die Transformationen (/J. : H P*( -, A) --+ H P*( -, B) und
</>* : H P*(A, -) ~ H P·(B, -) hängen nur von ehe</»~ ab. Der Satz von
Goodwillie läßt sich dazu verschärfen, daß für ein Ideal 1< C A und r E

N, eh(tr) E H PO(AI Kr, AlK) ein Inverses besitzt für 1r : AIKr -+ AlK
die kanonische Projektion.

earl-Friedrich Bödigheimer

12. Bivarianter ehern-Charakter

Für zwei separable C*-Algebren A, B wurde der bivariante Chern-Charakter .~

Ch : K K.(A, B) -+ H P*(A, B)

von einer algebraischen Version der KK-Theorie in die bivariante periodi­
sche zyklische Kohomologie definiert. Dazu wurde die KK-Theorie (nach
Cuntz) beschriehen als: K Ko(A, B) = [qA, Moo(B»), die (differenzierbaren)
Homotopieklassen von Homomorphismen qA -+ Moo(B), den unendlichen
Matrizen über B. Dabei ist QA = A * A das freie Produkt, beschrieben als "­
Vervollständigung der universellen Algebra erzeugt von linearen Symbolen
x und QX (x E A), mit der Relation

q(x . y) = x . qy + qx . y - qx . qy

und qA ist das von den Symbolen qx erzeugte Ideal in QA. Man zeigt nun,
daß qA stabil äquivalent zu q2 A = q(qA) ist und kann deshalb einfach das
Kasparov-Produkt

# : ](Ko(A, B) x K Ko(B, C) ----+ K Ko(A, C)

durch Komposition definieren; es ist bilinear und assoziativ. Da nun
H PO(A, B) = Ho(Honl(X(TAI(J A)OO), X(TBI(JB)oo» ist, liefert ein Ho­
momorphismus </>: qA -+ Moo(B) zUliächst ein Element eh(</» in
H PO(qA, Moo(B». Dieses Element wird noch mit gewissen invertierbaren
Elementen in H PO(A, qA) und H PO(Moo(B), B) von links, bzw. rechts mul­
tipliziert, wodurch man das Element eh(</» E HPO(A, B) erhält. Offenbar
ist eh multiplikativ. Für KKt(A, B) ~ H pl(A, B) geht man analog vor.
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Ehnar Schrohe

13. Dixmier-Spur und nichtkommutatives Residuum

Vorgestellt wurde zunächst die Konstruktion von Spuren auf dem Ideal
.c.(1,00) aller kompakten Operatoren, deren singuläre Werte die Relation

1 N-l

sup (IN L /Ln) < 00
N og n=O

erfüllen. Man erhält die Familie {Trw } von Spuren auf .c(1,oo) , parametri­
siert durch eine Familie von FUnktionalen auf Cb(l, (0), angedeutet durch
den Index w . Der zweite Punkt war das nichtkommutative Residuum, das
1984 von Wodzicki (und unabhängig von Guillermin ) entdeckt wurde. Es
ist die einzige Spur (bis auf skalare Vielfache) auf der Algebra aller klas­
sischen Pseudodifferentialoperatoren auf einer kompakten Mannigfaltigkei t

M. Nun ist leicht zu sehen, daß Pseudodifferentialoperatoren der Ordnung n
auf eineIn Vektorbtindel E über M, Elelnente in .c(1,00) (für den Hilbertraunl
L2{M;Et)--liefern,- aufdfeserrfRaum shld älso-beide Spüren -aeffnlert.--Wie
Connes 1988 zeigte, stimmen diese überein. Der Beweis dieses Satzes wurde
angedeutet.

Anton Deitmar

14. Das " Wörterbuch" von Connes

Will die nichtkorrunutative Geometrie eine Erweiterung der klassischen kom­
mutati yen Geometrie sein, muß sie zunächst alle Begriffe der klassischen
Geometrie abbilden. Man muß also topologische Räume, Mannigfaltigkeiten,
Riemannsche Metriken, Volumenformen, Hausdorffmaße, usw. mit nicht­
kommutativen Mitteln darstellen können. Diese Übertragung klassischer in
nichtkommutative Begriffe findet im Wörterbuch statt. lbpologische Räume
etwa, zumindest die lokalkompakteu, werden durch C-*Aigebren dargestellt.
Komplexe Variablen durch Operatoren auf Hilberträumen, Einsetzen dersel­
ben in holomorphe FUnktionen wird übersetzt in den holomorphen Funkti0­
nalkalkül. Glatte Mannigfaltigkeiten entsprechen dichten Unteralgebren, die
abgeschlossen unter glattem FUnktionalkalktil sind. Die wichtigsten Begriffe
der Differentiation und Integration gehen über in I<onunutatoren mit Pha­
senoperatoren und Spurfunktionale. Differenzierbarkeit einer Funktion ent­
spricht der Frage, in welchem Operatorideal der Kommutator mit Fliegt.
In speziellen Fällen wie den stetigen Funktionen auf der Kreislinie findet
man klassische Integrale wie das Wegintegral der l<omplexen Analysis oder
Hausdorffmaße auf Jordankurven durch Spezialisierung wieder.

8
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John Lütt

15! The Standard Model in NODcommutative Geometry

I talked about joint work with Alaio Connes which formulates the stan­
dard Inodel of particle physics in the language of noncommutative geometry.
I first wrote the Lagrangian of the standard model, as a classical field theory
on Minkowski space. Then I described the finite-point space F such that the
Yang-Mills action on R4 x F reproduces the Lagrangian of the standard
m0del. Finally, I discussed how to define aod compute the Yang-Mills action
in noncommutative geometry, using a complex of differential forms which is
adapted to the Fredholm module.

Jürgen Eichhorn

16. Die Novikovvermutung und ihre geometrische Motivation

Es wurden die Grundlagen der Surgery-Theorie vorgestellt: Poincarekomplexe,
Spivacbündel, "nonnale Abbildungen und Bordismen, Wallgruppen, algebrai­
sche Poincarekomplexe und Mishenkos sylnmetrische Signatur. Sodann die
Novikovvermutung, d.h. die Homotopieinvarianz von

(L(M)f*a, IM»,

f : At -. B rr , a E //*(Br.; Q).
Schließlich wurde der 1. Mishenkosche Beweis für die Richtigkeit im Fall

B1r geschlossene Mannigfaltigkeit mit K :5 0 skizziert. ~

Saris Vaillant

17. Beweis der Novikovvermutung nach Connes-Moskovici

Der Signaturoperator iJ auf L2 (AT* Nt) ist invertierbar modulo der Algebra
rl-2.r (HIn die diagonale konzentrierten) Glät.tungsoperatoren
Cgo(M Xr Nt, AT* M#(AT* Mt) =: J. Die Paarung seines K-theoretischen
Index indrD E Ko(J) --+ Ko(Cr0R.) mit einem Gruppenkozykel c via der

Abbildung c : Ifn(r) --+ Hr(Cr)~ H~(Cr0R.)kann identifiziert werden
mit (L(A1) U lI*c, [MI), wo 11 : M --+ BI' die klassifizierende Abbildung der
uni verseHen Überlagerung Nt ist. Da indrD unter der Abbildung
/ : CI' 0'R --+ c;r ® K, auf die homotopieinvariante Miscenko-Signatur in
Ko(C;r) abgebildet wird, bedarf es einer Methode, die Paarung

9
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(ch(indrD), r(c)#tr) über er (:) 'R auf eine Algebra in c;r (9 K. rnit
derselben K-Theorie wie c;r auszudehnen.

Gregor Weingart

18. Die Novikovvermutung für hyperbolische Gruppen

Hyperbolische Gruppen tragen eine Wortmetrik (zu einer endlichen Men­
ge von Generatoren), die einem einfachen Axioln genitgt. Dieses hat einlge
schöne Konsequenzen, so daß diese Gruppen ähnlich zu diskreten Unter­
gruppen von Isometriegruppen l-zusamnlenhängender l\1annigfaltigkeiten
mit K ~ € < 0 sind, u.a. ist die C;r-Norm des Faltungsoperators 'ljJ f---+ x*'l/J,
x E cr, abschätzbar mit Hilfe der·Haagerup-Ungleichung.

Daneben gibt es ein Resultat von Gromov, daß jede Klasse in
Hk(r, C) := Hk(Br, C), k 2:: 2, einen beschränkten Repräsentanten c hat,
I c(go, ... ,9k) I~ C < 00, Vg, .. [)eshalb kann man den zu c gehörenden

_.- --zyklischen--!(ozykel Tc-äuf eine Zwischenajgc"bra i3~-- tr®n c· i3- C- c;r--0-k-
(R Glättungs-, K. kompakte Operatoren) fortsetzen.

Wir haben folgendes Diagramm

I

l

lJ... .J\,t
)

( \

\,
j1

I'

alM,<!>]

j<o(c;r) ~ Koß

[indc;rDI ~ [k]

j(o(cr 0R)

lindrDj

C
höhere
Signatur

Daraus folgt: Da alM, <!>l eine orientierte HOInotopieinvariallte ist, sind.
es auch die höheren Signaturen.

Berichterstatter : Christian Valqui
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