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Tagungsbericht 14/1997

Die Riemannsche Zetafunktion
06.04. bis 12.04.1997

Diese Arbeitsgemeinschaft wurde von J. Briidern (Stuttgart), A. Goncharov und
G. Harder (Bonn) organisiert.

Seit mehr als zweihundert Jahren steht bereits die Riemannsche Zetafunktion
im Interesse der Mathematik. Es war nun das Ziel dieser Arbeitsgemeinschaft die
im Laufe dieser Zeit gefundenen Ansitze zu wiirdigen, dabei wieder ins Gedacht-
nis zu rufen und neuere Entwicklungen aufzuzeigen. Im Mittelpunkt stand die
Riemannsche Vermutung und das Verstehen der Natur der Riemannschen Zeta-
funktion an ganzzahligen Argumenten.

Dabei wurden neben wahrscheinlichkeitstheoretischen SchluBweisen und Tech-
niken aus der analytischen Zahlentheorie auch Ansdtze aus der K-Theorie und
motivistischen Mathematik vorgestellt. Experten aus unterschiedlichen Gebieten
der Mathematik hatten sich eingefunden. Die anregenden fachlichen Gesprache
fiihrten zu einer sehr fruchtvollen und inspirierenden Atmosphire. Die gelungene
Tagung zeigte auf wie vielfiltige Weise Mathematiker in der Lage sind Probleme
anzupacken und zu l6sen.

Am Donnerstag abend wurde traditionell das Thema fiir die nichste Arbeitsge-
meinschaft im kommenden Herbst gewéhlt. Die Mehrheit der Anwesenden haben
sich fiir das aktuelle Thema:

MIRROR SYMMETRIEN

entschieden.
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Vortragsausziige

Wulf-Dieter Geyer Von Euler zu Riemann

Berichtet wurde iiber Eulers Benutzung der Zetafunktion, seine verschiedenen At-
tacken zur Bestimmung der Zetawerte an positiven und negativen ganzen Zahlen
(insbesondere verschiedene Beweise zur Berechnung von ¢(2) bis hin zu Calabis
Beweis).und sein Weg zur Funktionalgleichung von ¢(s) und der damit bedingten
Gleichung (1 —m) = —B,,/m. Als Hilfmittel wurden die Bernoulli - Zahlen ein-
gefiihrt, die Euler vor der Beschiftigung mit {(s) schon bei seiner Summenformel
begegnet waren; ferner wurde der Satz von v. Staudt - Clausen iiber die Nenner
‘ der Bernoulli - Zahlen vorgestellt.

UIf Kiihn Zetafunktionen und Funktionalgleichungen S

Die Riemannsche Zetafunktion ((s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf
ganz C und geniigt einer Funktionalgleichung. Die Lage der nichttrivialen Null-
stellen und der Wert des Residuum bei s = 1 ist bekannt. Dies folgt aus der =
Poissonschen Summenformel. Verallgemeinerungen auf Dirichletsche L-Reihen - '
und Dedekindsche Zetafunktionen wurden vorgestelit.

Die Zetafunktion fiir Funktionenkdrper besitzt ebenfalls eine meromorphe Fort-
setzung und geniigt einer Funktionalgleichung. Dies folgt aus dem Satz von
Riemann-Roch fiir Kurven. Der Beweis der dazu gehérigen Riemannschen Vermu-
tung wurde skizziert. Dieser folgt aus dem Satz von Riemann-Roch fiir Flichen.

Georg Weber Explizite Formeln
Als Grundlage bereitgestelit wurde die WEILSCHE EXPLIZITE FORMEL (A. Weil
1952).
Sei K algebraischer Zahlkérper von Grad n = 7, + 21y, Diskriminante dg; p be-
zeichne eine Nullstelle der Dedekindschen Zetafunktion (k(s) im kritischen Strei-
. fen. Fiir gewisse F' : R — C und ihre Transformierten ®(s) = [ F(:c)e("%)’ dz
gilt dann:

5 ()~ 9(0) - 2(1) = F(0)1og 126+ 5w (p)
3 v|oo

g

_ = log Np
] Pgm:idealmg—l Npm/2

Das WEiLsche Funktional W, (F) ist nach K.Barmer gegeben durch W, (F) :=
1 (%59,1 - ff—:_i;;(F(:c) + F(-z)) dz) fiir reelle v|oo, dhnlich fiir komplexe

(F(log Np™) + F(—log Np™)).
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v|oo. Fiir K = Q ergibt sich daraus VON MANGOLDTs explizite Formel:

1 oy SO 1y
5(‘1'(“0)”'(7”'0))“”"2,:7'((0) g(1 2)

durch Spezialisieren von F. Entsprechende explizite Formeln fiir DIRICHLETsche
L—-Reihen lassen sich analog herleiten.
Bewiesen wird die WEILsche explizite Formel durch Anwenden des Residuensat-

zes auf @(s)ix(—’ mit x(s) = (JJ-L) T(3)"'T(s)™(x(s) unter Ausnutzung

Ex(s) 4m27n
von -K- = -, Tt TVEP;,E. Am Rande wurde auf Diskriminantenabschatzun-
gen emgegangen
Stephan Kiihnlein Der Kohomologische Zugang

Berichtet wurde iiber Deningers Ansatz, Dedekind—Zetafunktionen zu verste-
hen. Hierzu wurde ein kurzer AbriB von l-adischer Kohomologie von glatten,
projektiven Kurven C iiber Fy, (I /lg). gegeben. Fiir diese Situation wurde
nach Einfilhrung des Begriffes der regularisierten Determinante die von Denin-
ger definierte Kohomologietheorie H*(C/L,) =: D(Hg,(ﬁ,@,)@@) bespro-
chen, wobei D ein Funktor von C[Z]-Moduln nach L,[6]-Moduln ist. Es ist
L, := C[exp(,z;’qﬁ) exp(—22L£)] und D ein exakter Tensorfunktor.

Ausgehend von dieser Tatsache wurden dann Minimalforderungen an einen (noch
zu definierenden) arithmetische Situs formuliert, die es erlauben wiirden, kom-
plettierte Dedekind—Zetafunktionen als alternierende Produkte regularisierter De-
terminanten auf der durch den Situs definierten Kohomologie zu erhalten.
Insbesondere wiirde die Existenz eines Hodge-Operators auf der ersten Kohomo-
logie die RIEMANNsche Vermutung beweisen.

Deningers Ansatz impliziert beweisbare Tatsachen, insbesondere eine Form der
WEILschen expliziten Formeln, und die Tatsache, daB 1=2 20k (s) als regulan-
sierte Determinante geschrieben werden kann, wenn s nicht von der Gestalt p— A

Cr(p) =0, A€R, ist.

Hartmut Maennel Ideen von A. Connes zur Riemannschen
Vermutung

Die Note von Connes (C.R. Acad. Sci. Paris, t.323, Series I, p. 1231-1236, 1996)
besteht aus zwei Teilen:
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A) Im ersten Teil zeigt Connes, daB es niitzlich definierte Hilbertraume M’ C H
mit einem Operator O gibt, so daB

Spec(©]x)

{it € iR |<(% +it) = o}
Spec(By) = {it € iR |L(x, % + it) = O fiir einen Dirichlet Charakterx}

Fiir 6 € R, § > 1 definiert Connes Hilbertrdume Hs mit einer Operation U der
idelklassengruppe C := J/@Q" auf H;, so daB sich fiir ¢ € Cg°(C), ¢(1) =0 als
Spur der Operation ergibt:

TrU(g) =20)+2(1) - 3} @(ox)
pE}HR-x
L(x.p)=0
mit (s, x) := Jo #(9)X(g |9|™") |gl* d*g, wobei iiber die Nullstellen entspre-
chend ihrer Vielfachheit summiert wird, sofern diese ".L,;‘ nicht iibersteigt”

B) Im zweiten (spekulativen) Teil interpretiert Connes den Hilbertraum H; als
.L2(A/Q*) “und vergleicht obige Formel mit Weil's expliziter Formel, die man
in der Form schreiben kann:

Wao(9) + D Wa(e) = 2(0) + (1) - 112 2(p, X)-
p prim PEL?‘;' :;':o. x

Die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung 138t sich damit umformulieren zu
Tr U(¢) = Weo(¢) + X, W (¢). Dies sollte nach Connes der geometrische Teil
einer Spurformel fiir die Aktion von C auf dem Raum A/Q* sein.

Alla Lavrik-Minnlin Nulistellen von ((s) 1

Es wurde iiber einen tiefliegenden Zusammenhang zwischen den Nullstellen der
Riemannschen Zetafunktion und den Primzahlen berichtet. Die Beziehung zwi-
schen dem Restglied im Primzahlsatz und dem nullstellenfreien Gebiet von ¢(s)
wurde explizit erldutert. Die nullstellenfreien Gebiete von Hadamard, de la Vallee-

Poussin und Vinogradov wurden vorgestellt und deren grundlegenden Ideen und
Methoden erklirt.

Pieter Moree Nulistellen 11
Let N(o,T) be the number of zeros p of ((s) of the form p =3 + iy, 8 > o,

4
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0 < v < T. The RH would imply that N(o,T) = 0 for o > 1. For many appli-
cations results of strength equal to those on assumption of RH can be obtained
on the assumption that

N(o,T) « TH1-o)+¢ o> %

This assurhption is known as the density hypothesis. In the talk a result of Bohr
and Landau has been proven, to the extend that N(¢,T) = O(T), 0 > } and
fixed. The proof makes use of an estimate for the second moment. The rest of

the talk was devoted to the result of Ingham, that N(0,T) < T

Helmut Maier Das probabilistische Modell und seine Grenzen

Zunichst wurde Cramér's Modell vorgestellt, das Eigenschaften der Primzahi-
verteilung aus Eigenschaften der Verteilung von gewissen Zufallsfolgen ableitet.
Sodann wurden Grenzen dieses Modells aufgezeigt. Insbesondere wurde iiber Er-
gebnisse iiber UnregelmiBigkeiten der Primzahlverteilung in kurzen Intervallen
berichtet, welche zu Cramér's Modell im Widerspruch stehen.

Tobias Dern Primzahlen in arithmetischen Progressionen I

Zunichst wurden nullstellenfreie Gebiete fiir Dirichlet L-Reihen in der Form
L(s,x) # O fiir Re(s)> 1 — c log(g(|Ims| + 2))~! mit einer absoluten Kon-
stanten c hergeleitet, wobei fiir reelle Charaktere noch eine exzeptionelle Null-
stelle zugelassen werden muBte. Diese exzeptionelle Nullstelle wurde mit Hilfe
der Siegelschen Schranke L(1,x) > c(e)g™ fiir beliebiges ¢ > 0 abgeschitzt.
Aus der expliziten Formel fiir ¥(z, x) = T,<z x(n) A(n) ergibt sich mit diesen
Abschatzungen der

SATZ VON SIEGEL-WALFISZ: Zu A > 0 existiert ¢(A) > 0, so daB fiir (a,q) = 1
und ¢ < log(z)? gilt

-z —c(A)/log(z)
¥(z,q,a) (@) +0 (ze g ) .

Als Korollar erhilt man den Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen.
Joachim Dulinski Primzahlen in arithmetischen Progressionen II

Ziel des Vortrags war es, die Sitze von Barban-Davenport-Halberstamm und
Bombieri-Vinogradov zu beweisen. Es handelt sich dabei um die beiden folgen
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Aussagen:
Sarz (BARBAN-DAVENPORT-HALBERSTAMM):

IS

9<Q amodq
(a,g)=1

z |° z?
¥(a,q,a) — w‘ < W + Qzlogz

SaTz (BOMBIERI-VINOGRADOV):

Y z 1 6
MaX amodq MaAXy<z ,q,8) — —— | K€ ——+Qz2% (logQx)°.
QSX% (ﬂ‘q‘)’i'; y< ¢(y q ) W(q) (lng)A Q ( gQ )
. Zum Beweis wurden das GroBle Sieb und dessen Anwendungen fiir die Abschitzun-

gen von Charaktersummen vorgestellt, was mit Standardtechniken, d.h. Ortho-
gonalitatsrelationen fiir Dirichlet-Charaktere und partielle Summation, sofort die
erste Aussage liefert. Fiir den Beweis der zweiten Aussage, muB die Methodik
noch verfeinert werden. Hierzu wurde der Trick von Vaughan vorgestellt.

Manfred Peter Quadratisches und biquadratisches Moment
der Zetafunktion

Motohashis explizite Formel fiir das gedampfte vierte Moment der Zetafunktion
auf der 1/2-Geraden stellt eine Verbindung zwischen Zetafunktionen und spek-
tralen Daten des Laplace-Operators zur vollen modularen Gruppe auf der oberen
Halbebene her. Dabei gehen die diskreten Eigenwerte, die Maass-Fourierkoeffizienten
der zugehdrigen Eigenfunktionen und deren Hecke-Eigenwerte ein. Die_arithme-
tische Information ist kodiert im Wert an der Stelle 1/2 der automorphen Hecke-
L-Reihen zu den Eigenfunktionen. Ein wesentliches Hilfsmittel zum Beweis ist die
Spurformel von Kuznetsov. Anwendungen bestehen in Form einer guten Asym-
ptotik fiir das ungedampfte vierte Moment

T 1 4 .
/0 J¢( 5+ it)'dt =T ajlog’ T + Ex(T), Ex(T) < TPlog®T
3=0

und dem Q-Resultat Eo(T) = Q(T/?).

Gabriele Nebe p-adische Interpolation und Kummersche
Kongruenzen
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GemiB Washington's Introduction to Cyclotomic Fields werden p-adische L-
Funktionen eingefiihrt, die im weiteren die Werte der L-Funktion an den negati-
ven ganzen Zahlen interpolieren, und schlieBlich die Kummer' schen Kongruenzen
hergeleitet.

Jorg Wildeshausen Die Werte ((1 — k) und die Struktur der
Idealklassengruppe von Q((,)

Fiir eine ungerade Primzahl p wurde zunichst ein Uberblick iiber die Arithmetik

des Zahlkérpers Q((p), Gp := e’ gegeben. Insbesondere:

SaTz vON HERBRAND: Sei C der p—adische Anteil der Klassengruppe, x der
zyklotomische Charakter und C(x‘) der Eigenanteil zum Charakter x*. Dann gilt
fiir 2 < k < p — 3 gerade: )

plBe &= C(x'™") #0.

Hauptziel des Vortrags war eine Ubersicht der wesentlichen Beweisideen vom
SATZ VON RIBET: Mit obigen Bezeichnungen gilt:

p|Be = C(x' ™) #0.

Thomas Geisser " Borel-Regulatoren

Es gibt folgenden Zusammenhang zwischen dem fiihrenden Taylorkoeffizienten
der Zetafunktion an negativen ganzen Stellen eines Zahlkérpers K und einer Re- N

gulatorabbildung: .
SATz VON BOREL: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

14+ 7y ™ gerade

Komi1(Ok) ©R =5 R™, din = 0rdy= k() = { r,  m ungerade

Beide Seiten haben eine rationale Struktur, und das Kovolumen betragt
/I D|r~ 1K@+ s (—m). Dies ist ein Spezialfall von Beilinson's Vermutungen
iiber Werte von L-Funktionen.
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Herbert Gangl Zeta-Werte und Polylogarithmen

Die Zeta - Werte o>, ;'—1; an ganzen Stellen m(> 1) wurden deformiert zu
Polylogarithmen Lin(2) = Enzlﬁ% und dann Bloch's Kriterium (von Zagier
verallgemeinert) vorgestellt, um Linearkombinationen von ¥; £Lim(z:), 2 € Q
anzugeben (und sogar vermutungsweise zu charakterisieren), die rational wieder-
um ((m) ergeben. Eine entsprechende Aussage fiir Zahikrper ist fir m = 2,3
bewiesen (Suslin, Goncharov, Zagier). Fiir imaginarquadratische Zahlkorper lie-
fert die hyperbolische Geometrie eine solche Aussage mit beschrinktem Nenner,

so daB man beweisen kann, daB
. 4n? 1+ V-7 -14+v-7
Sav=n = 51777 (ZD( ;TP '

Hier bezeichnet D(z) = Im(Liz(2) — log|z| Lir(2)) den Bloch - Wigner - Diloga-
rithmus. o .

Dan Fulea Regulatoren und Polylogarithmen

1. Motivischer Formalismus (* Working Definition” ). Die Struktur der Kategorie
Var der glatten (quasi)projektiven Varietiten iiber @ kann mittels Kohomologie-
theorien untersucht werden. Diese haben als Zielkategorien Kategorien von Vek-
torriumen (mit zusatzlicher Struktur), die iiber verschiedenen Korpern definiert
sind: Hei( X, Q(0)) € (Vekt/Q), Hor(X,Q(0)) € (Vekt/Q), Hir(X,Q0)) €
(Q[Gal(Q|Q)}-med . Es gibt Vergleichsisomorphisme nach Ubergang zu C, Q1.
o Hggy(X)®C = Hp(X) ® C, Hpr(X) ® Q = Hy(X), ... funktoriell in
X. Ein Motiv wurde als eine Ansammlung von Objekten in den verschiedenen
Zielkategorien definiert, die sich durch die Vergieichsisomorphisme entsprechen.

" Die Werte (in Q oder Q) von L-Funktionen wurden mit der Determinante die-

ser Vergleichsisomorphisme, berechnet bzgl. Q-basen , in Verbindung gebracht.
Sei Z(—n) := H"(P",Z) fiir eine beliebige (Ko-)Homologie~Theorie H,. Die
Werte von L-Funktionen stehen dann in Verbindung mit Extension—Klassen aus
Ext3(Q(0), Q(k))-

2. Konstruktion von Extension—Klassen. Zu X =P, U =P \{0,00}, V=
V, := U\ {1,z} fir z € P(Q). bilden wir (U, (Inklusion i : V < UhZv) =
HY(U,iZ). Die langexakte Kohomologiensequenz zu 0 — Wy — Zy —
Zy/Ly — O liefert auf U ...H%(Z) — H*(Z/4Z) — HY4Z) — HY(Z) — 0,
und anschlieBend eine Extension 0 — Z(0) — HY(U,uZ) — Z(-1) — 0,
da HYZ) = H'(U,Z) = HY(P',Z) = Z(—1) aus der exakten MAYER-
VIETORIS-Sequenz. So ist H YU, 4Z) " motivischer” Natur. Die analoge Kon-
struktion im Fall X = P* x P, U := P! x P!\ {z, oder z; = 0,00},
V =V, :=U\/{z oderz; = 1,z} wurde betrachtet. Dann liefert N, =
H*U,iiZy,) nicht direkt eine Klasse in Ext'(Z(—2),Z(0)) sondern nur eine

8
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Filtration 0 C Z(0) C M, C N, mit sukzessiven Quotienten Z(0) = Z(0)/0,
Z(-1) = M./Z(0) und Z(—2) = N./M.. Es wird erwartet, daB universel-
le Konstruktionen in einer Tensorkategorie (Symm, Alt,...} in den Objekte N,
nur dann Klassen in Ezt!(Z(—2),Z(0)) liefern, wenn die formale Summe 3[z]
im BLocH-Komplex auf Null gebildet wird. Entsprechende Extensionen sollten
dann trivial sein, wenn die formale Summe eine Relation im Sinne der ZAGIER-
Vermutung bildet.

Annette Hyber Reine Hodge - Strukturen

Wir fiihren die folgende Struktur ein:

Definition (Deligne) A = Q, R. Eine reine Hodge - Struktur H vom Gewicht ¢ ist
ein Tripel (Ha, (Hc, F*),h : Hy — Hc), bestehend aus einem A-VR H, ei-
nem C-VR Hg, einer absteigenden Filtration F'* und einer A-linearen Abbildung
h, so daB

1) Hy ® C — Hc ein Isomorphismus
2) Fiir die H? := FPHc N FHc gilt
@ H? — Hc ist Isom.

pte=i
Eine reine A—Hodge - Struktur H iiber R ist eine Hodge - Struktur zusammen
mit einer Involution ¢ : H — H. Es wurde erklart, warum Hg(X(C), A)
(X eine glatte projektive Varietdt iiber C bzw. R) eine solche Struktur trégt.
SchlieBlich wurden spezielle Beispiele behandelt.

Jorg Wildeshausen Gemischte Hodge - Strukturen

Um die Struktur von Hy(X(C), A) fiir beliebige X (nicht notwendig glatt, pro-

jektiv) begrifflich zu fassen, wurden zunichst gemischte A- Hodge - Strukturen

und A- Hodge - Strukturen iiber R definiert. Als Beispiele dienten: .
HL(E(C)—{0,z}, A) mit E/C elliptische Kurve, z # 0 und H(Gm (C)rel{1,z}, A),

T #1.

Man hat eine Aussage iiber die Gestalt von Ext! - Gruppen in den Kategorien

MHS 5 und MHSZ. Fiir £ > 1 und

H := H3(X(C), A) (k), X =Spec K, K Zahlkdrper

spezialisiert diese zu folgendem
SaATZ:

+
Extpyps:(4(0), H) = (”@ C(:/(2m')“A) .

9

DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaf ©

T~ A

r-




-,

o=

'~

DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaft

Es bezeichne dabei + den Fixraum unter der Involution, die durch komplexe
Konjugation sowohl auf {0 : K — C} als auch auf C/(27i)* A gegeben ist. Fiir
k > 2 ist die rechte Seite dieser Gleichung der Zielbereich des Regulators aus
Kax-1(Ok) ® Q.

Giinter Harder Konstruktion von Extensionsklassen

Man hofft, daB eine abelsche Kategorie von gemischten Motiven existiert. Sind
Q(—n) = H*>(P™), dann sollten gelten

Extam (Q(—n — 1), Q0)) = { ? :: uﬁ(::r::e

Wenn es diese Extensionsgruppen gibt, dann hat man einen Homomorpi}ismus

EXtMM (Q(—n - 1))Q(0)) i Ext;em. Hodge (Q(_n - 1):Q(0)) ~R
und man vermutet, daB das Bild fiir n gerade der eindimensionale Teilraum
¢'(—n)Q C R ist.
Es wurden Konstruktionen angegeben, die gemischte Motive und die vermutete
Hodge - Extensionsklasse liefern.

Berichterstatter: Bernhard Ernst Heim
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