
r

, '

pretok~ll: {geführt du;rch die HH .-De'iminge!, Ftey. Haas, Klemm;.
Kröp~in, Kunz, Kurz, Müller, Sch~macher u.a~)

E1n'Kö~per ist eine ~enge von mindestens zwei Elemen~eri.t in

der. zwei Verknüp.fungen' .+" und ,11." erklärt sind zId.. t ~1Jgenden.

Eigenschaften:
'a + b . 6 • b

kommutativ 'kemmutativ
.e Qss.oziatl.v 3Ass ...ziativ

distributiv : _ .
. .,

o neutrales Element -1 ,'neutrales El'e me nt

zu Q ex."-ia" zu • ~·O ex.tta-1U

Beispiele für Körper:
Körp.er der reellen Zahlen

Körper R der rational·en Zahlen
. .

Körper 'der k8mplexen Zahlen
Restklassenkörper nach einer Prim~ahl

KÖrper.der rationalenFunktione~mitreellen Koeffiziente

~ ~ 0 oder fex) :0m

l,

•
.Dur'eh die Körpe'ra~iome sind die reell~n Zahlen noch ,nicht eindeutig.

,bestimmt. Es müssen weitere Axiome hinzuge~gt werden•
, .

Vollständige Ordnung durch die Relation Q ( b.- Umschreibung der

binären Relation a~ < b auf·die unäre Relation b'~ & > o.
Axiome ~~r ,Anordnung:

1. a > 0, a = 0, -a > 0; genau eine Relatien von diesen dreien
2.- a > 0·, b > O·~ a. + b > o. g11t •

3.•., a > 0, b > 0 ~ a • b > o.
Durchsicht de~ Beispiele bezüglich vollständiger Ordnung:
1) und 2) sind angeo~dnete Körper.

3) und 4) können nicht vollständig geerdnet werden.
5) Köxpe'r. der rat.Funktionen "lässt sich, 'wie folgt, v~11ständ1g

erdnen: .
. ~ xm

....L ..c
~ + ....• "T" 'aef (x)v __m _

'nbnx + ••••• + bo
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De f. f (x) >' 0, we nn
a

m
0-

n

- 2· -

> 0 (bleibt erhalten bei, Erweitern des
Bruches) ..

10.7 .56 Prof~ H.aupt:

Umschreibung der Axiome deI Anordnurig

( ( 1 ) a ") b und b > ~ ~ ~ = b-
( °2) a > b und b L c ~ a > c-
( O· ) a., b be'liebig ~ Q .) b'oder b > Q ( od~.r be ides. ) 03
01 bis 03 kennzeichnen die vollständige, 01 und 02 die teilweise

Ordnung.
, .

vert"räglichkei t. mi t Addi tion und IVlu;Ltiplik~t~,on:

(Oa) aLb~ a .+ c > b + c

( 0m ) Cl. Z b 'und f f· °~ af .~ bf

Bei.~p'iel 2) und .5) zeigen, d;ass' di~? Axi~me noch "nicht zur eindeuti- .

gen Kennzeic1?-n~ng des Körpe'rs der rce"llen·zahle;n ausrei"chGn.

Archimedisches Axiom

(A) Zua> O,"b > 0 existiert ei'ne natürliche Zahl·n= n(a,b)

mit der Eigenschaft~ a < nb.'

Gleichwertig mit (A) ist die Einschliessungseigenschaft

(E) Jede reelle Zahl a. lässt sich einschliessen zwischen zwei

rQttionale Z?-hle"n' von beliebig kleiner Differenz .

. • J (A) ·ist unahhängig von den vorhe:rgehe;nden Axiomen,· denn Beispi6.15)

ist nicht archimedisch geord.net. ( je > b o für beliebiges boE:R,

x 'ist also unendlich g-ross .bezgl. jeder Konstanten).
. "

Aus' (A) folgt: DiE; rationa.16.n Zahlen liegen dicht im Körper der

reellen zahlen.

Aus (E) fOlgt: Zu jeder re~llen Zahl p gibt es eine rationale In­

tc~al1schacht~lung, durch die p eindeutig bestimmt

wird.

Den bisherigen Axiomen genügen diG Beis.pit31G 1) und 2).0
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Absch~i~ss€ndE;s A'xiom:

(ISA) Inte rvalls chachtelungsaxi o'm: Zu jedE r Inte'rvalls chachtelung

existiert genau eine- reelle Za.hl, die in-allen Intervallen

liegt .

. 11.7.56. Prof. Haupt:
Das Intervallschachtelungsaxiom 1ässt Sich durch and~re Axiome

ersetzen.

( DA ) Dedekindsches Axiom: Zu jedem Schnitt im Köxper dbr rationaöen
Zahlon, dessen Obezklasse keine kleinste Zahl enthält, exi­
sti(;'~t eine reelle Zahl ~ in folgendem Sinn:

u i p < s für jedc~ u aus der Unterklasse U

und jedes saus d8r Oberklasse S .

'(-SA') Supremum-Axiom: Jede nac~ oben bBschränkt€ nicht leere Menge 0

Taus R besitzt ein Supremum in RV (Rv:Körper dE>r reellen Zahlen)

(. Mi\ ) Monotonie-Axiom: Fürane:R, ae:R und' an ~ a n+l ~ aexistiert. ein·

p e:Rv mi t = ~sup ( e n , n :;::. 1,2, 3, ... )

l

Es wurde gez6igt, dass in ein8m archimedisch a·ngcordnüten ,Körper

die letzten,vier Axiome gleichwertig sind. Ferner wu"xd·e ge.zeigt, d@l,sS

das Dedekindsche Axiom nur in archimedisch geördneten Körpern erfüll~

bar ist.
,Aus ,den bish~rigen Axiomen lässt Sich "folgern:

Ein archimedisch ge'ordnet~r Körper,- in'dem (ISA) 'gilt, besitzt

nur sich s.el bst als archimedisch geordnettn OberkörpEr. -Jeder archi-

.. medisch gtordnete Köxp~r ist isomorph zu einem Unter~örper des"
Körpers d6r reell~n Zahlen.

. v
' Jeder m~imale archimedisch geordnete Körper ist isomorph zu R :

Monomorp,hie d0S Axiomens_ystems (+, ? < ~I~h, maximal)~:

11.7.56 Prof. Kneser:
Eewertet'e Körper

·Man kann RV aus R auoh mi t Hilfe de r "Bewertung" durch den Be­

trag erhaltGne Bewertung ist eine Verallgemeinerung des absoluten Be~

trages •.

Definition: .Eine Bewtrtu'ng ist eine Abbildung x--) '11xll E; VI eines

Körp~rs K in einen geordnetc,n Körper W, ,·den wertekörper, mit folg6n­

den Eige,ns chaften~
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Ilxt IL 0 für xeK , Ilxll = 0 x ~ o.

Ilx+yll (·llxll + Ilyll
f'lx~yll = 1'1 xii • 11 yl J

Die trivialen Bewertungen Ilxl'l = 0 für alle xEK·und Ilxll = 1
für alle xeK' ausser x = 0 werden ausgeschl.o:ssen.·

Beispiele: 1) K = RV
, W-= RV Ilx!"1 = lxi

2) K=R(i)= a+bi , 'a,b~R,W&Rv, 11a.+bill = a 2+b
2

3) K=R; p Primzahl, 0 ~ acR.
p-adischc Bewertung: ~arstellung von aals

. a= pk m mi t (m,p)= (n,p) = 1 k ganz
n

Man setzt: 11 a 11 = ck für ein fes.tes 0 mit 0 ( e (. 1

Für ~ = ~ und c = ~ .ist zum Beispiel:

I I ~II = c
0

= 1,

I1 -~ 111 = 11 - ~ :11 = cl = ~
. 1 4 2 1

11 '3 - '1 + 211 = 11 3 11 = c = 4 uSw.
. 1 . .

Daraus. folgt 3 = 1 - 2 + 4 - 8 + - ••• ~i t Konvergenz (!) im
Sinne d iesGl:' Bew€ rtung ..

Definition Qer·konz€ntriertbn ·Folge in einEm bewerteten Körper:
(a ) heisst konzent.rie:t:t·,. wenn das Cauchysche Konvergenzkri t.erium I, m " .

Ilam -anll'-->Ofür alle m,n --> erfülltist.

Ein Körp~~ K hetsst vollständig, wenn jede konzentrietta Folga
(an) ancK €in~n Grenzwert a in K hat.

_Konstruktion des volls~ändigenKörpers zu einem bewerteten Körper K:
Für Folgep 11. = (a'n) und B = (b n ) (an' bn&K) s,etzt man fest~

:-.

A + B = (a '+ b )
7 . n'7 n .

und bestätigt, dass Summe, Differenz und Produkt konzentrierter Fol-
. gen wieder konzentrierte Folg.en sind.

Die reziproke Folge A-l = B wi~d in folgend€x Weise festgesetzt:

für 11 ( am-I-> 0) :
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'\ -... 0, wenn ~n ~ 0

b = ·-1 sonstn a .
n

Mit 0:::: ( ()~O,..~i) und 1 = (l,l~c~ ... ) bilden die Folgen A,B,C,. ••

noch keinen Kö~pe±, da die Nullfolgen'mit nicht verschwindenden

.Gliedern keine' reziproken Folgen .ha.be'n.Um einen Körper zu erhalten,
-. .

führt, ma,n für konzentrierte' Fo~gen folgende Aequivalenzrelatiqn

ein:

A"'B ~ ta - b -~> 0 für n -'-.;.:> 00-, n n

Die zu einer Folge A·äquivalenten Folgen B bilden die Klasse

Die Klassen äquivalenter Folgen' bilden einen Körper'L~ wenn man
die Verknüpfungen wie folgt definiert:

. 9J ;"~ = {G : HI GE:~, H~~}=(~+H
Die"Kla~sen, in dene,n die Folgen (a,a, .•. ) liegen (cae:K) , bild.en· "

einen zu K' isomorphen unterkörp~r,d.h. K~L. Die Bewertung VO~ 'K

lässt S'ich al+f' L erweitern, wobei der wertekörper \V 'zu einem
. \ ..

Wertekörp 8 x W erweitert'werden muss. _

Es wurde .a1l;gedeutet" 'd~ss de~ ICörper L vol~stä:ndig ist, d.h.

in L 'be,si tzt jede konzentrie:rt~ Folge e~nen Gre~we~t.·

So ko'mmt man vom rationalen zaplenkörper durch B~,t,ragsbewe~tung
. '.

zum Körper der reellen zahlen, durch, p~adisch~ Bewertung z~ d~n

p-adischen Zahlkö~pern.

13.-14.7.56 Prof.Haupto

A. Limesdefinition"in s,d-Verbänden.

lim an: Def inf (sup (~k; k2n ); "n=l, 2, · ~) . ,

li,m an: Dei SUp (inf (aic; k2n ); n=1,2, •• )

lim Qn: Def de r g€mei ns·ame V/e rt von lim und lim , falls be ide

gleich sind.

B. Integraltheorie als Problem dE:'x Komplett:l€.rung(Vervollständigung)

eines noxmiert'en VektoIve'rbandes von Funktionen und der entsprechen­

den ~rw~i te,rung eint.: s 1·inear6n, positiven, stetige-n Funktionals
( ~[[ 0 H•S tone )" .

Zur Einführung: Hinweis auf die Definition des bestimmten Integrals
als UntErteilungs·~ntegraldurch Konstruktion. Gegenüber diese.r .Kon­

struktion ist hier der 'Ausgangspunkt ein axiomatischer und daS
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Pxoblem ein Erweiterungsproblem.

Es sei als.o gegeben'

(1) ein VektorvGzband v, dess en b~emente . reelle (6 ndliche) Funktionen

f 'A'~ sind mit einer beliebigen Menge Aals gemeins@lmem Defini."tio-ns-

bexeicha

(2) -ein lineares, posi ~~ves, stetige's ··Furiktiona.l ·v Iv. d·oh. 'eine. reelle

endliche Funktion mit! als DefinitionsbEr~ich, die folgGnd~ Eigcn- .

sch~ftcn besitzt:, .
. .

(ft) für f ,g€V .€?ilt L(f+g)=L(f)+L(gY tin~ "L(~f)=aL(f) für jedo :reelle

Zahl a (Line~rität);

(b) für f€v mit f>O (d.h.f(x)LÖ für jedes xeA) ist L(f):>O(P?Sitivi­

tä t) 9

(d) Ist f' f,V mit f >f "l"und lim f =0 (im vexbandstheoretischen'n lr- n+ : . .-: n . .

Sinne, <ilh. fn(x) L~n+l(x) >Olp und 11m fn(x)=O-(punktweise
. .

Konvergenz) für ,jedes xeA) , so g11t lim L(f ') =O-(Stetigk0it).. '., . n r

Man setze nun N(f)=L(lfl) für fe·v. Dann hat Nlv di'B Eig0nschaf.t~n

'einer Quasi-No:rm., oder Quasi-Bewertung Ilfll=N(f), d.h.

(I) N(O)_= 0, (f) 2' 0; ~(f) 2 0;

(lI) N(af)= Ira·IN(f) .

(III)N(f+g)5-N'(fJ+N(g), 98 gilt 'sogar

(111') N(f)< ~N(fn)' wenn Ifl<~lfnl (Au~ N(f)=O kann abGr nicht

.auf· f=O 'geschlossen ~e'rd€n). Man e.rwei text nun zunächs~

NI v zu einer Quas i-Norm NI Q Quf das System aller ree.llen Funktionen

. hlA, wobei Ni.a die'Eigenschaften (1)-(111') besitzt,~nd wohet auc,h

u.nendliche Vlert~' für N zugelassen wexden.Södann komplettiert·

(ve~vollständigt) man v beiüglich N nach deI im Vortrag von Prof.
KneseI angegebenen MethcS'de (Adjunktion N-konzentrierter Folgen

f i®,us v, also f €v und. N(f -fk)<e für n,k>c(e»). Dabei wird 'dannn n. n . . .
ge ze.igt, dass jede N-konzentri~.tte·Folge' geg'en t?ine Funktion' ..

hE:<ä im Sinne· der Quasi.-,Norm k,onvergi.ert, .d •.h.d~ss e~n. hE:a -existiert

mit N(h-fn ) <e für n>D (e); dazu bewe:ist man die Existenz einer

Teil.folge .von f ., die. punktweise N-fäst überall gegen h konvergiert·.n . . . _
"N-f.<ast überall'" bed.eutet: Ausg"enommen(höchstens) i·n den Punkten ei-

ner Menge Q, deren charakteris'tische Funkt·ion c (x;Q) die Norm Null'

P.@t:N(c(x;Q))=O; dabei ist defini:ert:c(x;Q) = 1 oder 01fl je nach-"
dem' XE:Q oder xcA-Q •.

0'
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Im klassischen Fall, dass v.€twa dez vekto~ve~band der reellen;
stetigen Funktionen fjA in dem. abgeschlossenen Intervall A· ist und

Llv 'das. (C&uchy)Riemannsche Integral .Jp/dX, führt die- oben be- .

schriepene Vervollständigung mit Hilfe der Quasi-Norm zum Lebes~

guesschen Integralo
Zum S~hluss Hinwei's auf eine E~weitexung ,von Llv tni t verb.andS·­

th~oretischen Mitte~n (qhn~ Heranzlehung .einer Norm) nämlich mi~tels

~foxtgesetzter Adjunktion von monoton abwec~~elnd steigenden und
. .

fallenden Folgen von Funktionen (beginnend mit:€twa steigenden
Folgen' von Funktionen aus v) •. Dl e s.e Erw'eiterung f"U-htt im wesentli-

. .

c.hen zum gleOichen Ergebhis, wiE die Vervoiolständigung mi tteOls, der

Norm.

Li tera tux,z .B. < Haupt-Auniann-:-paud, Differential-und I,ntegral.rechnung,.

2.Aüfl. und. ~war~ B~ti~Theorie der r€€llen, Zahlen Bd~I. (Ber11n 1948H

i .und II.A b~chnitt l~ Betx ~ Ttieorie 'derverb!tnde(1i:hd Vektorverbände)

Bd.II.Ioo'(Berlin 1955), .:t.Apsch-ni'tt.:... Bet:ri Theorie der linearen

Funkti anale Bd .,.~oII .,. :.YI.A ~s chni tt. Zur le tz t€~en Theorie auch

G.Aumann, . Reelle Funktionen~ (Berl"in 1954·), 9 .Abschni tt.

\

                                   
                                                                                                       ©



~ .. ;.

.~ ~j.

... (,-

'" ",.! ~.' '.~..

.' -. ~ .
,I." ' i, '; .

i

•• -~ _ ... - .... - ..... -."'"...... 0-

- J-

                                   
                                                                                                       ©


