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Beispiele fiir Karper:

,Durch die Korperaxiome sind die reellen Zahlen noch nlcht eindeutlg
‘bestimmt. Es miissen weitere Axiome hinzugefligt werden. !

bindiren Relation & < b auf die unire Relation b - & > O.
- Axiome dex Anordnung: '

Durchsicht dexr Beispiele bezugllch vollstandlger Ordnung°
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) srvicifach/iles '“*' Sk
Ko i,p eraxiom.e. ’ ﬁgmégéig”h G T
Ein Korper 1st eine Menge von mindestens zwe1 Elementen, in
der zwei Verkniipfungen ¥+* und ." o erklart sind mit £olgenden
Eigenschaften. )
‘a+b . 'a . Db
kommutativ - - “kemmutativ
assoziativ - .ass.ziativ
| distributiv R
0 neutrales Element 1 neutrales Element
zu a ex."-a" - zu @ 0 ex;"a-ln

1) Kérper der reellen Zahlen
- 2) Korper R der rationglen Zahlen

3) Korper der komplexen zehlen

4) Restklassenkorper nach einer Prlmzahl
5) Korper der rationalen ‘Funktionen mit reellen Koefflzientez

Vollstédndige Ordnuhg durch die Relation a < b. Umschieibung der

1. a > 0, a =20, -2 > Q; genau eine Relatien von diesen drelen
2.8 >0, b>0 ~ a+b>0. _ ‘ gilt.
5.a2a>0, b>0 ~a.b>O0. ’

und 2) sind angeordnete Xorper.
und 4) konnen nicht vollsténdig geerdnet werden.

Korp€r der rat.Funktionen lasst sich, wie folgt, vallsténdig.
erdnen: ' v
( ) B,X +--ooo+a° * + '( ) ) .
f(x b 0 a 0 odexr £(x) =0
b xn + eeees + B n o n :
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. a
pef. £(x) > 0, wenn 39~ > 0 (bleibt erhaltcn bei Erweltern des
- n Bruches).

1l0.7:56 Profi Haupt:
Umschreibung der Axiome der Anordnung

( 61) a>bund b > ay a-= b

(02)a_>_bundb>c?"§a>c‘ 4 _
(05) a,b believigAa > b'oder b > & ( oder beides).

01 bis 03 kennzelchnen die vollstandlge 01 und-02 die teilweise
Orxdnung. ’ 4
Vertrdglichkeit mit Addltlon und Multlpllkatlons

® (0,) 'a_>_~bf=\a+ c,_>_b+c
(0p) a2 b und fg'oc\af>bf
Beispiel 2) und 5) zeigen, dass die Axiome noch ‘nicht zur elndeutl-j

| gen Kennzelchnung des Korpers der reellen Zahlen ausreichen,

Archlmedxsches Axiom

A(A) Zua > 0, b > 0 existiert €¢ine natiirliche Zahl n = n(a,b)
mit der Eigenmschaft' a < nb. '
Gleichwertig mit (A) ist die Einschliessungseigenschaft

(E)A'Jede.reellé zahl a l#dsst sich einschliessen zwischen zwei
rationale Zahlen von beliebig kleiner Differenz.

: .’ () ist unahhtingig von den VOrhergehenden Axiomen, denn Beispiel 5)
- ist nicht archimedisch geordnet ( x> b fir beliebiges b oER»
X ist also unendlich gross bezgl. Jedcr Konstantcn) o
Aus (A) folgt: Die rationalen Zahlen llegen dicht im Korpc der =
. reellcn Zahlen. -
Aus (E) folgt- Zu jedex reellen Zahl P glbt €s eine rationale In-
» tcrvallschachtulung, durch die P clndcutlg bestimmt
v wird.
Den bisherigen Axiomen geniligen die¢ Beispiele 1) und 2).
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‘(‘SA‘) Supremum-Axiom: Jed¢ nach oben beschrinkte nicht lecre Menge

Abschlicssendes Axiom:

(ISA) Iﬁtervallschachtelungsaxidm: Zu jeder Intervallschachtelung
' existiert genau eine reelle Zahl, die in allen Intervallen
liegt. ' ‘

.11.7.56. Prof. Haupt:

Das Intervallschachtelungsaxiom 1&sst Slch durch andere Axiome
exsctzen. . : .
( DA ) Dedekindsches Axiom: Zu jedem Schnitt im Korper der rationabep'

Zahlen, dessen Oberklasse keine kleinste Zahl enthdlt, exi- '
sticyrt cine reelle Zahl P in folgendem Sinnsg
u < P < s fiir jedes u aus der Unterklasse U

und jedes s aus der Oberklasse S.

T aus R besitzt ein Supremum in R’ (R’ -Korper der reellen Zahlen)

(fMA ) Monotonic-Axiom: PFiir ansR, aeR und'an < n+1 {a ex1st16rt ein

PeRv mit =sup (&,n=1,2,3,...)

Es wurde gezeigt dass in einem archimedisch angcordhetcn Korper
die letzten vier Axiome glclcthrtlg sind. Ferner wurde gezcigt, dass
das Dedekindsche Axiom nur in archimcdisch geordnLten Korpern erfill—
bar ist. , , ' '

‘Aus den bisherigen Axiomen ldsst sich folgern:

Ein aIChlmbdlSCh gcordnetcr Korper, in dem (ISA) gilt, besitzt
nur S1ch selbst als archimedisch gcordneten Obcrkorper. Jeder archl-
medisch geordnecte Korper ist 1somorph zu einem Unterkorpur des
Korpcrs der reellen zahlen.

‘Jedcr maximale archimedisch geordncte Korper ist 1somorph zu R’
Monomorphie des Axiomensystems (+, . ? < , arch, maximal)s

11.7.56 Prof. Kneser:
Bewertete Korper , .

Man kann RY aus R auch mit Hilfe der "Bewertung" durch den Be-
trag erhaltcn., Bewnztung ist eine Verallgemeinerung des absoluten Be-
trages. - ‘

Definition: Eine Bewertung ist eine Abbildung x--> |[x|| & W eines
Korpers K in einen geordneten Kérper w, den Wertekorpecr, mit folgen—
den Eigenschaften:
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(a_) heisst konzentriert, wenn das Cauchysche Konvergenzkyiterium
m ‘ . y '

_Konstruktion des vollsténdigen.Kérpers zu einem bewerteten Korper K:

~gen wieder konzentrierte Folgen sind. .
‘Die reziproke Folge A7l - B wird in folgender Weise festgesetzts
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|1x]]> O fir xex , [[x]] =0 =x=0
Hxsy 1 <Ml + [yl
[xeyll = =l ¢ Iyl
Die trivialen Bewertungen ||x|| = O fir alle xeK und ||x]]|
fiir alle xeK ausser x = 0 werden ausgeschlossen.,
Beispiele: 1) XK=R", W=R' [1x]] = |x|
2) K=R(i)= a+bi , a,beR,WeR’, ||a+bi|] = a4b?

3) K=R; p Primzahl, O 4 acR.
p-adische Bewertung: Darstellung von a als
= p" 3 mt (mp)= (n,p) =1, k ganz

k

Men sctzt: || & || = of fir ein festes ¢ mit 0 < ¢ < 1

i
Fir p = 2 und ¢ = 5 ist gum Beispiel:
g Il =c® =1, .
1
li g -ul=l-%1=ct=-%,
Il%‘ —l+2l|:ll%’l=02=% uSw..

Daraus folgt % =1 -2 +4 -8+~ ... mit Konvergenz (1) im b_
Sinne diescr Bewertung. S
Definition derxr konzentrierten Folge in einem bewcrteten Korpcr

| le, ;an||~-->o‘fﬁr alle m,n --> erfillt ist.

Ein Korper K heisst vollstédndig, wenn jede konzentrierte Folge
(an) 2 €K einen Grenzwert 2 in K hat.

Filxy Folgen &

1t

(a ) und B = (bn) (an,bnsK)‘setzt man festf

A+ B = (an + b )
und bcstatlgt dass Summe Differenz und Produkt konzentrierter Fol-

fir A(vam -£> 0)
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n- a_— sonst

Mit 0 = ( 0,0,...:) und 1 = (1,1,%..) bilden die Folgen A,B,C,...
noch keihen Korpetr, da die Nullfolgen mit nicht verschwindenden
.Gliedern keine‘feziproken Folgen,habeh.Um einen Kbrpei zu erhalten,
fliihrt man fir kohzentrierte'?olgen folgendé Aequivalenzrelatibn
ein:

A~B han- bn -=> 0 fiir n +=> oo

Die zu einer Folge A Hquivalenten Folgen B bilden die Klasse

= {B|B~4}.

. Die Klassen &quivalenter Folgen bilden einen Kb"rper‘ L, wenn man
die Verknipfungen wie folgt definiert:

i | (3 9= {¢ + &l Gau»He}%H
B Die-Klassen, in denen die Folgen (a,a,...) liegen (acK), bilden
o ¢inen zu K isomorphen Unferkdrper,d.h. KS L. Die Bewertung von K
ldsst sich ayf L crweltern, wobei der Wertekorper W zu einem
Wertekdrper W erweitert werden muss. ’ ’ -
Es wurde angedeutet, dass der Korper L vollstandig ist, d.h.
, in T besitzt jede konzentrierte Folge einen Grenzwert. .
S0 kommt man vom rationalen Zahlenkdorper durxch Betragsbcwcrtung |
zum Korper dex reellen Zahlen, durch p-adische Bewertung zu dun '
p-adischen Zahlkorpern.

,, . 13.-14.7.56 Prof.Haupt.

A. Limesdefinition in s,d-Verbinden.

- Tin ané Def ihf(Sup(a ; k>n); n=1,2,. ),"> . .
. lima_: _ _ sup(lnf(ak, k>n); n=1, 2,..) : '

lim az: g;i der gemelnsame Wert von 11m und lim , falls beide
‘ gleich sind. ‘

B. Integraltheorle als Problem dex komplettlerung(Vcrvollstandlgung)'
€ines normierten Vektorverbandes von Funktionen und der entsprechen~
den Erweiterung e¢ines linearen, pos1t1ven,stet1gcn Funktlonals
(M.H.Stone).

- Zur Einfihrung: Hinweis auf dlb thlnltlon des bestlmmten Integrals
als Untertellungs;ntcgrat durch Konstruktion.Gegeniiber dicsexr Kon-

Struktion ist hier der Ausgangspunkt ein axiomatischexr und das
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Problem ein Erweiterungsproblem.

Es sei also gegeben - .
(1) ein Vektorverband v, dessen Llemente reelle (endlichu) Funktionen .
flA sind mit einexr beliebigen Mcnge A als gemeinsemem Definitions-

. bereich.

(2) ein lincares, positives, stetiges Funktional V|v d.h. eine recelle
endliche Funktion mit v als Definitionsbercich, die folgcnde Eigen-
schaftecn besitzt: '

¢ (&) fir f,gev giit i(f+g)—L(f)+L(g) unQ‘L(af)=aL(f) fiur jedc reclle

Zahl a (Linearitat); ‘
(b) fir fev mit £30 (d.h. f(x))O fir ches xed) ist L(f))O(POS1t1v1-
tat), :

.(c) ISt foev mit £ >f .. und lin £ =0 (im verbandstheoretlsChen'

Simne, dih. £ (x) >f_ +1(x) 20m und lim f o (x)=0. (punktweise

Konvergcnz) fiir jedes xeh), so gllt lim L(f ) —O(Stctigkwlt)

Man s¢tze nun N(£)=L(|f]) fir fev. Dann hat N]v die Elgvnschaftcn
einer Quasi-Norm, odér Quasi-Bewertung ||f||=N(f), d.h.
(I) N(0) =0, (£f) > 0; N(f) > 05
(IT1) N(af)= |a|N(£) _
(III)N(f+g)<N(f)+N(g), es gilt sogar o
(III') N(£) IN(£,), wenn [£{<T[f | (Aus N(£)=0 kann aber nicht

auf f=0 geschlossen werden). Man erweitert nun zunichst

N|v zu einer Quasi-Norm Nja auf das System aller reellen Funktionen.

s

~h|A, wobei N|a die Eigenschaften (I)-(III') besitzt und wobei auch

unendliche Werte fiixr N zugelassen werden.Sodann kompletticrt -
(Vcrv0118tand1gt) man v bezugllch N nach dcr im Vortrag von Prof.
Knescr angegebenen Me tho de (Adjunktion N—konZLntrlertwr Folgcn

f eus v, also £ ev und.N(fnof ){e fir n, k>C(e)). Dabei wird dann
gezeigt, dass jede N-konzentriette Folge gegen eine Funktion

hez im Sinne der Quasi-Norm konvergiert, d.h.dass ejn hea existiert
mit N(h-fn) <e fiir n>D(e); dazu beweist man die Existenz einer 4
Teilfolgé von fn, die punktweise N-fast liberall gegen h konvergie:tu
"N-fast tberall" bedeutet: Ausgenommen(hdchstens) in den Punkten ei-
ner Menge Q, deren charakterlstlsche Funktion c(x;Q) die Norm Vull
hat:N(c(x;Q))= 0; dabei ist definiert:c(x;Q) = 1 oder Om je nach--

demr xeQ oder xeA-Q.
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Im klassischen Fall, dass v etwa deér Vektorverband der reellen,
Stetigen Funktionen f|A in dem.abgeschlossenen Inteyvall A ist und
L|v das (Cauchy)Riemannsche Integral .[,fax, filhrt die oben be-

_Schrlebene Vervollsténdigung mlt Hilfe der Quasi-Norm zum Lebes-~

guesschen Integral.
zum Schluss Hinweis auf eine Erwelterung -von Liv mlt verbands-
theoretischen Mltteln (ohne Heranziehung einer Norm) ndmlich mlttels

fortgesetzter Adjunktion von monoton abwechselnd steigenden und

fallenden Folgen von Funktionen (beginnend mlt etwa stelgendcn
Folgen von Funktionen aus v). Diese Erweiterung fihrt im wesentli-
chen zum glelchen Ergebhls, wic die Vervollstandlgung mittels- der
Norxrm. '

Litexatur z.B. Haupt~Aumann-Pauc, leferentlal—und Integralrechnung, N
25 Aufl, und Zwars Betr:.Theorie der reellen Zahlen Bd.I. (Berlln 1948),f

1. und 1L Abschnltt.- Betr. Theorle der Vcrbénde (und Vektorverbande)

Bd.ILI. (Berlin 1955), I.Abschnitt.- Betri Theorie der linearen
Punktionale Bd,III.,uYI.Abschnltt Zur letzteren Theorie auch
G.Aumann, Reelle Funktionen, (Berlin 1954),9.Abschnitt.
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