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Tagungsbericht

Fastperiodische Funktionen
Vi bakg o Aprils. 1965

Im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach fand vom 7. bis
11. April 1963 unter der Leitung von Professor Dr. W. MAAK (Got-
tingen) eine Arbeitsgemeinschaft iiber "Fastperiodische Funktionen"
statt. Teilnehmer waren:

Mailand ¢: L. AMERLO, G. PROUSE, M. RICCI, C. VAGHI, A. VASCONL,

S. ZAIDMAN
Kairo:s Ree - DOBS
Wien: P. FPLOR Mainz: G. HELMBERG

Gottingen: H.D. DOMBROWSKI, H. GUNZLER, K. HORNEFFER, W. MAAK
Es wurden die nachfolgend referierten Vortrédge gehalten.

P. PLOR: "Pastperiodische" Folgen mit endlichem Wertebereich.

Untersucht werden Struktureigenschaften folgender Klassen von
Folgen mit endlichem Werdsystem: die rekurrenten Folgen von Morse
und Hedlund (Bezeichnung R), die fastperiodischen Folgen von
Morse und Hedlund (MH), die Folgenden, deren Konstanzmengen fast-
periodische Mengen im Sinne Knesers sind (X), weiter f.p. Folgen
im Birkhoffschen Sinn (B):{«}  sei eine Bohr-f.p.Folge,

81 <82 e <Bk Zahlen, die unter den.cxn nicht vorkommen,
CqoroesCy seien irgendwelche Objekte. Dann sei B B B (fiir dn.<B1)’
a, = C4 (fir By < “r1<8t+1)’ a, = Cp (fiir Ry < dn). Fir alle vier
Klassen spielt die Natur der Werte keine Rolle. Die Klassen um=-
fagsen die periodischen IFolgen und sind gegeniiber periodischer
Auswahl von Teilfolgen abgeschlossen. Die Produktbildung, die den
Folgen fanﬂ und {bnﬁ die Folge‘f(an,bn)} guordnet, ist innerhalb
der Klassen B, MH und K stets ausfilhrbar. Zwischen den Klassen
bestehen die Inklusionen R2B wund MH2K, ob MH>2B gilt, ist
nicht bekannt. Weitere Inklusionen bestehen nicht.

G. HELMBERG: Ein Zusammenhang zwischen Fourierreihen und Werte-
verteilungen fastperiodischer Funktionen.

00 4 o
Es sel f(x) = 25 &¢ eine f.p, Funktion,{Blz 1¢L} eine
V= :
Bagis fiir den von den Fourierexponenten Mk(k=1,2,,..) aufge-

spannten Modul iiber dem rationalen ZahlkOrper P und
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Ferner seien 281: 146Lf und zy ;

esR i vk pampeendliol) flr k=lidiiiy

kl k k

le L} zwei Pamilien beliebiger

e

\ L 9
b8 und cfi:~ 2, et

reeller Zahlen, sowie (Xﬁ b 2
l.éLk

1 oy X
fiir k=1,2,... Der von den Funktionen e (k=1,2,..4 ) auige=~
spannte (im Banachraum aller fp. Funktionen) abgeschlossene Modul
fpr. Funktionen iiber dem komplexen Zahlkorper K sei mit Mf bezeich-

net. Flir ein trigonometrisches Polynom

n il ka
BlE = cy e € M sei g'(x) definiert durch g'(x) =
k= 2
> 1 ot s tel X
= 2, Cy € e . Fir jede gegen f gleichmdBig konvergierende

Folge trigonometrischer Polynome fne;Mf konvergiert die Folge der
trigonometrischen Polynome fﬁ gleichmdBig gegen ein und dieselbe
f.p. Punktion £’ und es gilt H£’|l 2 £l . Sind alle B:’L(]_C-L)
unabhéngig iber P, dann haben f und f’ die gleiche Wertevertellung
#f. BEiner nicht konstanten Funktion f ist damit eine Klasse fpr.
Punktionen f’ mit gleicher Werteverteilung wie f zugeordnet, die
die Michtigkeit des Kontinuums hat. Die beliebige Wahl der Zahlen
Bi und Xi erlaubt es, mit Hilfe dieser Sdtze auch (z.T. von
BOHR und BOCHNER stammende) Sdtze iliber Existenz und Konvergenz von

Fourierreihen zu beweisen.

L. AMERIO: Linear almost periodic equations in Hilbert spaces.

Tet Y and X be two Hilbert spaces, X separable, dense in Y; more-
over let the immersion of X in Y be continuous. Consider the
linear functional eguation

(1) )mi) ), - alsE(),h(8)+b(t,x (8),u(t) ] ab
J

= J (£(%),x()), at
whepe %ty BLt), £(6 satisfy,:%or every compact 4 , the
conditions:
x(t) € I°( 4,%), x'(t) € I°( 4,Y),
n(t) €T2(4 ,X), n'(t)e 1°(4 ,Y), h(t) has a compact support;
FAE LA
Equation (1) must be satisfied for any test function h(t).
Moreover a(t,u,v), b(t,u,v) are sesqui-linear forms defined on
Yeuw X, ¥ x Xy uniformly veunded 4n ey compact A .
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Let us consider now the Hilbert spaces:

5L 2 - W e
T (%= 1504 520, A =<9 + W0y L (D
: ( gL k08 2
s s wly)s pely, wig) e T2, wi(g)e () §.
Then x(t) (and h(t)) can be considered as a continuous vector
velued function, from. d = ( ooty te W s, with the norm:

1

I x(s) | W, = { Hy(”tlx + 3 It (t+y) 2 Zf

In the same way, f(t) san be con51doxed as a continuous function

from J to LQ(Y)

Under a proper definition of almost periodicity for the forms
a(t,u,v), b(t,u,v) and supposing, moreover, that Tit) Leadiy (Y) -
w.a.p. one obtains an extension of FAVARD's theorems (on ordlnary
differential a.p. equations) by proving the existence, uniqueness
and Wo~a1most periodicity of a minimal solution.

G. PROUST: Almost-periodic solutions of the Navier-Stokes equa-

tion in 2 dimensions.

Consider the Navier-Stokes system in the unknown functions
Xj(gqagzst) and p(§19§29t)

ot L1 ’675& J § e f

To the systerm®*is associated a ”woak” system ([}, = open set in the
§) -plane):
4! {”<X(‘“’h'<mL2<m+ b(x(t),x(t),h(t)) +am(x(t),n(t))

J N

Lo (Tt hEt), o gtiws 0 in

L (W)
If X is a Hilbert space, we put L (Xxe L2(~190,X). The following
theorems can be proved.
{43)

Th.1: If £(t) is L -bounded in J, then there exists at least one
veak Bolution F(t)’wnich! is I2obounded in! 3.c Tf £(+) 1s 15 =8.De

according to otepanov and the relation
1

HS ()

i il
i‘éD{ l ’?>/ Co(t—19t9L ) ”X( )H Lg(Hg)] < 6‘/Z holds,

) et
then =(t) is the only IL°-a.p. solution; xX(t) is then also
Hé—a,p, according to Stepanov.

s o g Lzmanp. according to Stepanov and ‘- :

.

ll
sup I£(t) | o PNGl then there exists one, and only one,

g T
tog -
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weak solution X(t) which is Lz—a.p. and Hé-a.p, according to
Stepanov.

M. RICCI: On differential equations with known term almost perio-
dic according to Stepanov.

We extend Favard's second theorem to the equation
x'(t) = A(t)x(t) + £(t) where x(t), £(t) €X (uniformly convex
space) and A(t) € A =2€(X,X)° We assume that A(t) is A -a.p. and
f(t) is X-a.p. according to Stepanov (a.p.S.). The following
theorem can be proved:
Assume that a) A(t) is di—a.p., T B% Rl ok

b) for every A ‘®’ (t) there exists a constant 8 such
that, for every Eigensolution of the equation u'(t) = A(C)(t)u(t)
the relation Eg? Ju(t)ll 2 6 | u(o)f holds;

¢) for every bounded eigensolution Inf I u(t)il 2

2 6, sup lu(e)l ; 8!
L d) a bounded solution exists.

Then there existes an a.p. solution.

We apply this theorem to the equations 2" (t)==(I+K(t))z(t)+g(t)

and z"(t)=-(I+K)z(t)+g(t).

S, ZAIDMAN: Almost periodicity for the Poisson equation.

We consider the Poisson equation

2 ) M e t) i i
(1) EL%%S@]_ i —— = {(x;t) vl

in the whole (n+1)-dimensional space. It is supposed that flx, )
is defined for every teé J=(-o, ), with values in Li(Rn), and is
strongly continuous. Then one prove the following:

Theorem 1: There exists a function u(x,t) belonging to the space
H° in every "strip" a 2t =b, x ¢ R®, which is a weak solution of
the equation (1).

This function u(x,t) will define a strongly continuous one

u(t) = {ulx,t), t GJ}, from tédJ to L2(
strongly continuous L™ ~-derivative.

If £(z,t) is I2-bounded from -« =t <+w to L°(RP), and if ulx,t)
is a I°~bounded solution of (1), then his first derivatives,

R®), possessing also a

ut(x,t)9 ux.(x,t) are also Lg-bounde%.
After, we adsume that f(x,t) is an L -almost-periodic function

in the sense of Bochner, and we prove the following main
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Theorem 2: Every I°-bounded solution u(x,t) of the equation (1)
with Lz—almost—periodic i term  Tix5%8), is Lz—almost periodic,
and his first weak derivatives have the same property.

K. HORNEFFER: PFastautomorphe Funktionen und Formen.
Der Begriff einer analytischen fastperiodischen Funktion im Sinne

H. Bohrs wird auf eigentlich diskontinuierliche Gruppen linearer
Transformationen der Zahlenkugel iibertragen. Es wird gezelgt, daf
nichtkonstante analytische fastperiodische Funktionen nur far
Funktionsgruppen existieren. Fir solche Gruppen werden fastauto-
morphe Formen der Dimension -2k (k ganz) und fastautomorphe
Funktionen (d.i. k=o) definiert. Mit Hilfe einer Art Poincaré-
scher @ -Reihen wird zu beliebiger irreduzibler endlichdimensio-
naler beschriankter Darstellung der Funktionsgruppe ein aus fast~-
automorphen Funktionen bhestehender Darstellungsmodul konstruiert.
"Genligend viele" f.a. Funktionen existieren also genau flir ale=
jenigen Gruppen, die tberhaupt nichtkonstante analytische f.p.
Funktionen besitzen.

W, MAAK:: Gitterpunktsétze.

'Z -
Setzt man w, 4 Zcuzz‘ﬁjga(r), o Ju = Wi
86 185,20 y =5 (w) y' = Yl
B(:Z)omalog Spubsdors “uln T W&
und
GOT ) = dmm Bt pl s s o

eindeutige Punktionen von T . Filir L =(2 g)é" (2), a=1(4) kann

man F(Ly) und G(Ly) berechnen:

Phhpdea PAE ) a1 1P LB BB )=c6( TIotrd M (L) oe
Hierbei sind % und W reelle additive Funktionen:

pl L= e TP (M) v (IM) = ¥(L) + ¥(M).
Flir die Erzeugenden o 1 ‘ ' ;

A = (é 1) y B = (2 ?) ergibt sich
BREYARnd (0 $(B]-Aiet(B18
Deshalb gilt allgemein: '
YiL) & v LL],

So erhidlt man einen Gitterpunktsatz, wenn man fur $oouna. v dile
expliziten Ausdricke einsetzt. Ahnlich erh#lt man weitere S&tze,
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welche als Korrolar z.B. das quadratische Reziprozitédtsgesetz
und dasjenige fiir Dedekindsummen liefern.
Die Punktionen
e%s [LBLT D) exp (G(7T))
sind einfachste nichttriviale Beispiele fastautomorpher Funktionen.

H.D. DOMBROWSKI: Fastautomorphe Funktionen zweiten Grades.
Diejenigen fastautomorphen Funktionen, die in zweidimensionalen

Darstellungsmoduln der Modulgruppe liegen, lassen sich mit Hilfe
der Riemannschen P-Punktion beschreiben. Wihrend man die mit
Poincaréreihen konstruierten Darstellungsmoduln nur Uber die DeXe
stellungen kennt, kann man aus der P-Funktion wichtige Informa-
tionen iiber die Darstellungen erhalten. Insbesondere kann gle
Poincaréreihe der P-Funktion angegeben werden.

H. GUNZLER: Einige Anwendungen der Dualitétssétze.

Ist G eine lokalkompakte abelsche Gruppe, G gie Dualgruppe, b f
eine beliebige Teilmenge von G, 312 die von {Lin G erzeugte Unter-
gruppe, so ist die AbschlleBung von%i)%ln ¢, d.h. die Menge allex
der Charaktere aus G die vermittels solcher aus fL lokal auf G
beliebig genau approximiert werden kénnen, gegeben durch fl das
sind diejenigen Charaktere ¢ G fiir die immer dann W (x) =

wenn Y (x) = 1 flir alle f{»z., Trennt speziell X die Punkte von G,
so lassen sich also alle Charaktere von G vermittels [l approximie-
ren, 1n diesem Sinn liefert eine treue Darstellung von G schon
ganz G. Die erste der obigen Aussagen liefert fiir G = Zk eine Ver-
allgemeinerung des Kroneckerschen Approximationssatzes. Auch an-

dere Approximationssitze lassen sich Tolgern,

Weiter wird die Faltungsalgebra F(G) der fastperiodischen steti-
gen komplexwertigen Funktionen f auf einer lokalkompakten Gruppe
betrachtet; die AbschlieBung T(G) bezliglich der Norm

HElt= VM 1£(x)[2) liefert olne kommutative H¥-Algebra im Sinne
von Ambrosc, die isomorph zu i (G ¥ 8%, wo G die fastperiodische

Kompaktifizierung von G bedeutet. Umgekehrt folgt mittels der
Dualitiatssdtze, daB jede kommutative H*~Algebra als eine Algebra
F(G) = LZ(G) mit kompaktem abelschen G aufgefaBt werden kann.

K. HORNEFFER (Gsttingen)
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