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(~arstel1ung nach einem in O)er 0 fach gehaltenen Vortrag.
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WUT

st gib

z e Stun en

m 6A/1

gend

t

Ma-

e R,ur iasen

dc;.. Ir. die

Ah ung von

1 nte rieht

t treffen

en minares Freiburg 0

D ag stell einen Bericht dar,

echaftlic tteck Gymnasium ln Fra burg eine

GruPlenthe r e eingefüh wurd oDie Klasse hatt

dem Jr'ath m ischen BeAT I'f "Gruppe",Deshal wur

le Ruch d Vortrag folgend m~seen geglIedert
,

1 rbereitung

2 nmutati e Gruupe

1gemeln Grunpe

Ig nein ~e} ~ er Grup~en

. e em Vortrag rurd'J as Gewicht auf i .,lnfilhrung d 1<:0

~ut~ iven n uppe,die Entwicklung eines EeisnlelJs einer n~.h kom

mutahven '}rlllpue und elnlg'H einfache allgemeire Auseagen d r ~r p
theorie gGlegt
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1 0 1 "e"'l en

Als leg-.nder Begriff der Gruppentheo:- i,> 'rr' ('

an Hand vieler Beispiele au(der \1athematik wie au" ut.,n .&.l ~t. UlJrst

die Menge e1 eführt, dazu die BezeichnUngen 1l1Uement" unJ 11 r.tral ten

in".Dann ward n Unternengen betrachtet,Vereinieun~enu d Dur hschnitt

gebildet.~abej w0rden i~~er die üblichen Symbole u

Als nachstes untersuchen wir Mengen mit Varknüpf.un~en.Dazu

wird f)lgende Tafelbild erarbeitet

1)
1'1 1' n2 e {ni ~ n1+1'2 E: f 1!

2) 2nl' 2n
2 e {2nJ => 2n1 + 2n2 • 2(n n2) G {2n}

3) 2n1+1, 21'1 2+1 6 {2n+1} ~ (2n1+1 )+(2n
2
+1) ., 2(n1 n2+1) ~ L2n+1j

11 ) P1 P2 E- {pj ~ P1+P2 ;. l pj

2

G t nJ

€. t2nl
~ l nJ

E[2nj

2+1 G (2n+1J ~ (2n1+1 )8(2n2 +1) 2(n
1
n2+n

1
+n

2
) 1€ L2n 1

€- {pJ ==> P1' P2 1 ipJ

r.

Dabei ist {n} die ~enge der n~türlichen Z~h19n, {2nj die MJng der

positive~ geraden Zahlen, {2n+1} die ~enge d r positiven un d n

ZahLn und {p cl i.e Mengo der PrimzA.nlen. Beson i 'rB interessa..

hier die Men' der positiven ungeraden Zahlen. lkn~ f w n

b,~li :!bi{S'e IJlenenta aus ihr durch Adrti tion,dann l ...g da.s

nicht nehr in dieser Menge,verknü~fen wir aber el

durch die Mul inlikation,dann l1.:gt da.s ";rgebnis m r r. 1 n r
Ausgangsmeng

Wir sehr iben folgende Definition auf
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aob.G\+b
2

zw~r kornmut'l.tiv ist A.bor nicht ~ssozintiv,bezügltch er Verknüpfung

aob,.. ab

weder kommutat~v noch assoziat v iato

'J'/ir definieren

Nel'! e

1.3 A~}~~i~ und ko~mut~tive M~ngen

Die Begrifft'> 'A.saod lUV" UT.d '~kommutA.tiv" Sl.na

') 'sh~ b entw' ,ke 1n die Schüler selbst,dF.. as z So d

liclen Zahler b ~iglich dlr Verk~ipfung

)efini tton: Ur nennen ei.ne Men""'~

ment

L ~C ül;rn bekar

~ 'r'r'; der na tür

benen Verkr.ünfun~ !'omrnutativ,"nenn für z\'iei beliebige 81t

~'Tote d'r 9~Re imm~r gilt

eine ~~nge b~züglich ein~r gege-

aob... Boa. •

7.um I\bschluss f.i '":ses ersten ltbsnhni ttes stell n wir folgendß I Jelle

zusal"!;,,;en:

Menge Verknü;>fung abgeschl. assoz. kor:lmt.Lt.

1) rt <1. + b ja ja ja

2) jR. ja r,ein

3) rt (a + b)2 ja nein ja

tt) U a + b noin j j~

5) f( b
ja nein neir.a

6) ncin ja ein

7) '(( ab nein rlein ja

S) '(l a
nein n,)in 1"81nb
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n

be

P.~ iesern S+~nd nonr.ir

eebenGSpRt en air ~ber für zwei j)d~ ni ht

r:~hIl'en,rür 6) de nicht komßlutativ~ Untermenge ein

diese Unterm~1'!f""e selbst nur kein (;rupj'lf} sein darf 0

~ stellt hier ied r di~ Menge der natürlic~en _Le~ dar
die Menge de ungeraden Z~hlenG

2 0 Kommuatative GruEEe

Die kO.lrtlutA.tive ~ruppe 8011 üher Restzshl .. r: eirigeführt werd.:no,

D~zu teilen lr die ~enge d9r ganzen Zahlen in Rostklasnen mod03 eino

Es sei Lrn} die M~nge der ~anzen Zahlen,für die e'n~ Inen Restklasnem
snhreiben wir

1 0; t 3m + , ~ 2 t 3m 2 ~ o

Be de Addi on beliebiger ZRhler: ~us di?sen ßest~ 8S.n fäll Col
g, dur·,

dann i t im ,eI

ras n jetzt

o

-und b '" 3m2 + 2 € 2 »

bzwo 1 + 2 ... 0

2 0 15 ...

T + T ",,"2 oder

€ntsprechend bekommt 8an noch z. B.

cl = 3m, + 1 6 1

dann ~ilt jetzt immer

a + b a 3(m, + m
2

+ 1) e ä 0

Für die ~rßeb~isse ~us 10 und 2 0 schreiben wir urz

Dadurch ist eine ~ddition für Rcstklassen eingeführt '
unsere Restklas3en mod.3 zu einer M~nge

7.
US

am-:-:en und fragen uns,ob di'~se Menge bczü·e-li.h dp.r 'iuf il1r dei inier

ten ~ddition 'b~eschlossen, aa oziativ und kom~utativ ·st.7.\IT ~eant~

wortung di~ser i"rage ste llen wir die V'erknUpfungstlbolle auf 0 ')iase
ha.t die Gestalt
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Au 'lies ~r t'lrknüpfungatabp.lle folgt sofort

.21e ,!lenge der~stklass(m modo 3 ist bezuglich ~e: Addition

abi:-?schl06se~

.1 t unserel' Ta\-)elle kör.nen wir alle 21 möglichen GleichuT1b'en der

Gdl3talt

I - 2"+ 0 1

- - -
() n 1 2

-1 1 ~ 0

- - - -
2 2 0 1

(ä + b) + C = ä + (b + c)

t

Ytach~prüfen und bekoffimem dabei als Er~ebnis

. ~~~~.!2Ke der Rd~tklas~n...mo'k~ J.st bezU"'!i('h der Addition

aBSO iativ.
Di ef e Aus ge können \.ir auch bew i en, indem wir • e ASBoziativi tii t

der Re~tza len auf rl:te der ~anzen Zahlen zurück~ihren.

D e V0rk~ipfungstabel e ist symmetrisch zu der Diadonalen von links

oben n~ch rechts untenoDaraus folgt:
Die Menge der R0stklasaen mod.3 ist bezüglich der ·Addition

komIfJut"l.tiv.

2 0 2 Llne~re B0stimmungsgleichunffen

~it unserer in 2 0 1 entwick91ten V0r~nUpfungstabelle cönnen

wir nicht nur jede line'\re H~stir.llnungsgleir:hungder GdßG1.

a + b ... x

in li 3 los.?r, sond lrn finden n.uch für jede B,lStJ ;:'J'IIlLngsglC-:Lcnung der

Form

a + x = b bzw o

eine Lösung in ~3.
Hrr i.n diese Lösbari~eitsfrai~e eir·en bessel'en Ein bl k zu bekom

~,en,definier8n wir zuerst mal entsprechend der Ad!ition eine ~ulti

plJ.katior über i 3 und stellen d~zu die Verknü~fungst~belleauf.Je

nau so stflllen wir uns eine Verknüpfun~sta~elle j8wei S für die Arl

ditdlon unrl für die Multiplik:l.tior. übl~r. der ~r.8nge d~r RestKl.:\.ssen

r"tOdo"~ 7.llRammen.

Wir h~ben somit die T~bellen
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r 2"'

(j 0 1

r 1" 2" (5

~ ä 1"

I

I

Ie- I) 2" 3"
- - - - - . -- -

0 0 1" 2' ~
-

r '1 2' 3" ä

2" 2' 3" ö 1"

I - äJ I 3 1" 2'

III

I ö r 2
-- -

- -0 0 0 0
--

1" Ö - 2'1
- - --

2" 2" -0 1

11

I

I0 r 2" ~
- -- --

ö - -f) 0 0 0 i

1" 0 1" "2 3"

2' 0 2" ä 2'

1" (5 "3" 2' 1"

IV

In der Tabelle I und IIr kommt in jeder Zeile und in jeder

Spa.l te jewei 1', jedes Elern~nt der 7.ugrunde ~e1egtelj Ivfenge ~ l"au ein

~al vor. Daraus folgt,dass jede linear~ Bestird~nffsgleichu~gder Ge

stalt

11 0 X = b

von gena.u t.:ir.ei.i Eler.,9r· t der jewei1i{ren Merir;e clöst wird. J?ür II gil t

daa erst,wonn wir zuerst die Zeile und Spalte streichen,die nur dRS

EIe "nt Ö erthii.l t;,venr wir jetzt a.uch Ir. IV die Z;eile lmd Sp~l te

IJschen,die nur d~s Element 0 er-thqlt,dann i t trotzdem nicht jede

line1.re BLs imrr1ungsgle "lhung in IV lösbar.

hitt

X1 = 1 und x
2

= 2"
als Losungeno~ag~gen sir.d die GleichunRen

und
nicr.t lösb'

Di" e Betrachtungen zeigen uns~rlass e sinnvol.l ist zu fra.i'~en

ob bei el.n r fenge mit einer Varknü,fung jede linel'l.re B(3stimmungs

gleichung über dieser Menge hezüglich dt.:r geg banen Verknüpfung Lo

sungen in dieser N~ng hat.
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m t3. tiver. Gru

Tli. rgehender. J'3etrachtuTlf!en zei~en: H '/ 'P.T

.,1 t eil'1er V i ~~fun,1', f..ar.n können wir untersuch ,eb d .St (". ,e

bezlplich d ~e~ebenen Verknüpfung 1. abgeschlossen, 2 0 a~ O'1a

3" Kom ,uta t t und ob j'1de lineare BestimM l1[;sgl J.chu g b~r d

~e~ eine p in ihr hat?

Dies vie~ F.i~enschnft n veraen erfül t ~ e~ der

t:ar.ze 7.ahJ. ... zJglich de. Addi. tion, vor. d M n.,A a.er pesi. tJ.vell

rat or~le~ I h en bezüglich d~r ~ult· ~likat oßetrach~en ir noch

die Menr; da ~ehungen i.n einer Ebene an ei ., .ü.nk~ ,83 seie ' a. un

b z\V'ü beliebige l)r(~hungen (l1,~ser Menge 0 E:ine belieblge l"lgur F werde

durch a in Fund F'durch b in F" übergefüllrt.Als V r.niipfung

a 0 b

dp.finieren r dle AbbilduYlp;,di9 }' direkt iP F" ~l dr. iinrt.Die Ver

kniipfung geben wir an durch den Befehl "dann" < D n t1 nge di 'S~ Dre

nun~en erfü It b!zü~lich der so auf ihr d·firier V'rknü1! ~

eber.f~lls ee vier Ejgen8~h~ft~n

W'r f nieren

1ellge m n.t u~ner Verknu,-

r nennen diese r~,~r.g l m heziieli'2,!l der gegebenen Ver

~r,;i'1fu'9 ine l<'.Ol"1IDut::ttive Gruppe,wern folgende vir:>r Ei

t.er.s~hAften erfüllt sind:

1) D e Mer.p;e mist b:)ziip:lich cip.r ge,,;ebenen Verkl".üpfung·

,lb{,;,eschlosseno

2) Die M~nee m ist bezüglich df'r geg,-l:! nen Verknüpfun&

kor.1riu tel. tiv 0

3) Die Menge ~ ist bezüglich der gegeben ~ 1e'kri~f' ~

."t.!'1S0Z1atiVo

-1) Jede line::tre lestir ;'"ungsgleicnung 11 0 x-ti ist 08

bar in m far bel; ebiges "l., b t: (rr.

'.vcgrn 2) folet aus 4), dass mi ta.o x .. b auch im er y 0 a :: iri

rtestens x - y als Lösunrr hat.
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Gruppe

Wir kö n n eine GrUPP definier.n,bei d •

setz nicht p; t Die rage wird dann nur sein,ob
gibto

'ommuta" vge-

Jl) rhaupt

Zu d seI finit n gehen wir ieder a s 'on ~i er enge ~t

eine erknüp ung~verlangen aber jetzt nicht m lr dass 1 ese Meng~e

züglich der gegebenen Verknüpfung kommutativ s i~dageRen soll sie

bezüglich der zugrunde gelegten Verknüpfung abgesohlt8Sen und aS80zia

tiv eeinoF.s soll auch jed. lineare Bea~immungsgleichungLösungen in

der betrachteten Menge habenoWeil die Kommutativität nicht mehr er

füllt zu sein brRucht~folgt aus der Lö barkelt von a ox • b nicht

n.ehr die von y 0 aboDie Lösbarkeit dieser zweiten Gleichungsart

erd~n wir z ätz ich no h forderno

end Defr fSo be' mm n

drei erfüllt sind:

1) Die Menge ~ ist bezüglich der gegebenen Verknüpfurg
abgeschlosseno

2) Die Menge ~ ist bezüglich der gage enen Verknüpfulg
as oziativo

3) Jede lineare Bestimmungsgleichun6

hat mindestens eine Lösung

a. 0 x .. b und y 0 a • b

3.2 !2nstruktion einer nicht kommutativen Gruppe

Nlr müss n jetzt die F:xistonz einer nicht {Ol11ffi tf tiven r pe zei

RenoWir stel .n uns die Aufgabepsine nicht korm i at.v Gruppe mit

m0g1ichst wen g ~lement n zu finden. Dazu geher Wlr ~ s v n z sich

in einem Pun' ·t D ßchneid nden Geraden,der Schm.ttwinkel sei 01. mit

O~~(~~90~oD ganzen folgenden Betrachtungen ~pi 1 n ich in der von

den beiden G r<l.den aufg pannten Eben n aboF.s elen (,1 und s2 die

Spiegelungen die die be den Geraden als Spiegel~chspn habenoDiese

SpiegElungen soll n 'Rlem nte cl er gesuchten Gruppe e:Lno'.Vegen der

Abgeschlossenheit muss dann ~uch

                                   
                                                                                                       ©



                                   
                                                                                                       ©



· 1 0 8 1 '12 0 "2 f

2) 8 1 0 9 2
:: ri20c

) e~ 0 9 1 "" d_ 2 0\

EI,'} ~er tuns

UT,1 i ~ 0\ e n eIlUr.,; dr. D um -20( 0

ur.s.r. g~su ~t~ Orupp~ ~US6 also notwer,1ig 1ie Elemente

"l 2 0(

~ur. ~UlSgn Ulr folgRn1~B b~~chtBn;

1) 1:11 ~ol1

9 1 0 3 2 f
30in. ;)arD,u., f'')lr;t f:ir 0(

rt"'t <X

'",

d4- 0(

,'/'") ..."'1\S "')l,q-t (o'~~<r)()~!)

o
~ '" I)() 0

.Elcl"l~nt uns~J'~r tirUfloe s~in.)ie:'3e9 Elp.m~nt ist ~in~ .. pie",;p.l np.;e"/ir,,, ,iic;n
T,er,nen si~ 8 7/1r jetzt die L"l.~".) J~r zugehörer.11~ "n p-:ellchs ~ hp.-

stilrllllcn.D:=t.zu 01 ;~r,de ':>kizze;
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I

/
I
\

Die Spiegelung 8 1 fUhrt P ir p'} über
p ",_ po

8
1
Q tt'die .Orehung ct2t: 00 fUhrt rlann P in P nh~")r

r ,..

p.1~ P
d240

SO:lit g-ilt

Es i3t ~3 dan MitteIlot von pp und weRen

Pi) = 'p'i)

~Rht g3 rlurch D Damit kanr Mß~ obi~R S~izze zu fnl~Rnd~r ergänze~

1"

Nun l!'lt fl:;, rpstr:elegt'iw.~rn ,;ir r,och den Wir~el zwischp.n g3 u -l {.;'1
~ennen Aus un$er~r zweite~ S~izze folgt

1) -f (~~,g1) ... P+ (

2) 2 f + 2/l~o+ 2 '[ "" :51)()4'.
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ß 6()(Ir -t' if

Ur serA re"ut1hte iru,:>ne er th:'l t jetzt notw ndi~ 'die aeI'!f!nt(>

.) Lbp.i /;'lh!'ln e r1r~i S.ri.P."'f> l:v~h'lp.r. rturcn pfr,er Pur k 'r·t bp.T::Lchbf1.rte

·~chsp.r ;)ilrl~ ,;p.w '11f; niner: \lir:l<nl VOl 6() e.

All"ir 7.ur snrl.ohlich~n V'lreir.f'1.~hung HHnp.n .,-ir diese ·fCr.J';~'cl.i, ~)ie

p;ol-Merp,e dr .1." im Sy"bol "S~tlo

St~l tt 1i." so I','Afundpr:e MAng') beziir:-lich i.~r Veril:r.iipr'urp,' 'ur·r ~)i.r.e

iruppp ihr? Zur '\p.:lr:tworturp; di.~s~r Fr~ee kanr fllar~ si~h folr;')! i 8
I

;i beI' legen: Be tr·'l.t1 h tp.r. wir :< i r. g18ic h~13 i ti.,ge s l>T(~i ec;{, ,J .-\r, rr 1 1 {;2 UTA (";')

oCl.ls ').iillm~tri~rv~hs'.!rl M,t,doCl.n,n !'lt'~llen 1i.e 'Ele!"l·~r.t'! von $5 g8r,·.I.U rUn

Aboi11ur.;er; "jlr,tlie dieses Jrei~c!< tr. .3ich iib8r fiinrp'·;o.;)oi:1it ist riip.

Pr.1.';~~ ob s~ ..dre Gru")'O~ d'lr3tel1~ll n;l~i.chwertip' r.,l t d(~r f'r1..'"p.,ob

'110 Mlr:-:,~ 'lc1" Abb1.11ur:f!'An,d.) P. n gLe ~'1sei.tig S Jr'ic~k in sinh

i )erf'lhrpr, _ 11 ~ er PJjI" d1.1"'ßte LIen 7,llr l!p.lntw0rtur:::; dl"?ser Pr'l..;p.

n~Dcr ~lr 1rpl ~lpic~grOSS~9;1~ ~~seitiCQ Jrele {e ~us~e9ij~ ,11n

Ec·~ 'r· nUifI·Jl' rt uI:d V'0rdryr- un! l{iic:~s~ite ;;nr:dert~(Si.3h-~ Hild 1)

Bi.] t 1

Mi t Z -Je so eher )rplec!<"n la6~eT' 1'4ich die ~irz('lren ew !,"';tU "er. aus

3 3 folöerrIen tssen Ipicht 1arsteller.:'Vir brir:,~C"Ti die zw i Dr(-'ip.c,-;:e

i.n 'ii·} Ausr;q,rr.-sstt·llunp:. !iahe, 1;1.r hiir,:~pr, Ri~ 80 ~uf 11 dass b· icte ·ho

sp.lhp. Eild r.-",~p.r; Zr ~" wir Af!hen vor. beider. Jr~i~c'~f'r di ..· Vor.ler-

86i te ::11 t rter 1 uraten 1 il" ,~o oder wir ph'~r: vor b(~iden ;)reioc.{c>r die

Riic"(S~i.te 'ii t der 3 re~'1t9 Ilr:t~n., :);.,.11r :1'u:1er '/#ir ,,"uf d1.'; ...w·!i te :Jrai

eck einc 'bbtldun~ ~us 3
3

.r..1~bni l~~er. 11r fp.Gtlld~~s ~2 sarkrocnt

ZU'il ur/tATer 13.l1ttrand fltP.·'1t,R
1

vor: lin~s unt:: n~~/l r,"'r:'1to obp.n unrl.
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~3 v r Iln~S n fRoh r ohts u~ten !~rl~ufta >0 I

A.bl)i1nllr.p: s~ i 'J Jarstellung

L------~3-__--1

: UITl Pci oll

Bild 2

J p. V<>r~cr:iinfu}'l?, zw·d.pr .\b'li.ld.un:"en :tus ~ ~ l:isst sich r:ach fol

r.rde~ S~hp~~ r,itt 1n:

\f r b l.np:er. lilIe Jrf>ifl ~e 1n die Aus~ar.~s8tf'!11un6o

2 Vii wp.nrter :"uf ins z.vei tn OrniccK 'ii! eJ'F;te Ilbllildu 1

3 tlJ. brin/;er d ,,6 ,tri tte Dr(~i.<~c~ in die neue :,tpllur.g rtE'S

Z'V 1. t()r· ,)r,~i.p.ckfiJo Wir bri.r/;en ..11so d,;:u rirt tte Dreipck ir

Oi' A usgar,gsst(Jllung f','e{{er::.ioll'r .-i.am ZWt;!i t"lr.

,~o l'Iir w~nder" "'l.uf :iaß drt tte Dreieok die ZW'1'i te Abbildung an

Oip. Abbildur.g -'\us '33 wdie das erste Dr'!i~ck Ilir~l(t in rti~ ~rdstelluNr

'ies rtri tter: "berff;lhrt, i st d~r,n ~leicl'1 der Verl-:ni:l. ~)fur.g der zwei ;\b

hl.ldur.~er:,

'lId 3

L-_ cI...2.0----41 ..6..1'-- ~ t,
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Ver"~;i ofur ffrz

r lünfun~ p-h~n w 1":r

.. 1.

i

• f d 120 d2~O 9 1 9 2 sI,
,-

f t: ~

d 2 t,1) s1 8 2 s\~120
~

-
d d

120 d .2/~O f' f)~ 9 2120 I
-

ri ri 24:) f (t
120 "2

-
24-0 s~ 8

1

3
1 51 ':1

2 :1~ r d
120 'i 2t10

s
°2 s~

CI

d24') f '1 12 ()2 -,
s a '3

1 5 d
120 d2~O f~ 5 ~

1

ser-

:hnr. ist

D~ l~ j.dAr Zeiln unrl i~ jeder SF&lt~ jed~9 Ele~~nt vo~ $5 d n

ffi~l vor~o~m ,ist jAde 11~eare BestimmurgJgletcnune

yoa, ~ bb~wob11 0 x

Ir. :33 Idsbar 9 jl'l. sog"l.r einclnutig ldablr.

In ~)$ ist ,je~lir,e tre !3e9tifJ'LlllUT,gsgllJichung L,jsbar.

Je r: ;'1 L h "J eis,

.:!j ic;, h0züeLi.f'rL 1er 'Ier,,,r,Uel"ur-;::: da.r.n u.sso~it;ivJ

fUh1'er wi'" folp;erd8!'w'l.ssen;''1i.r ,,;oher: 'l.US von dem Ger denbi 8~n l,da&

den !'ur,kt .) als Trrtf,'p.r na t r.:s sei t s J die I'!er,ge 1'1.111"'1" ~31)i'~Gel·lT.~eT,

rtin die Gera.:terl dns 3.tSChAls als Gpiegeh.ciHle hilben. Dllzu betr, eh ten

wi." riit:> Merlg aller Orehunger:, ~r, D , {Cf}.l<:s sei

~enn wir nun ~ei~en kdnnengdasa S bezUgli~h der Vpr<n~"~ur.g dann BS

Boziii.tiv i pdi1.nn ,""ilt das ~unh fUr S3. Der. 13eweiR p dass S assoz1~tiv

1st riinrer wir r n folgoer:d r Uberl~mm{;:
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F 9 i irfnr1 ~ine J~igur uns~rer r.:bene 0 Dann (l'ilt

1 ) P ~Ft 2) F~F9t
j'1 t,o~

},., 1i' .11"" (
F~-.F~t ~ !i'tt1 P ' QQ (f..of..)oJ

Cf~
~( 1 D'f)oS1 !f,~(f2l!S1 )

F'~F'Q 3) F ---+ 10' ~

} ='111' ~11'''' J'1
~

F O--.F I' J U 1':. -<'I."•
~~ 0-6

und ;ina b~ ~bige S~~ ~~elu~g

EI C. S 0

So::n .. war ur: ere V,~rq,11gerneir9ru~h -ies .dec;r ffe d~ kO:::ffiut"ltiven

~ru r- z a - der richt ~ mmut~tivgn sinnvoll

)o~ geisulclc von Gru 1er.

T:"r.tsr:r..:c'1erd bp.:·o;~'Fnt ;j~r. auch die Assodq,tiviti:it für <11'1 iibrigen

7 KögHcll.:ei. ter 0

30 haben WIr den schöner. Satz

S'1tz: Die ·'er.ge der Abbildungen, die ein {,;,lei.cn el tip;:s i)r~n'!o'<

ir. si.ch Uberfiih-rer. 2 stellt beziiglich da:' Ver;-r.il"l!'un,r:' "riann" eire

mmut~tlVP. Gruppp. d~ro

kv~h rt~r ;ntwiOl<lung in ~02 ist GS r:un leloht,\vettere Heis!1~e e

vor Jruppen zu findeTio

1 0 11ir könyen ~u~gehen vo~ n Sniegelaehsen,die sieh ~11e in einem

Pur·<t schneiden und bei denen ben~chbarte Achsen i~mer denselb&n

Wi~~el bildenoFür na 2 oekom en ~ir die Kleinsehe Vierergruppe 1Ot .
2 0 Wir betr~ohtep die ~er.~e der Abbildur.gen»di~ eine ebene oder

r~umliche Fi~ur in sich überführeno

30 Wir betr~ohten di; Men~e d~r Abbildur.gen,din ein Orn~ment n sich
iibqrfilhrer.•

/;.0 Di~ Abbilrluli,O'An "\.us 35 stellen alle m0-.lich Per n t'l.tionen dr~ier

!Jinge d.aro ::>0'"'1 t h"\.b~r wi!' eiflen ";instieg in die PermutationsgruPP~1I •
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11

• d
O ~O

dri d
210180

d
O

d d
90

d
180

d
2700

d
90

d
90 d1B ) d

270
d

O

d
180 d

180 d
210

d
O

d
90

d
270

d
270

d
O

d90
d

100
I

Ist öJ- eil P Unterll'l€l"lge vor- dt'lr (,ru 0pe <;} g '1<1.1.r.

1leziie:linh rtC'!r in } p:~t;ebenen Ver"Y,iir>furg aSGodA.

I

ist öj.
tlV.

- - 2"0 1 3

Ö
- - - -0 1 2 :3

1 1 -2 :3 0

2' - - - -:3 0 1 2

, 0 ~ 2' 3'

'.' re rtr:r('''-ru~pP. P.iT.zufUhren i.st sehr If'icht Ien dur:"' eh

L08m f;P.T ir t} hn.t o

u. 0 x = b bz...; 0 .1 0 A. = h

AU~ c1ipsel1 Jlt~ 1 !'ol~t 11TJlJlttelb:l.r:

~atz 2: Ji"! Un·.~rrn0rp:p. § df'r Grul)pe OJ- stF..l1e bp.zH;;

li"'h rlf'r l} gey,eber.en V ~r-::Ti.JrfuTp; nir;c 'Int,~r[;ru.ove

~ ·.r.wenn hpz~!p'lieh rli·'!S.;lT Vt,r,;:n':rfunr;

Die 190rnor~hie rühren wir folgp.ndermassen eintWlr sehr ib~n

die additive Gruppe der Restzahlen modo4 an, Daneben die Gruppe,d1e

zu den Drehunp:en an einem Punkt um 0°, 90°, 180o~ 270 0 gehörtr.

rtE"shalb fl1 ..... r ,~uf IÜf> 'D"fin tlOT uJ"Id Z"P.1 ~:-;tz~ hl" ~hr'i,r '<~r

)p.firitior: Dir? '~pree 0;, stell#" h"'z1i("li fl oir!.."'..!_ fPr,pber,l!n

V(>r:"r~ fUT.!", eine P. dar Oie lJnterlllp.r.'~f' vor. Qj--.
si'i bez~eli~h der ~n ~ eer.~hener V2r~nu fu~~ p.benfalla

-ir.e Grupoe. üarr· nenner, ,{ir ~ l'dne Ur er'r';ru:-m<> vor, ~
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sen,

ir esen Tabe 181\ d e E1ementp. pd1e n 'sIr (' r

dern der ob 'iu8seren Ze 1e tehen einand r eine; 1 deu tiE"
Dann stehen n len Ubrigenpsich entsprechenden Fe1 ern imme
der zugeor n te ~lemente,Gruppenpdiesich 80 ein nder zuordn l'

nenner. wir i mornho

Wir n also mer z ei einander ein • g ug~ rdnet

Grupp n ~ ---))' t}~ r 'l enn diese Gruppen 1 i ür

isomorph a c 8aee~ wollen aindpgilt:
~ ~ ~

Aus und b ~b folgt a 0 ~ abo

Wer,n umgek hrt diese Eig J"Ischaft gil t~dann L.ri a ch Oj. nd f.;J;'*'.
isomorphoDie - Eigenschaft erheben wir zur Definition für dle 180

morphie~da w~r somit auch Gruppen mit unendlich v~elen ~lementen er
fassen

Der nitio~: G geben sind zwei einander zuge

* *::sb

. T' q, -I- c; ~i. Qmorp/l,. l.m Sylf1b 1

OJ ~ 0; >1:

ordnete Gz:uppen '} und "J~'Nenn aus

..... *a ~ay b~b folgt a. eb
da,1\n

Eln hönes Belspiel zu dem Begriff Un~ergruppe wie auch zur
ISOIJ,ol'phie i t folgende :

Wir ~trachten einen WUrfeloavb und c seien die Verbindungs
a(r" I''l( H-~ '1

gera.d ,ii)g .genüberliegender Quadrateos,>t 9 b )(' und c Y seien Drehurigen
Q

um 180 ,die ~b und c als Achse habenoDie Menge

{ f ~ a)(', b)(', c >I] • Q.

ist b zügllC d VerknUpfu~g dann eine Untergrupp leI Gru! de

Abb11dungen,die einen Würf .. l in sich UberfUhrenoW it gil

Q :').04 "

wobei U-' 4 d1e Klein ehe Vierergruppe isto

Jetz betrachten wir einen Tetraederoä - c
bindurgsg.rai n der Nitten gegenüberliegender K n

(I ---die D:Lehung 180 »die a~b~ als Ach en ha. n

= T

e.i n Li
)! )1-1<

n a e s

~ene:e

n

ist b zügl! h der VerknUpfung dann eine Untergruppe d r Gruppe der

Abbil ungen die in n Tetraeder in sich überführ noA uc~ hier gilt
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worats folg, flSS

Q~T

ist 0 ~las ste .... kt hinter dieser Isomol'phie?Die A1tWC?:rt g1bt folgendes
Bild

In jeder bet:rach eten endli hen Gruppe gelten folgende ":1

gerlschaften"die wir als allgemein gültig bev. eisen wollen und deshalb

in Form von Sätzen angeben könneno

Satz 1: Existenz und F.indeutigk~it des neutralen ~leIDentes

In jeder Gruppe gibt es genau eln'.Element
A
da,

einem beliebigen zelten Elementgimmer di se
'';''';;;:';;'';'''-_.-

Satz 21 Invers s Blemento

Zu j dem Element einer Gr.uppe gibt es genau ein z e

ment derart,dass die Verknüpfung beider Elemente da~

Blern nt ergibtoDiese Aussage ist von der Reihenfol~r v I'

knü ften Elemente unabhängigo

Satz ~ Jede lineare Bestimmungsgleichung hat gunau ei~!

LÖBU1~

Wir beweis r zuerst die ~xistenzaussage des Satzes 1 un~ loDa~it zei

gen wir die Richtigkeit von Satz }oDaraus folgt unmittelbar die Ein
deutigkeitsauBsage der Sätze 1 und 2
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stenzaussage des Satzes 1:

Man nennt da :-:lement mit der in Satz 1 angegeoel en 1:1u.el" • . t da

neutrale Elenent und verwendet dafür gern das Symbo f.

Als Voraussetzung nehmen wir allein die Gruppeneigenachaften.

Behauptung: ~s gibt ein f c ~ ,so dass für jedes ~el~eb1ge ~ w~ nt
a e (7} gil t

aof • fo a • a 0

Rewei ..
I) aox a gibt x '" s. nl\ch 1 c Gruppeneigenschr

11) yoa .. a gibt y = El.1 "
111) box b gibt x .. b

" "r
IV) y 0 b .. b gibt Y .. bl " "

0

Wir b trachten r) und IrI).

y 0 a .. b gibt y .. c w1 oben
V) c 0 a ca b •

Wir mlltiplizieren I) von links mit c
co(a CI a ) • c oar

ach 2 ft(c 0 o a • c oa ne gen C

bo r
'" b nach )r

So wi Be zen

-3- .. b f 0r r r

Gan:~ en sprechend bekommt man

1;1.1 ,. b
l • f 1

Wir haben unser Ziel erreioht, wenn wir noch ~;eigen können, d.Q.8t'

f
r

.. f
1

istnDas läs t sich einfach errelchenoWir setzen

•

Nach den obigen Ergebnissen hat die erste der Gleichungen f ~ls

eine Lösung,die zweite floSetzen wir das ein,dann bek mmen r

oy 0 f • f
r r

6 des Inversen F.lementes

Polement,das Verknüpft mit a das neutralo Blement
erg: b', das . t a inverse Element.

Vornu setzu~~~J Gruppeneigenschaften und die !~xisterzauoaage des
Satzes ,.

:Behauptune: Zu jedem a e OJ gibt es ein ä' e- OJ.. wSo da a gilt
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X 1 ~ x2 t:: OJ
mit a 01:

1
mit Q. oX

2

-a. Cu
• ä (1

gibt x c:; 1>:2

ä (1 Ca 0 %1)

Cil OS)(1X
1

X1

p gilt x • 8' a 0 a. .. f
g'ilt

..
l', Y c a EI. (:)

ä 0 ("1 oä) "" ~1"• a.

(a oa.) 0 ä • ...
of'a

1: oa • aof'
•a. .. a.

a 04 - b gibt x - x,

0

jI~WP.ijl;:f 8. OX .. i'.
y 08. ... f

.. I - l'8,0 a. 0 a' ..

YOl'aU8oct~urJ.g: Orupparlsigtmechaft.en und die eben new:lentmen 8x:Lst.enn..
aussagen

BehauptUJiR:. -
Beweis:

WOI. u Etolor die Ileh5.uptullg f olgtu
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