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Vom 7. bis 11 v Oktober 1963 fand im Mathematischen Forschungsinsti
tut Oberwolfach die zweite Tagung über Funktionalgleichungen un­

ter der Leitung der Professoren J. ACZEL (Debrecen)9 O. HAUPT

(Erlangen) und A. OSTROWSKI (Montagnola-Basel) statt.

Eröffnet wurde die Tagung mit der Begrüßung durch den Direktor des
Forschungsinstituts 9 Herrn Professor BARNER. Sodann nahm Herr HAUP~

den 70. Geburtstag von Herrn OSTROWSKI zum Anlaß, um kurz auf das
bisherige umfangreiche Werk, insbesondere auch auf die Funktional­
gleichungen betreffenden Arbeiten dieses bekannten Mathematikers
hinzuweisen. Er brachte die Freude der Teilnehmer zum Ausdruck
über die Förderung, die auch die diesjährige Tagung durch die An­
wesenheit von Herrn OSTROWSKI erfahren werde. Anschließend began­
nen die Vorträge.

Bei der Tagung stand zunächst das Problem der Abelschen Funktional­
gleichung im Vordergrund; es wurde in verschiedenen Vorträgen und
in daran anschließenden Aussprachen behandelt. Daneben kamen wich­
tige Themen zur Sprache, wie Fragen der Klassifikation von Funktio­
nalgleichungen, Eindeutigkeitssätze und allgemeine Methoden. Be­
merkenswert viele neue Einsichten ergaben sich in Bezug auf Verall­
gemeinerungen in algebraischer Richtung und in Richtung Funktional­

analysis sowie über Fragen aus dem Gebiet der hyperkomplexen Sy-
~eme bzw. Matrizentheorie; und Interpolationsprobleme führten zu
Aufgaben über Funktionalgleichungen. Daneben standen Anwendungen

in der Geometrie und insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrech­
nung im Vordergrund. Bei den lebhaften Diskussionen, die sich auch
außerhalb der Sitzungen fortsetz'czn 9 wurden viele auch ungelöste
Probleme besprochen, die dabei zum Teil weitere Klärung erfuhren.

Als eine erfreuliche Auswirkung der letztjährigen Tagung war zu
verzeichnen, daß verschiedene der im letzten Jahr besprochenen
ungelösten Probleme inzwischen gelöst werden konnten.

Insgesamt waren 13 Teilnehmer anwesend, davon 10 aus dem Ausland.
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Von diesem kamen fünf aus Ungarn? zwei aus den Vereinigten Staaten
und je einer aus Jugoslawien. Polen und der Schweiz. Leider konnte
eine Anzahl der Eingeladenen 9 die bereits zugesagt hatten, nicht
erscheinen; sie hatten aber Wert darauf gelegt, Mitteilungen zum
Vortrag und zur Diskussion zu übersenden. Von diesen Mitteilungen
konnten leider nur 7 ausführlich behandelt werden.

Die Teilnehmer waren die folgenden:

J. ACZEL (Debrecen? Ungarn)
S. ACZEL (Debrecen? Ungarn)
R. BORGES (Köln)
G. GASpAR (Miskolc? Ungarn)
S. GOtAB (Krakow? Polen)
O. HAUPT (Erlangen)
M. HOSSZU (Miskolc, Ungarn)
H. KNESER (Tübingen)
S. KUREPA (Zagreb? Jugoslawien)
A. OSTROWSKI (Montagnola-Basel, Schweiz)
B. SCHWEIZER (Tucson? Arizona)
A. SKLAR (Chicago, Illinois)
E. VINCZE (Miskolc? Ungarn)

Kurzfassungen der Vorträge sowie die Problemstellungen und Bemer­
kungen folgen (getrennt voneinander) in chronologischer Reihenfolge I

A) Vorträ~

1. A. OSTROWSKI: pie Abe~_~~h~~nktionalgleichungund Reihenkonver­
ß.,enzkriterien.

00

Für die Konvergenz der Reihe Z f(V) hat ERMAKOFF unter der An-
'I

nahmeJ daß f(x) stetig und positiv für x~a ist, das folgende Krite-
rium aufgestellt: Wenn für eine stetig differenzierbare Funktion
"f' (x) mit 'If (x) > x (x~a) und ein 0( ~ 1 f("t'(x)) "f'1(X);- O(f(x) (x?:a)
gilt? ist die Reihe konvergent, während, wenn f(~(x)) ~'(x)?: f(x)
(x~a) ist, die Reihe divergiert. Der Satz wurde zuerst von ERMAKOFF
für eine monoton abnehmende Funktion f(x) bewiesen und später, mit
Hilfe einer geeignet konstruierten Lösung der Abelschen Funktional­

gleichung? im allgemei.nen für beliebige f(x), doch wurden die
Voraussetzungen über ~ (x), unter denen dieser Beweis gilt, erst
vom Vortragenden herausgearbeitet: Man hat anzunehmen? daß ~'(X)

monoton wächst. Der Vortragende gab ferner einen die Abelsche
Funktionalgleichung verneidenden Beweis, der elementar und kurz
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ist und auf der Einführung der Funktionen beruht:

g(x) = Sup f(u) •
u~x nur

monoton fällt, klappt diese Methode

F(x) = Inf f(u),
a!u~x

Im Falle allerdings, daß '\f1(X)

für das Konvergenzkriterium.

2. J. ACZEL: Einige ungelöste Fragen in der Theorie der Funktionalglei­
ehungen.

1. Lösung der verallgemelnerten Bisymmetriegleichung
F[G(x,y) ,H(u,v)] =KLM(x,u) ,N(y,v)] und ähnlicher Gleichungen, wenn
alle Veränderlichen und auch die Funktionswerte in verschiedenen
Mengen liegen; Aczel-Belousov-Hosszu, Acta Math. Acad.Sci.Hung.,
11 (1960), 127-136; Aczel, Vorlesungen über Funktionalgleichungen,
214-216; Hosszu, Magyar Tud.Akad.Mat.~Fiz.Oszt.Közl.,~(1962),
11 (1963), 1-15.

2. Allgemeine differenzierbare Lösung der verallgemeinerten Distri­
butivitätsgleichung F[G(x,Y~Z]=HLK(x,z),L(y,z)J;Aczel, Vorlesun­
gen über Funktionalgleichungen, 229-239; Hosszu, Acta Sei.Math.
Szeged, 20 (1959), 67-80.

3. Allgemeine, in beiden Veränderlichen streng monotone und stetige
Lösung der Autodistributivitätsgleichung F[F(x,y),z]=
=F [F(x,z) ,F(y,z)j; Aczlü, Coll.Math., 4 (1956), 33-55; Vorlesun­
gen über Funktionalgleichungen, 237-239, 203-206; Hosszu, Coll.
Math., 2 (1957), 32-42; Gesztelyi, Acta Univ. Debrecen, 8 (1962)
133-139.

4. Existenz streng monotoner nichtsymmetrischer Gruppen von reellen
Zahlen; Aczel, Bull.Soc.Math.France, 76 (1949), 59-64; Vorlesun­
gen über Funktionalgleichungen, 176-188; solche Halbgruppen
existieren (Vincze, briefliche Mitteilung).

5. Folgerung auf die Konvexität in x der Lösungen von FLF(x,u),v]=
=F(x,u+v) aus der Konvexität von F(x,1); Problem der konvexen
Iterierten; Kuczma, Habil.Dissertation, 1963.

6. Funktionalgleichungen für Funktionen von geordneten Paaren von
Veränderlichen; Frechet, Bull.Soc.Math.France, 60 (1932), 242----- -
277; Rech.Theor.Med.,II. 1938; Hosszu, Ann.Univ.Eötvös Budapest,

7 (1964).

7. Charakterisierung von Funktionen der Gestalten F(X1 , ••• ,Xn )=
=f- 1 [~x.f(x.)/~x.J und F(X1 , ••. ,Xn )=f- 1 [~.g(Xj)f(Xj)/Lg(Xj)J

J J J )" Atdurch Funktionalgleichungen (Entropie ; Aczel-Daroczy, c a
Math.Acad.Sci.Hung., ~ (1963), 95-121.                                   
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8. Allgemeine Lösung von Fmn (x1Y1~",~x1Ym~",~xnY1~""xnYm)=
=Fn (x1 , ... ,xn )+Fm(Y1 ~""Ym) unt~r de~ Bedingungen

F n(x11~",~x1m~"'~x 1~"'~x )=F (2:.x1·~"'~2:.x .)+m n nm n J nJ
+Fm(i,Xi 1 ~ ... ~~xim) ~ Fn (x1 ,··· ,xn ) ~Fn( ZXj/n~ ... , Lxj/n) (na-
türlicher informationstheoretischer Entropiebegriff).

9. Lösung von f- 1 L-L-,g(x.)f(x.)/:z:.g(X.)J=h-1l~i:.Jk(X.)h(X.)/Z,k(Xi)J?
.. - J J J J J y
Aquivalenz verallgemeinerter Entropieausdrücke; Bajraktarevic,

Glasnik Mat.-Fiz.·-Astr., .1.l. (1958)~ 243-248; Aczel-Daroczy,
Publ.Math.Debrecen, ~ (1963).

10. Alternative Funktionalgleichungen; Hosszu, Mat.Lapok, 11(1963);
Vincze~ Mat.Lapok, l± (1963), Funkc.Ekvac., ~ (1963)~ Archiv d.
Math., li (1963); SWiatak, Zeszyty Naukowe U.J.Krakow, 1964.

11. Funktionalgleichungen für mehrwertige Funktionen; Kiesewtter,
Crelle J.~ 206 (1961), 113-171; Gotab-Kiesewetter-Losonczi,
Publ.Math.Debrecen~ 11 (1964).

12. Allgemeine (nichtstetige) Lösung der Funktionalgleichung
f(x+yf(x)]=f(x)f(y); Hosszu, Publ.Math.Debrecen~ 2 (1958), 294­
329; Gotab-Schinzel, Publ.Math.Debrecen, ~ (1959)~ 113-115;
Vinzce~ Ann.Polon.Math.~ ].! (1964).

13. Lösung der Cauchyschen Gleichung f(x+y)=f(x)+f(y) falls f(1/x)=
=f(x)/x2 (xIO); Problem von Halperin und Naumann.

16.

17.

14.

15.

Lösung der für fast alle Punktpaare der Ebene vorausgesetzten
Cauchyschen Funktionalgleichung f(x+y)=f(x)+f(y); Erdös~Coll.Math.,

I (1960), 311; Hartmann~ Coll.Math., 8(1961),77-79.

Losung der für relative Pri~zahlen vorausgesetzten Additivitäts­
gleichung f(ITn)=f(m)+f(n)~ (m,n)=1, falls If(n+1)-f(n)1 < c;
Erdös, Ann.o~~ Math.(2), 47 (1946),1-20.

>Lösung von f(mn)=f(m)+f(n)~ (m~n)=1 ~ falls f(n+1)=f(n) oder
f(n+1)-f(n)~O mit Ausnahme einer Folge der Dichte ° (Erdös).

Allgemeine elementare Methcde für Gleichungen des Typus f(x+y)+
+g(x-y)=2:th.(x)k.(y); Sato~Proc.Phys.-Math.Soc.Japan(3),10J J ._-- -

(1928), 212-222; Vincze, Publ.Math.Debrecen, 9 (1962), 149-163,

314-323~ ~ (1963); Sakowi~ch~ .ll (1964).

18. Bestimmung der Homomorphisillen mehrdimensionaler affiner Gruppen;
Lösung des Funktionalgleichungssystems F(XU,Xv+y)=F(X,y)F(U,v),
g(XU,Xv+y)=F(X,y)g(U,v)+g(X,y) (Große Buchstaben sind Matrizen,
kleine sind V?ktore~; Kuczma, Publ.Math.Debrecen~ 6 (1959),72-78;

~- -                                   
                                                                                                       ©



                                   
                                                                                                       ©



- 5 -

Aczel, Bull.Un.Math.Itali (3),12 (1960), 479-484; Bul.Jasi, 7
(1961), No.3-4, 7-14.

19. Allgemeinste Lösung der Gleichung F(XY)=F(X)F(Y) für Matrix­
Funktionen; Schur, SB Preuss.Akad.Wiss., 1928, 100-124; Golab,
Ann.Polon.Math., ~ (1959), 1-13; Kuharzewski, Hosszu, Publ.Math.
Debrecen, ~ (1959), 181-198, 288-289; Zajts, Bull.Acad.Polon.Sci.
Math.Astr.Phys., lQ (1962), 362-367.

20. Allgemeine Lösung von Teilsystemen der Definitionsgleichungen
der Determinanten; Gaspar, Publ.Math.Debrecen, 1 (1954) 257-260,

lQ (1963).

21. Lösung der Cauchyschen Gleichungen in Algebren verschiedener Di­
mensionen; Verallgemeinerung eines von Makai teilweise gelösten
Oberwolfacher Problems von O.Taussky; Problem 17 (Tagung in Ober­
wolfach über Funktionalgleichungen, 1962).

22. Allgemeinste Lösung von f(x.y)=g(x)h(y) in allgemeinen Mengen mit
assoziativem x.y; Vincze, Studia Univ.Babes-Bolyai, ~ (1963);
Hosszu, Studia Univ.Babes-Bolyai, ~ (1963); Aczel, Funkc.Ekvac.,

§. (1963).

23. Qualitative (strukturale) Theorie der Funktionalgleichungen;
Haupt, Crelle J., 186 (1944), 58-64;; Kemperman, Trans.Amer.Math.
Soc., 86 (1957), 28-56; Aczel, Acta Math.Acad.Sci.Hung.,15 (1964).- -

3. H. KNESER: Die Abelsche Funktionalgleichung zur Exponentialfunktion.
Die Abelsche Funktionalgleichung zur Exponentialfunktion lautet
( 1 ) F(ex) = F(x) + 1 .
Es wurde auf SCHÖBEs Lösung (ZAMM, 38/1958/,190-194) hingewiesen: Mit
den Abkürzungen L(x)=log(1+x), e(x)=ex wird
(2) f(x) = lim Ln(en(x))

n-) CD

(3) g (x) = lim [2 - n + ~ log n]
n-) 00 Ln(x)

eingeführt. Unmittelbar aus den Definitionen folgt g(L(x))=g(x)+1,
f(x)=L[f(e(x))]; setzt man F(x)=-g(f(x)), so ergibt sich daraus (1).

Der Ansatz (3) stammt aus FATOUs Behandlung der Iteration bei einem
Fixpunkt mit Multiplikator 1; er konvergiert gleichmäßig im Komplexen,
so daß g holomorph ist. Dagegen ist die Konvergenz in (2) bisher nur
im Reellen (und zwar sehr einfach) bewiesen, so daß man noch· nicht

weiß, ob SCHÖBEs Lösung F holomorph ist.
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CharakterisierungÜber eine Differenzengleichung und eine
der Polynome. (Bericht von S. GOtABJ.
Gleichung

-- ,
( 1 ) S g (x, y) \!:x2 + y2 d t

durch den Ausdruck x(t)+iy(t5=g~-11(at+g(z)), wo a und z beliebige
Konstanten sind, gegeben Setzt man f(z)=g[-1J(at+g(z)), dann ist

eine Lösung der Abelschen Funktio~algleichungfür f, d.h. g(f(z))=
=a+g(z), und die Extremalen von (1) sind Iterationsbahnen von f.
Ferner ist Iterationsindex t p~portional zu der G-Iange der Itera­
tionsbahn in der Riemannschen Geometrie, die durch (1) bestimmt ist.
Ähnliches gilt für andere Funktionalgleichungen, z.B. die von SCHRÖ­

DER und BOTTCHER (Canad.Math.Bull., ~ /1963/,No.2.).

- 6 -

4. M.Mc.KIERNAN: Variational aspects of the Abel and Schröder Funetio-
Chicago nal Equations (Beri~~t von B. SCHWEIZER).
Es sei f eine komplexe Funktion mit der Eigenschaft, daß alle ihre
Iterierten f ~J (z) (t reG~:) existieren. Man nennt die Kurve z(t)=
=fLtJ(Zo) die Iterationsbahn von f durch den Anfangspunkt zoo Satz:
Es sei g eine analytische Funktion und G(x,y)=jg'(J)\ • Dann sind die
Extremalen des Funktionals

5. M. KUCZMA:
Katowice
Es sei die

/~/ ~(x+1) - ~(x) = fex)
gegeben, wo f gegebene und ~ gesuchte Funktion ist. Die Gleichung
/*/ wird in einem Intervalle 1= (a, +00 ) (- co;a <. co) betrachtet. Die
Klasse der sog. konvexen Funktionen von Ordnung n sei mit Mn be­

zeichnet. Lj~f(x) bezeichne die n-te Iterierte der Funktion
6 1f=f(x+1) - fex). Der Verf. beweist den Satz, daß falls f z.ur

Klasse Mn gehört und der Bedingung

lim 6 ~f(x) = 0
X-) co

genügt, so gibt es für jedes Paar von Zahlen /xo'Yo/' wo xo~ I und
Yo ganz beliebig sind, eine einzige Lösung der Gleichung /~/, die
die Anfangsbedingung Yo = r(xo ) erfüllt. Dieser Satz stellt eine
Verallgemeinerung der früheren Sätze von W.KRULL und vom Verf. da~.

Aus diesem Satz erhält man eine Charakterisierung der Polynome höch­
stens n-ten Grades, die in gewissem Maße stärker ist als der bisher
bekannte Satz in dieser Hinsicht. Die Ergebnisse werden in den Fund.

Math. erscheinen.

6. A. SKLAR: Further Steps towards the Classification of Functional
Bq ua t i ons-:-~ ._~.N~.. --'.- ---~

Die Algebren der ver21lgemeiuerten Abbildungen, die bei der vorjäh­
rigen Tagung vorgelegt wurder~ werden weiter studiert. Eine neue Ope­
ration, die Komma-Operation genannt wird, wird eingeführt. Mittels                                   
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dieser Operation kann man zwischen "wohlgeformten" und "unwohlge­
formten" Funktionalgleichungen unterscheiden, und in manchen Fällen
kann man etwaige Aussagen über die Struktur der Lösungen einer
Funktionalgleichung angeben, z.B. die Lösungen der Assoziativitäts­

gleichung /welche sich in der Form FF=F(KK,FJ) ausdrücken läßt/
müssen alle Grad 2, Rang 1 und Index 1 haben.

7. J. ACZEL: Ein Eindeutigkeitssatz in der Theorie der Funktionalglei-
chungen und ihrer Anwendungen.

Der Satz lautet: Ist H(u,v,x,y) streng monoton (diese Bedingung kann
abgeschwächt werden) in u (oder v)~ sind fund F stetig, und liegt
F(x,y) im Innern des Intervalles von x und y, so sind zwei Lösungen

der Gleichung
f fF (x, y) j = H ir (x) ,f (y) ,x, y J,- -

die in zwei Punkten zusammenfallen überall identisch. Anwendungs-
möglichkeiten:
1. Jensensehe Funktionalgleichung; 2. Kraftfelder mit Schwerpunkten;
3. Identitätsprobleme von Mittelwerten und Entropien in der Informa­
tionstheorie; 4. Lösung der Autodistributivitätsgleichungen; u.a.

8. E. VINCZE: Über die Lösungen der Funktionalgleichung F(x+y) + G(x-y)=
.f- f. (x)g. (y).f?r' l l

Es wurde eine allgemeine elementare Methode für die Lösungen der im
Titel genannten Funktionalgleichung skizziert, wobei die Veränderli­
che~x,y,x+y,x-y die Elemente einer additiven ABELschen Gruppe Jl
sind, die aber mit x auch das Element x/2 enthält, und die Funktio­
nen F(x), G(x), f i (.x), g'i (x) (i=1, ... ,n) die Gruppe Jl in einen be-

*liebigen Körper ...rL der Charakteristik 0 abbilden. Die vorliegenden
Funktionen sind unbekannt (oder teilweise bekannt). Wie das bekannt

ist, sind die Funktionen F(x) ,G:(.x) ,fi (x)/gi (x) (i=1, .•. ,n) auch in
den Formen

F(x) = p(x) + Q(x) , f. (x) = Pi(x) + q. (x) , ,
G(x) = R(x) + S(x) , g~ (x) = r

i
(x) + s~ (x) , ) (i=1, ••. ,n).

darstellbar, wobei P(x),R(x),pi(x),ri(x) gerade bzw. Q(x),S(x),
q. (x),s. (x) ungerade sind. Für Q(x) und S(x) gelten die Gleichungen

l l n _

Q(x+y) S(x+y) = L, CPi (x)si (Y)+Pi (y)si (x) J ,
i=1

n
Q(x+y) + S(x+y) = i~' [r

i
(x)qi (y)+ri (y)qi (x) ]

womit das ganze Problem auf schon behandelte Funktionalgleichungen
zurückgeführt werden kann lVgl. Publ.Math.Debrecen, ~ (1962), 149­

163, 314-323, 10 (1963), ..• J.                                   
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9. M. HOSSZU: Über die V~r~llgemeinerung der Distributivitätsgleichung.

Die Funktionalgleichung

Fo [G(x1 ,x2 '··· ,xn ) ,uJ= HtJ!1 1 (x1 ,u) ,F2 (x2 ,u), ••. ,Fn(xn,U)]
läßt sich auf den Spezial~all F.=F , H=G, H=G mit Hilfe gewisser Um­

l 0
kehrbarkeitst8dingungen reduzieren.

10. A. MOOR: Über die 0Mekte der Bahnengeometrien dritter Ordnung.
Szeged 1~ericht von S. G~).
Eine Bahneng~onetrie drit~er Ordnung ist eine geometrische Theorie

derjenigen Mannigfaltigk0iten, in denen die Lösungskurven eines Dif­

ferentialgleichungssystems von der Form
(1) d3xi /ds 3 + 3r,i(x,x ' ,x") = 0, x,i=dxi/ds, xlli=d2xi/ds2

die Rolle der Bahnen spielen. Aus der Forderung, daß (1) bezüglich
einer KoordinatentrGnsformation invariante Form haben soll, folgt,
daß r i dem Transformationsgesetz

(2) ri(x,x! ,x") =-= A~ rP(x,x ' ,Xi') - A~qXIIPx,q - ;Ä~qrxtPxtqx,r

genügt, wo xi = Jxi / Jxp, Äi = J2:xi j CJxP Jxq ,p. pq.
Wählt man für r l die möglichen Typen:

(a) I',i(x,x',x") = b}(x,Xt)x"j + ci(x,x')
. 1 . . k' ..

(b) j.,l(x,x',x") = '2ajk(x9xl)XIIJXll + bj(x,X')x IIJ + cl(x,x'),

so kann mit Hilfe von (2) und im Hinblick auf die Form des invarian­
ten Differentials der Bah~engeometriendritter Ordnung gezeigt werden,

daß die Fundamentalgrößen a~k' b~, ci aus den Grundgrößen einer Ber-
J J

waldschen affinen Bahnengeometrie, bzw. aus de~eines affinen Linien-
elementraumes bestimmbar sind.

11. R. BORGES: }~.E.. Tr~nsfo!:I!!.a ti?::2:~g~~EE..~~rzeugte einparametrige Expo-
nentialverteilungen.

Gegeben sei eine Famiiie--P von Wahrscheinlichkeitsmaßen p~ ,J ~ e
auf einem (J -Körper <R über einer abstrakten Grundmenge M, die Dich­

ten der Gestalt h(x)exp[u~ T(x) + v&] bezüglich eines Maßes ~ auf ~

besitzen. Ferner sei die Indexmenge 8 eine Gruppe von 0( -meßbaren
Transformationen von M mit dem Einselement e und erzeuge ~, d.h.
p~ (K)=Pe(.,.<t.-· 1K). Es wird mit Hilfe von Funktionalgleichungen auf

Untergruppen der reellen Zahlen folgendes gezeigt: Es gibt ein in­
variantes Maß A. a.uf d~ , 80 daß die Familie f Dichten vom Typ der
Normalverteilung oder Gamma\TG::,teilungcn bezüglich A. \ Ji.. besitzt.

12. B. SCHWEIZER: Funk.tt~1lc::1tL~~J.2.!:tE:n..Ke.!]' ..~p_ß..e_:J2~-!~_e~0.rie der statistischen
TiIetrik.

In der Theorie der statistischen Metrik stößt man an mehreren Stellen
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auf Funktionalgleichungen. Z.B. um den besten t-norm für einen an­
gegebenen Raum zu finden, löst man eine Funktionalgleichung. Weiter
ist das kartesische Produkt von SM-Räumen durch eine Funktionalglei­
chung bestimmt, und in der Definition eines statistischen linearen
Raumes erscheint ein System von einer Funktionalgleichung und einer
Funktionalungleichung. Weitere Eigenschaften von t-normen und Fami­
lien von t-normen wurden erwähnt. Zuletzt wurde die Frage, ob jede
assoziative Fläche isotherm ist, die bei der vorjährigen Tagung vor­
gelegt wurde, mit Nein beantwortet.

13. D.V. IONESCU: A roximationsformeln und
Cluj Bericht von O.HAUPT .
Die Funktionalgleichung

/1/ !i.b) - f(al' - f'(~)
b-a - Co

geht für f' (x)=g(x) über in die IITrapez"-Formel

(b-a)g(~)

2 1 2 < <. a+bg t C und lf(x)= ~(x-a) ,a=x=-y,

)~ g(x)dx =

1(x)g"(x)dxs Oj dabei ist
b

wenn R= 5
a

'f (x)= ~(X_b)2, ~ ~x~b. Bei Variablen a, b folgt /wozu y;'(x) >0,

x~ (a,b)/, daß g" '(x) =0. Verallgemeinerung auf Funktionalgleichun­
gen A[fj=O derart, daß bei beliebigem f gilt A[fl =)~ Y'(x)f(n) (x)dx.
Beispiel:

Alf] = n-1 ( ) ()n h
~ f x 1 - -1 2(n-1)

= (xn (1)J ~(x)f n+ (x)dx.
x

Dabei ist ':f in [xk ,xk+11 ein Polynom n-ten Grades fk(x), das ge-
wissen, vom Verfasser angegebenen Anfangsbedingungen in xk genügt.
Es ist ~(x)< 0 in (x 1 ,x2 , ••. ,xn ). Aus A(f) = 0 folgt also, daß f
ein Polynom n-ten Grades ist bei Variablen x 1 ,xk(f E Cn+1

). Verf.
stellt die Frage nach Abschränkung der Voraussetzung, daß fE Cn+

1
•

/2/

14. S. GO~AB: Über ein Funktionalgleichungssystem von O.E.GHEORGHIU.
In Verallgemeinerung der bekannten Funktionalgleichung
~[x+y f(x)J = ~(x) f(y) auf komplexe Zahlen /nicht notwendig ge­

wöhnliche komplexe Zahlen/ hat O.E.GHEORGHIU das folgende System
von Funktionalgeichungen aufgestellt

i
p( ~(x,y) , l (x,y)J = p(x,y)p(z,t) + CQ(x,y)Q(z,t)

/"*/ -
Q[CP(x,y) , Y(x,y)] = p(x,y)Q(z,t) + Q(x,y) p(z,t)

wo P, Q zwei gesuchte reelle Funktionen sind, C eine Konstante, die~

Rolle eines Parameters spielt, bedeutet und r ' :f kurz für folgende
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Ausdrücke stehen:
~ = x +zp(x,y) + OtQ(x,y) ,
~ = Y +tp(x,y) + zQ(x,y) .

Herr GHEORGHIU hat das System /~/ gelöst unter Annahme, daß die
Transformation x=p(x,y) , y=Q(x,y) eine im Großen umkehrbare Trans­
formation ist. Der Verf. hat sich die Aufgabe gestellt, das System
/~/ zu lösen unter der Voraussetzung, daß P,Q zur Klasse 0(1) ge­
hören. Durch Zurückführung auf ein System der partiellen Gleichungen
von der Form

vp _ H1/P,Q/ dP H2/P,Q/ vQ H3/P,Q/ ~Q H4/P,Q/
/~~/ . vX - /::,. ~y = 6 OX = .6 'c>y = ~

wo 6 gfp2_OQ2 und Hi homogene Polynome zweiten Grades sind /wobei
die Koeffizienten von den Werten dP/()X, up/ uy, aQ/dx, dQ/dY im
Nullpunkt abhängen/. Durch Aufstellung der Integrabilitätsbedingun­
gen von /~*/ erhält man ein algebraisches System von genannten Koef­
fizienten und weiterhin für diese Lösungen kann /~~/ in effektiver
Weise integriert werden, wonach man verifiziert, daß diese Lösungen
auch Lösungen für /~/ sind. Die vollständige Tabelle der Lösungen

enthält 5 Scharen von /ein- oder zwei-parametrigen/ Lösungen des
Systems /~/.

15.

16.

I. MAKAI: Zwei Funktionalgleichungen für Quaternionen. (Bericht von
Debrecen J.AOZEL).
Die Funktionalgleichung f(XY) = f(X)f(Y) und F(xy)=F(x)F(y) /kleine
Buchstaben: Skalare, große Buchstaben: Quaternione/ wurden im Zu­
sammenhang mit der Fragestellung von O.TAUSSKY-TODD /Tagung über
Funktionalgleichungen in Oberwolfach 1962, Problem 16/ gelöst. All­
gemeine Lösungen f(x) = m(:xl), F(x) = m(x) LCOSQ(x) + Jsin ~(x)],

wo die m beliebige Lösungen der additiven Kongruenz
(J (xy) ;: lJ(x) + CJ(y) (mod 21i) und J eine beliebige konstante
"Achse" von Quaternionen /d.h. Einheitsquaternion mit reeller
Projektion 0/ ist.

D.S.MITRINOVIO: Über die Funktionalgleichung
Belgrad 3f/x,y,z/2=f/x,x,y/f/y,z,z/+f/y,y,z/f/z,x,x/+f/z,z,x/f/

i]~icht von M.Hossztl x,y,y/
Die Lösung der vorliegenden Funktionalgleichung ist

f/x,y,z/ ==-~J ~-r:B~~'~~,Y/F/Z,;y-/ + F/y,z/F/ x,z/ + F/z,x/F/y,x/l"l

wo für gewisse x,y F/x,y/=O und für alle anderen Paare von x,y

F/X,y/=H/x/2H/y/ gültig ist.
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siehe Seite 15 unten)
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17. S. KUREPA: Functiona!~uations for Elementary Functions in Vector
.spac.~~.

Theorem 1. Let R be ~he set of reals, A aB-algebra, T:R -7 A a re­
gular measurable function such that T/t+s/T/t-s/=T/t/2T/s/2 in all
t, s € R. Then, there is one and only one element T (; A such that

T/t/=T/O/exp-c2T holds for all t ~ R.

Theorem 2. Let X be a separable HILBERT space, A the B-algebra of
all continuous and linear operators from X in X, and Ti: R --) A /
i=1 ,2,3,4/ functions such that
a/ T1/t+S/T2/t-s/=T3/t/T4/s/ holds for all t,s ~R;

b/ zero is not in the spectrum of any T./t/ /i=1 ,2,3,4; t ~R/;
l

c/ t --~ Ti/t/ /i=1 ,2,3/ weakly measurable /in L-Sense/ on an inter-
val 6 ~ R.

Under these cond i ti' ons the functions T. are strongly continuous.
l

If in addition Ti/t/ is a normal operator and all these operators
commute one with another then T. is an exponential function of the

l

form exp/t 2T+tU/. Theorem 2 in the case of dimX < ro was proved by
S. KUREPA, Publ.de l'inst,Math. 1.2, 1962, Beograd, p.99-108 and
in the general careby F.VAJZOVIC and it will appear in the same journ.

18. L. LOSONCZI: Al~ßemeinste Lösun en der Funktional leichun
Debrecen llaxili~*97=milix~+ f +r Bericht von J .ACZ L).
Die Funktionalgleichung im Titel hat dann und nur dann nichtkonstante
/und nicht unbedingt stetige/ Lösungen, wenn a und p entweder beide
transzendent oder beide algebraisch und Wurzeln desselben irreduzib­
len Hauptpolynoms sind und bund q entweder beide transzendent in
bezug auf die Körper R/a/ bzw. R/p/ sind oder sind sie beide alge­
braisch in bezug auf diese Körper und die Koeffizienten der bezügli­
chen irreduziblen Hauptpolynomen entsprechen einander im Sinne der
zwischen R/a/ und R/p/ bestehenden Isomorphie i ferner wenn im Falle
c=O, p+q=1 auch r=O besteht. Die allgemeinsten Lösungen werden mit­
tels einer geeigneten Modifikation der Hamelschen Basen konstruiert.

19. G. GÄSPÄR: Die C~~r~~teE~flier~derDeterminanten mittels Funktional-
gleichungen.

Es sei R=a,b, ... ein beliebiger unendlicher Integritätsbereich. Es
seien weiter A,B, ..• Elencnt2 des vollen Matrizenringes Rn vom Grade
n über R. Es gilt der folgende Satz: Ist f eine Abbildung vom Rn in
R, die nicht identisch gleich Null ist und den Axiomen

/a/ f/A+b/ = i,f/C/
/b/ f/AB/ = f/A/~/B/

/c/ f/aA/ = anf/A/ , /a E-R/                                   
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20. B. SCHWEIZER: Die Algebra der Funktionen.
Ein kurzer Beweis über die frühere Arbeit !B.SCHWEIZER und A.SKLAR,
The Algebra of Functions, Math.Annalen, lL2/1960/,366-382, 143 /1961/,
440-4417 sowie über einige neue Resultate wurde gegeben.

21. O. HAUPT: Bemerkungen über Wronskische Determinante und lineare Ab-
hängigke=h,t.•

Es wurde über die Arbeit von Z.MOSZNER / Sur le wronskien et la
dependance lineaire des fonctions, Bull.Sci. Math. /2/, 85 /1961/,
165-180/ kurz berichtet, sowie über eine Verallgemeinerung des Satzes

/S/ /S.174/ sowie des Satzes /T/ /S.177/ in der früher /Math.Z., 21
/1950/, 122-130/ angegebenen Richtung.

22. A. SKLAR: Bemerkungen über Superassoziativitätsgleichung.
Ein Bericht über die Untersuchungen von ~H.J.WHITLOCK über die Super­
assoziativitätsgleichung

f [f/ a , b1 ' b2 ' • • . , bn/ , c 1 ,c 2 ' . • • , cn1 = f [a, f /b 1 ,c 1 ,c2' • • • , Cln/ ,

f /b2 ' c 1 ,c 2 S •• v , cn/ , < • <> ,. f /bn ' c 1 ' c2 ' . • • , cn/J
und ihre j~nwcndungen bezüglich der Axiomatik der Funktionen von

nehreren Veränderlichen, wurde vorgelegt.

B) Probleme und Bemerkungen.

1. In der Sitzung vom Mittwoch, den 9.10~1963 vormittags, weist
HAUPT hin auf eine aus einem Interpolationsproblem hergeleitete
Funktionalgleichung von SIPPEL /Eine neue einfache, für den Praktiker
bestimmte Extrapolationsmethode; Angew.Chemie, Neue Folge, 55 /1942/,

331-333, Berlin/.

2. Determine all continuous solutions of f(F(x,f/x/)] = G(x,f/x/),
F, G being given continuous / strictly monotonic?/ functions /M.R.l2

141i ~' 5829i 23, 444; 24, 3442/. (M.KUCZMA, Katowice)

3. Unter welchen Bedingungen hat die Gleichung

~ [fn/x/] = G tx,Q/x/,Q [f/x/J ,Q[fn-
1
/x/J}

eine bzw. unendlich viele Lösungen? /Vgl.M.R.22, 6952i 23, 446 und

1960; 24, 2163 und 3440 . (M.KUCZMA, Katowice)

4. Suppose that f is a r8al solved function defined on reals and
f/x+y/+f/x-y/=2f/x/+2f/y/. Suppose that f is bounded on a set T.
Does this imply that f is bounded on T+T= (t+s lt, s f T> ?

(S.KUREPA, Zagreb)
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5. Found all solutions of the above functional equation.
(S.KUREPA, Zagreb)

6. Suppose f is real /complex/ solved function on reals such" that

f/x+y/+f/x-y/=2f/x/f/y/. Let f be continuous on a: .perfect bounded set
P. 1s then f continuous on the set p+p2 • Does this hold in P of
strictly positive L-measure. (S.KUREPA, Zagreb)

(S.KUREPA, Zagreb)
f/T'XT,T'YT/=f/X,Y/, wo X,Y,T beliebige
Transponierte von T ist.

7. What can one say about graphs of f which satisfies one of the
above functional equations.

8. Allgemeine Lösung von
Matrizen sind und T' die

(I. MAKA1, Debrecen)

(J.ACZEL, Debrecen)

9. Die Funktionalgleichung

/0/ f/x+y/ + f/x-y/ - 2f/x/ = 2IYlg/x/
von Herrn G.N.SAKOW1TSCH (VgI.Tagung tiber Funktionalgleichungen in
Oberwolfach 1962, Vortrag 7./ kann einfach so gelöst werden:
Mi t x :::)X-y, bzw. x =.>x+y, bzw. y:)2y folgen

/1/ f/x/ + f/x-2y/ - 2f/x-y/ = 2IYlg/x-y/,
/2/ f/x+2y/ + f/x/ - 2f/x+y/ = 2\ylg/x+y/,
/3/ f/x+2y/ + f/x-2y/ - 2f/x/ = 4Iylg/x/ ;
aus 2./0/+/1/+/2/-/3/ ergibt sich 2\y\ Lg/x+y/ + g/x-y/] = 0, d.h.

g/x/ =. o.

(E.V1NCZE, Miskolc)

10. Zur Arbeit von Herrn D.V.10NESCU: Statt dreimaliger Differenzier­
barkeit von f/x/ kann man auch ohne weitere Voraussetzung die Funktio­
nalgleichung

/1/ f' /x2Y/ = f/x/-f/y/
x-y

lösen; f/x/ ist natürlich einmalig differenzierbar. Mit y=O, f/O/=a,

f/x/-a=g/x/ und ft/~/=~ geht die Gleichung /1/ in
g/x+y/ _ g/x/-g/y/ g/x+y/-g/x! _ 2g/x/ _ x+y ~

x+y - x-y' y - x-y x-y' y

über, d.h. nach dem Grenzübergang y --> 0 erhält man die gewöhnliche
lineare Differentialgleichung g'/x/=2~ - b, b=g'/O/, welche die Lö-x
sung g/x/=cx2+bX besitzt. Damit ist f/x/=cx2+bx+a. Ähnlich löst man
mit einmaliger Differenzierbarkeitsannahme für f/x/ auch die Funktio­

nalgleichung

/ 2/ F/x+y/ = f/x/-f/y/
x-y

Mit etwas längerer Berechnung kann man die Gleichung /2/ auch ohne
irgendwelche Regularitätsannahme /Differenzierbarkeit, Stetigkeit,

Meßbarkeit, usw./ ganz allgemein lösen.                                   
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(J.ACZEL, Debrecen)

(S.GO~AB, Krak6w)

... ~ 4 -

11. Zur Arbeit von Her~n D.V.IONESCU: Die Funktionalgleichung
f!x~=~LU = g/x~y'/ geht mit x=u+v und y=u-v über in f/u+y/-f/u-v/=
=2vg/u/. Mit u =/u-v, u~u+v und v =)2v erhält man die Gleichungen

/1/ f/u/ - f/u-2v/ = 2vg/u-v/,
/2/ f/u+2v/ - f/u/ = 2vg/u+v/,
/3/ f/u+2v/ - f/u-2v/ = 4vg/u/.
Da auch die Gleichung g/u+v/+g/u-v,I -2g/u/=0 aus /1/+/2/-/3/ folgt,

ist g/U/~~+b. wo a/u/ eine additive Funktion ist. So ist f/x/ =
=f/o/+x[~ x +bJ. Rücksubstitution ergibt a/x/ =2ax, so daß
f/x/=ax2+bx+c. Dies ist einfacher als die in Bemerkung 10 erwähnte

elementare Lösungsmethode. (J.ACZEL, Debrecen)

12. Zur Arbeit von Herrn D.V.IONESCU: Die Funktionalgleichung
/0/ ~(=~JY/ = g/x+y/

geht mit y =,) X~l;x~~w. :Y.: =)2.S~ über in

/1/ 2f/X/~~~2:L = g/32+y/ ,

bzw. f/x~ f/ /
/2/ 2 x-y- ..!..-. = g/x2LY/ ,

woraus man mit 3X~ = u u~d x+~y = v die Jensensche Gleichung

g/u2v/= gLU/2ß/7/ e~hält, d.h. g/u/=a/u/+b ist (a/u/ additive Funk­

tion). Zurücksetzen ergibt a/x/yma/y/x, d.h. a/x/=ax, g/x/=ax+b,
usw. /wie in Bemerkung 11/.

13. Funktionalgleichung der Gestalt f[F/x,Y/l= H(f/x/,f/y/J mit
stetiger F, streng monotonen Fund H können auf die im zweiten Vor­
trag von ACZEL /Vortrag 7/ betrachtete Gleichung reduziert werden.

(J.ACZEL, Debrecen - M.HOSSZU,
Miskolc)

14. Es sei V ein Vektor~aum /über eineD1Körper K/ mit dem Begriff
des internen Produktes gegeben. Es sei Q/x/, wo x eV, eine quadrati­
sche Form in Verklärt. Man betrachtet die Funktionalgleichung

/~/ Q [f/x,Y/J = Q/x/.Q/y/ ,
wo f/x,y/ eine ges~chte F~nktion von der Eigenschaft f:VxV --> V
ist. Es ist die Frage nach der allgemeinen Lösung der Gleichung /~/.

Im Spezialfall, wenn V ein n-dimensionaler Vektorraum Vn ist, wäre
es dann wünsch8nswert,aus der allgemeinen Form der Lösung'von /~/

den bekannten HURWITZschen Satz zu bekommen, daß, falls feine bi­
lineare Form sein soll, es nur der Fall für n=1 /trivial/, n=2,

n=4 und n=8 sein kann.
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(J.ACZEL, Debrecen)
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15. Lösung des Problems 5 von S.KUREPA: Die allgemeine Lösung der

Funktionalgleichung f/x+y/+f/x-y/=2f/x/+2f/x/+2f/y/ ist f/x/=
= ~ a .. r. r ., wo x;. 2.r. b. die HAMELsche Darstellung von x ist und

lJ l J l l
a .. =a .. sonst beliebig sind.
lJ Jl

Auch die diesjährige Tagung muß als eine Überaus fruchtbare und un­
gewöhnlich anregende bezeichnet werden. Für das Jahr 1964 liegt be­
reits eine Einladung aus dem Ausland zu einer Tagung über Funktional­
gleichungen vor. Auf einhelligen Wunsch aller Teilnehmer wird daher
nach Rücksprache mit der Leitung des Forschungsinstituts Oberwolfach
mit deren Zustimmung erst für den Sommer 1965 die Veranstaltung einer
Tagung über Funktionalgleichungen in Oberwolfach in Aussicht genom-

men.

Nachdem Herr Professor GOtAB im Namen der ausländischen Teilnehmer
deren Dank an die Institutsdirektion und die Tagungsleitung zum Aus­
druck gebracht hatte, endete die Tagung mit Schlußworten von Pro­
fessor OSTROWSKI, der zugleich im Namen der Teilnehmer der Instituts­
leitung aufs herzlichste dankte dafür, daß sie die Tagung ermöglicht

hatte.

E. VINCZE (Miskolc)

~~_§~~!~_ll~_y~~!~§g_~~§~!E

genügt, wobei in /a/ über alle Zeilen- oder Spaltenkombinationen
C von A und B zu summieren ist, so ist f/A/ die Determinante von A.
Mit Hilfe geeigneter Gegenbeispiele kann man zeigen, daß die Axiome
/a/-/c/ voneinander unabhängig sind und die Voraussetzung der Un­
endlichkeit des Integritätsbereiches im allgemeinen unentbehrlich
ist.
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