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Vom 7. bis 11. Oktober 1963 fand im Mathematischen Forschungsinsti

I
%
tut Oberwolfach die zweite Tagung liber Funktionalgleichungen un- |
ter der Leitung der Professoren J. ACZEL (Debrecen), O. HAUPT

(Erlangen) und A. OSTROWSKI (Montagnola-Basel) statt.

Eroffnet wurde die Tagung mit der BegriiBung durch den Direktor des
Forschungsinstituts, Herrn Professor BARNER. Sodann nahm Herr HAUP%
den 7o0. Geburtstag von Herrn OSTROWSKI zum AnlaB, um kurz auf das f
bisherige umfangreiche Werk, insbesondere auch auf die Funktional—h
gleichungen betreffenden Arbeiten dieses bekannten Mathematikers
hinzuweisen. Er brachte die I'reude der Teilnehmer zum Ausdruck
liber die Forderung, die auch die diesjdhrige Tagung durch die An-
wesenheit von Herrn OSTROWSKI erfahren werde. AnschlieBend began-
nen die Vortridge.

Bei der Tagung stand zundchst das Problem der Abelschen Funktlonal4
gleichung im Vordergrund; es wurde in verschiedenen Vortrdgen und i
in daran anschlieBenden Aussprachen behandelt. Daneben kamen wich—f
tige Themen zur Sprache, wie Fragen der Klassifikation von Funktioﬁ
nalgleichungen, Eindeutigkeitssdtze und allgemeine Methoden. Be-
merkenswert viele neue Einsichten ergaben sich in Bezug auf Verall-
gemeinerungen in algebraischer Richtung und in Richtung Funktlonall
analysis sowie iliber Fragen aus dem Gebiet der hyperkomplexen Sy -
steme bzw. Matrizentheorie; und Interpolationsprobleme filihrten zu
Aufgaben lber Funktionalgleichungen. Daneben standen Anwendungen
in der Geometrie und insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung im Vordergrund. Bei den lebhaften Diskussionen, die sich auch |
auBerhalb der Sitzungen fortsetzien, wurden viele auch ungeldste
Probleme besprochen, dic dabei zum Teil weitere Kldrung erfuhren.
Als eine erfreuliche Auswirkung der letztjdhrigen Tagung war zu
verzeichnen, daB verschiedene der im letzten Jahr besprochenen
ungeldsten Probleme inzwischen geldst werden konnten.

Insgesamt waren 13 Teilnehmer anwesend, davon lo aus dem Ausland,
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Von diesem kamen filinf aus Ungarn, zwei aus den Vereinigten Staaten

und je einer aus Jugoslawien, Polen und der Schweiz. Leider konnte
eine Anzahl der FEingeladenen, die bereits zugesagt hatten, nicht i
erscheinen; sie hatten aber Wert darauf gelegt, Mitteilungen zum P
Vortrag und zur Diskussion zu iibersenden. Von diesen Mitteilungen |
konnten leider nur 7 ausfiihrlich behandelt werden. ;

Die Teilnehmer waren die folgendens:

J. ACZEL (Debrecen, Ungarn)
S. ACZEL (Debrecen, Ungarn)
R. BORGES (K&ln)

G. GASPAR (Miskolc, Ungarn)
S. GOZAB (Krakdbw, Polen) |
0. HAUPT (Erlangen) |
M. HOSSZU (Miskolec, Ungarn)

H. KNESER (Tiibingen)

S. KUREPA (Zagreb, Jugoslawien)

A. OSTROWSKI (Montagnola-Basel, Schweiz)

B. SCHWEIZER (Tucson, Arizona)
A. SKLAR (Chicago, Illinois)

E. VINCZE (Miskole, Ungarn)

Kurzfassungen der Vortrdge sowie die Problemstellungen und Bemer- |
kungen folgen (getrennt voneinander) in chronologischer Reihenfolgeﬂ

A) Vortrige

A. OSTROWSKI: Die Abelsche Funktionalgleichung und Reihenkonver-
genzkriterien. 5

Flir die Konvergenz der Reihe ;lf(V) hat ERMAKOFF unter der An-

nahme, daB f(x) stetig und positiv fiir xZa ist, das folgende Krite-

rium aufgestellt: Wenn flir eine stetig differenzierbare Funktlon
Y (x) mit v(x) > x (x2a) und ein & < 1 fCY(x))Wv(x): xf(x)

gilt, ist die Reihe konvergent, wihrend, wenn f(¥(x)) ¥'(x)% f(X)
(Xéa) ist, die Reihe divergiert. Der Satz wurde zuerst von ERMAKOFF |
flir eine monoton abnehmende Funktion f(x) bewiesen und spidter, mit

i
i

1
Hilfe einer geeignet konstruierten LOsung der Abelschen Funktional—ﬁ
gleichung, im allgemeinen fiir beliebige f(x), doch wurden die |
Voraussetzungen tiber ¥ (x), unter denen dieser Beweis gilt, erst
vom Vortragenden herausgearbeitet: Man hat anzunehmen, daB ¥'(x) ‘
monoton widchst. Der Vortragende gab ferner einen die Abelsche L
Funktionalgleichung vermeidenden Beweis, der elementar und kurz ]
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ist und auf der Einfilhrung der Funktionen beruht:
i) Inf o), g(x) = %up it 8
afuix ux nur
Im Palle allerdings, daB Wv'(x) monoton fdallt, klappt diese Methode
fiir das Konvergenzkriterium.,

2. J. ACZEL: Einige ungeltste Fragen in der Theorie der Funktionalglei-
chungen.

1. LOosung der verallgemeinerten Bisymmetriegleichung
F[G(X,y)sH U,V ]=K[M(X,u),N(y9V)] und dhnlicher Gleichungen, wenn
alle Verdnderlichen und auch die Funktionswerte in verschiedenen
Mengen liegen; Aczél-Belousov-HosszQ, Acta Math. Acad.Sci.Hung., |
11 (1960), 127-136; Aczél, Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen, §
214-216; Hosszl, Magyar Tud.Akad.Mat.-Fiz.0Oszt.Kozl.,12 (1962),
11965 ¢ L1=15y

2. Allgemeine differenzierbare Ldosung der verallgemeinerten Distri-
butivitidtsgleichung F[G(x,ylz]:H[K(X,z),L(y,z)]; Aczél, Vorlesun-
gen liber Funktionalgleichungen, 229-239; Hosszli, Acta Sci.Math.
Szeged, 20 (1959), 67-80.

3, Allgemeine, in beiden Veridnderlichen streng monotone und stetige
Losung der Autodistributivitidtsgleichung F[E(x,y),z]:
=F[?(x,z),F(y,z)]; Aczél, Coll.Math., 4 (1956), 33-55; Vorlesun-
gen Uber Funktionalgleichungen, 237-239, 203-206; Hosszu, Coll.,
Math., 5 (1957), 32-42; Gesztelyi, Acta Univ. Debrecen, 8 (1962)
133=139.,

4, Existenz streng monotoner nichtsymmetrischer Gruppen von reellen
Zahlen; Aczél, Bull.Soc.Math.Prance, 76 (1949), 59-64; Vorlesun-
gen iliber Funktionalgleichungen, 176-188; solche Halbgruppen
existieren (Vincze, briefliche Mitteilung).

5. Folgerung auf die Konvexitédt in x der Ldsungen von F[F(x,u),v]=
=P(x,u+v) aus der Konvexitdt von F(x,1); Problem der konvexen

Iterierten; Kuczma, Habil.Dissertation, 1963.

6. Punktionalgleichungen fiir Funktionen von geordneten Paaren von
Verdnderlichen; Fregggﬁ Bull.Soc.Math.Prance, 60 (193%2), 242~

2773 Rech.Théor.Med.,II. 1938; Hosszl, Ann.Univ,E6tvds Budapest,
7 (1964).

o Charakterlslerung von Funktionen der Gestalten F(x soen g X )=
[Zxaf XJ)/LX ] und F(x 19'°°9X =f 1[“—8(}( )f(X )/Zag(x )]
durch Funktionalgleichungen (Entropie); Aczél- Daroczx, Acta

& i Math.Acad.Sci.Hung., 14 (1963), 95-121,
DFG F:riczcu:gsgemeinsthaft
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8. Allgemeine Ldsung von F_ \Y1y1,,..,X1ym,.,.,xny1,...,xnym)=
—Fn( 1,,..,Xn)+Fm(y1,a.,,ym) untir den Bedingungen
+Fm<z—’xi‘]9°'°9ZIXim>9 Fn(XrIyone’Xn) =Fn(ZXj/nyu-oyLXj/n) (l’la—

tiirlicher informationstheoretischer Entropiebegriff).

9. Losung von f—1 Lz.g(x LE e . )/Z..g ] h-1l_2,,k(x Yh(x, )/E-k(x )]
Aquivalenz vcrallgemelnerter Entropleausdrucke, Bagraktarev1c,
Glasnik Mat.-PFiz.-Astr., 13 (1958), 24%-248; Aczél-Dardczy,
Publ.Math.Debrecen, lo (1963).

lo. Alternative Funktionalgleichungen; Hosszl, Mat.Lapok, l£(1963)§
Vincze, Mat.Lapok, 14 (1963), Funkc.Ekvac., 6 (1963), Archiv d.
Math., 14 (1963); Swiatak, Zeszyty Naukowe U.J.Krakbw, 1964.

11, Funktionalgleichungen fiir mehrwertige Funktionen; Kiesewdter,
Crelle J., 206 (1961), 113-171; GoXab-Kiesewetter-Losonczi,
Publ.Math.Debrecen, 11 (1964).

12, Allgemeine (nichtstetige) Losung der Funktionalgleichung
f{x+yf(x)]=f(x)f(y); Hosszl, Publ.Math.Debrecen, 5 (1958), 294-

329; GoXab-Schinzel, Publ.Math.Debrecen, 6 (1959), 113-115;
Vinzce, Ann.Polon.Math., 14 (1964).

13. Losung der Cauchyschen Gleichung f(x+y)=f(x)+f(y) falls £(1/x)=
X)/x2 (x£0); Problem von Halperin und Neumann.

14. Losung der fir fast alle Punktpaare der Ebene vorausgesetzten I
Cauchyschen Funktionalgleichung f(x+y)=f(x)+f(y); Erdds,Coll.Math.,f
7 (1966, 5171; Hartmshn, Colk.Math:, §(1961),77—79.

15. Losung der fiir relative Primzahlen vorausgesetzten Additivitédts-
gleichung f(mn)=f(m)+f(n), (m,n)=1, falls |f(n+1)=-£(n)| <c;
Erdds, Ann.of Math.(2), 47 (1946), 1-20.

3
16, Losung von f(mn)=f(m)+f(n), (m,n)=1, falls f(n+1)=f(n) oder
f(n+1)-f(n)=0 mit Ausnahme einer Folge der Dichte O (Erdds).

17. Allgemeine elementare Methcde fiir Gleichungen des Typus fx+y)+
+g(x-y)=2}hj(x)kj(y); Sato,Proc.Phys.-Math.Soc.Japan (3),
(1928), 212-222; Vincze, Publ.Math.Debrecen, 9 (1962), 149-163,
314-323, 1o (1963); Sakowitch, 11 (1964).

18. Bestimmung der Homomorphismen mehrdimensionaler affiner Gruppen;
ILosung des Punktionalgleichungssystems F(XU,Xv+y)=F(X,y)F(U,v),
g(XU,Xv+y)=F(X,y)g(U,v)+g(X,y) (GroBe Buchstaben sind Matrizen,
kleine sind Vaktorern); Kuczma, Publ.Math.Debrecen, 6 (1959),72-78;
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Aczel, Bull.Un.Math.Itali (3), 15 (1960), 479-484; Bul.Jasi, 7 |
(4863 ), ¥o. k4, =14,

|

19. Allgemeinste LOosung der Gleichung F(XY)=F(X)F(Y) fiir Matrix- !
Funktionen; Schur, SB Preuss.Akad.Wiss., 1928, 1oo-124; GoZab, w
Ann.Polon.Math., 6 (1959), 1-13%; Kuharzewski, Hosszl, Publ.Math. |
Debrecen, 6 (1959), 181-198, 288-289; Zajts, Bull.Acad.Polon.Sci. |
Math.Astr.Phys., 1o (1962), %62-367. E

20. Allgemeine IL6sung von Teilsystemen der Definitionsgleichungen
der Determinanten; Gésphr, Publ.Math.Debrecen, 3 (1954) 257-260,
o (1963).

21. Losung der Cauchyschen Gleichungen in Algebren verschiedener Di-
mensionen; Verallgemeinerung eines von Makai teilweise geldsten
Oberwolfacher Problems von Q.Taussky; Problem 17 (Tagung in Ober-g
wolfach iiber Funktionalgleichungen, 1962). M

22, Allgemeinste LOsung von f(x.y)=g(x)h(y) in allgemeinen Mengen mit |
assoziativem x.y; Vincze, Studia Univ.Babes-Bolyai, 6 (1963);
Hosszu, Studia Univ.Babes-Bolyai, 6 (1963); Aczel, Funkc.Ekvac.,
6 (1963).

23, Qualitative (strukturale) Theorie der Funktionalgleichungen;
Haupt, Crelle J., 186 (1944), 58-64;; Kemperman, Trans.Amer.Math.
Soc., 86 (1957), 28-56; Aczél, Acta Math.Acad.Sci.Hung.,15 (1964) .

3. H. KNESER: Die Abelsche Funktionalgleichung zur Exponentialfunktion. |
Die Abelsche Punktionalgleichung zur Exponentialfunktion lautet
Gin Ple) = My 1S |
Es wurde auf SCHOBEs Losung (ZAMM, 38/1958/,190-194) hingewiesen: Mit |
den Abkiirzungen L(x)=log(1+x), e(x)=e® wird |

(23 Pl = Tdm. Tl e* e )
Dl OO : |
(3) g(x) = lin [—5— - n + 5 log n] |

nsston T (50
eingefiihrt. Unmittelbar aus den Definitionen folgt g(L(x))=g(x)+1,
f(x)=L[f(e(x))]; setzt man F(x)=-g(f(x)), so ergibt sich daraus (1). |

Der Ansatz (3) stammt aus FPATOUs Behandlung der Iteration bei einem !
Pixpunkt mit Multiplikator 1; er konvergiert gleichmiBig im Komplexen,|
so daB g holomorph ist. Dagegen ist die Konvergenz in (2) bisher nur
im Reellen (und zwar sehr einfach) bewiesen, so daB man noch nicht

weiB, ob SCHOBEs Losung F holomorph ist.
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M.Mc .KIERNAN: Variational aspects of the Abel and Schroder Functio-’

Chicago nal kquations (Bericht von B. SCHWEIZER).
Es sei f eine komplexe Funktion mit der Eigenschaft, daB alle ihre
Iterierten f{t]( (t recll) existieren. Man nennt die Kurve z(t) l
th](z ) die Iterationsbahn von f durch den Anfangspunkt By Satz"
Es sei g eine analytische PFunktion und G(x,y)=1)g'(})} . Dann sind diel
Extremalen des Funktionals ol : R
(1) { g(x,y) V&° + 7° at
durch den Ausdruck x(t)+iy(t§=g[-11(at+g(z)), wo a und z beliebige
Konstanten sind, gegeben Setzt man f(z):g[_13(at+g(z)), dann ist

eine ILosung der Abelschen Funktionalgleichung fiir f, d.h. Mlegn o n |

|
=a+g(z), und die Extremalen von (1) sind Iterationsbahnen von f. !

Ferner ist Iterationsindex t pnmportional zu der G-lange der Itera- Q
tionsbahn in der Riemannschen Geometrie, die durch (1) bestimmt ist.}
Ahnliches gilt filir andere Funktionalgleichungen, z.B. die von SCHRO—;
DER und BOTTCHER (Canad.Math.Bull,, 6 /1963/,No.2.). F
M. KUCZMA: Uber eine Differenzengleichung und eine Charakterisierungﬁ
Katowice der Polynome.(Bericht von S. GOLABJ. |

Es sei die Gleichung i
/%/ $(x+1) = P(x) = £(x) }
gegeben, wo f gegebene und Y gesuchte Funktion ist. Die Gleichung |
/%/ wird in einem Intervalle I=(a,+00 )(- ® =a ¢ ® ) betrachtet. Die
Klasse der sog. konvexen Funktionen von Ordnung n sei mit M ve-
zeichnet. [L?f(x) bezeichne die n-te Iterierte der Funktion
A1f:f(x+1) - £(x), Der Verf, beweist den Satz, d4aB fally & s
Klasse M° gehdrt und der Bedingung

n 4 fizl = D
Ko QD

gentigh, " so'gibt es flir jedes Paar von Zahlen /xo,yo/, WO X, € I umd
Y, 8anz beliebig sind, eine einzige LOsung der Gleichung /x/, die
die Anfengsbedingung y, = ?(XO) erfiillt. Dieser Satz stellt eine
Verallgemeinerung der friheren S&dtze von W.KRULL und vom Verf. dary.

Aus diesem Satz erhdlt man eine Charakterisierung der Polynome hbch-?
stens n-ten Grades, die in gewissem MaBe stdrker ist als der bisher
bekannte Satz in dieser Hinsicht. Die Ergebnisse werden in den Fund.

Math. erscheinen.

A. SKLAR: Further Steps towards the Classification of Functional
BtmTE omBy ™ R

Die Algebren der verallgemeinerten Abbildungen, die bei der vorjah-

rigen Tagung vorgelegt wurden werden weiter studiert. Eine neue Ope-§

ration, die Komma-Operation genannt wird, wird eingefiihrt. Mltte‘;
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dieser Operation kann man zwischen "wohlgeformten" und "unwohlge-
formten" Funktionalgleichungen unterscheiden und in manchen FPdllen
kann man etwaige Aussagen iiber die Struktur der Losungen einer
Funktionalgleichung angeben, z.B. die Losungen der Assoziativitats-
gleichung /welche sich in der Form FF=F(KK,FJ) ausdriicken 148t/
miissen alle Grad 2, Rang 1 und Index 1 haben.,

7. J. ACZEL: BEin Eindeutigkeitssatz in der Theorie der FPunktionalglei-
chungen und ihrer Anwendungen.

Der Satz lautet: Ist H(u,v,x,y) streng monoton (diese Bedingung kann
abgeschwédcht werden) in u (oder v), sind f und F stetig, und liegt
P(x,y) dim Innern des Intervelles yon X und ¥y, 80 .8ind zwel Losungen

1
|
|
|
|

der Gleichung

CiiE )] = e e |
die in zwei Punkten zusammenfallen -— {iberall identisch. Anwendungs-|
méglichkeitens a
1. Jensensche Funktionalglecichung; 2. Kraftfelder mit Schwerpunkten;
3, Identitdtsprobleme von Mittelwerten und Entropien in der Informa- |
tionstheorie; 4. Losung der Autodistributivitédtsgleichungen; u.a. : ﬁ

8. E, VINCZE: Uber die Losungen der Funktionalgleichung F(x+y) + G(x-y)= i
& £ (x)gy (7). f
=1 . - 1

Es wurde eine allgemeine elementare Methode flir die LOsungen der im W
Titel genannten Funktionalgleichung skizziert, wobei die Verdnderli- f
chen X,y ,X+y,Xx~y die Elemente einer additiven ABELschen Gruppe KoK |
sind, die aber mit x auch das Element x/2 enthdlt, und die Funktio- |
nen F(x), G(x), figx), g (x) (i=1,...,n) die Gruppe {L in einen be= @
liebigen Kérper J[L der Charakteristik O abbilden. Die vorliegenden f
Funktionen sind unbekannt (oder teilweise bekannt). Wie das bekannt L
ist, sind die Funktionen F(x),G(x),fi(XZgi(x) (1=, o5, nanch T
den Formen |

B{z) =0Pla)" +1Q(x) 5 £.(x) = p; (x) + CHR G T

Bx) e REEIE B, g () S (R) §aga) vy Eelaene
darstellbar, wobei P(x),R(x),p;(x),

9
;(x) gerade bzw. Blz) 8= »
qi(x),si(x) ungerade sind. Plir Q(x) und S(x) gelten die Gleichungen |

H

B - !
Qx+y) - S(x+y) = T, [py(x)sy (7)+p;()sy(x) ] , ;

-

) ‘-ri(x)qi(Y>+ri<Y)qi(X)] 5 f

1

=1

QiimA Y ) © 4 BLRAg) Par
il

womit das ganze Problem auf schon behandelte Funktionalgleichungen ;
zuriickgefilhrt werden kann [Vgl, Publ.Math.Debrecen, 9 (1962), 149~ ﬁ

e 3514305, i (1963), e e
DFG Eorsch:ngsgemems’chaft ¢ . J 2 Ae.
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M. HOSSZU: Uber die Verallgemeinerung der Distributivitdtsgleichung.

Die Punktionalgleichung
FOEG(X1,X2,°.°9Xn>9u]: H[F1(x1,u),FQ(XZ,u),,,.,Fn(xn,u)]
188t esich auf den Spezialfall F,=F , H=G, H=G mit Hilfe gewisser Um-

kehrbarkeitstedingungen reduzieren.

A. MOOR: Uber dic Objekte der Bahnengeometrien dritter Ordnung .
Szeged  (Bericht von S. GOBAB).

Eine Bahnengeometrie drittver Ordnung ist eine geometrische Theorie

derjenigen Mannigfaltigkeiten, in denen die Losungskurven eines Dif-

ferentialgleichungssystems von der Form

(1) a’xi/as® + 3 ri(x,xt,x") = 0, x'i=ax’/ds, xrioa®x /as®

die Rolle der Bahnen spieclen. Aus der Forderung, daB (1) bezliglich

einer Koordinatentransformation invariante Form haben soll, folgt,

dag Tt :
or

$l ey sl SDA R e 2 mel o Paiwdh l
T e S Apr“ [k oty w6l qux‘ X Bqur

i Rt - AN ™
geniigt, wo Aé: X/ 0xP, A;O: P i b N

wahlt man fir I'% die méglichen Typen:

(@) P E )

dem Transformationsgesetz
i <O

X'px|qxvr

b%(x,x’)x”J " e el A

(b) ri(x,x',x") = %a?k(xgx’)x”ax”k + bg(x,x')x"J e

so kann mit Hilfe von (2) und im Hinblick auf die Form des invarian-
ten Differentials der Bahnengeometrien dritter Ordnung gezeigt werden,

daB die FundamentalgroBen a?k9 b%, cl aus den GrundgroBen einer Ber-

waldschen affinen Bahnengeometrie, bzw. aus den,eines affinen Linien-

elementraumes bestimmbar sind.

R. BORGES: Von Transformationsgruppen erzeugte einparametrige EXpo-
nentialverteilungen.

Gegeben sei eine Familie P von WahrscheinlichkeitsmaBen Ey ,49 ¢ ©
auf einem G -Korper di iiber einer abstrakten Grundmenge M, die Dich-
ten der Gestalt h(x)exp[u& T{x) + Val beziiglich eines M?BGS‘M auf A
besitzen. Ferner sei die Indexmenge @ eine Gruppe von R -meBbaren
Transformationen von M mit dem Finselement e und erzeuge 1?, d.h.
Pﬁ\(K)=PO(3"1K), Bs wird mit Hilfe von Funktionalgleichungen auf
Untergruppen der reecllen Zahlen folgendes gezeigt: Es gibt Ein an-
variantes MaB X znﬁ?di ;i 8o/ 'daB die Familie 1? Dichten vom Typ der
Normalverteilung oder Gammaverteilungen bezliglich Aﬁcﬁ besitzt.

B.SCHWEIZER: Eunktiggalg;e;qhgngpnvinbggpuﬁhgorie der statistischen
s NG PR < 35 AT v

e,

In der Theorie der statistischen Metrik stoft man an mehreren Stellen
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stellt die Frage nach Abschrinkung der Voraussetzung, daBl fe C
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auf Funktionalgleichungen. Z,B. um den besten t-norm fir einen an- i
gegebenen Raum zu finden, 16st man eine Funktionalgleichung. Weiter !
ist das kartesische Produkt von SM-Ridumen durch eine Funktionalglei-
chung bestimmt, und in der Definition eines statistischen linearen
Raumes erscheint ein System von einer Funktionalgleichung und einer
Funktionalungleichung. Weitere Eigenschaften von t-normen und Fami- I
lien von t-normen wurden erwdhnt. Zuletzt wurde die Frage, ob jede ;
assoziative Pldche isotherm ist, die bei der vorjdhrigen Tagung vor- |
gelegt wurde, mit Nein beantwortet. '

D.V. IONESCU: Approximationsformeln und Funktionalgleichungen.
Cluj (Bericht von 0.HAUPT).

Die Funktionalgleichung

/1/ e @0 g 5 6 f'(égﬁ)

b-a

geht fiir £'(x)=g(x) iliber in die '"Trapez"-Formel

/2/ (° g(x)ax = (b-a)e(3FR)
a
g & B4

wenn R= { ¢(x)g"(x)dxs0; dabei ist ge-02 und Y(x)= %(x—a)z,a=X= s

e

¥ (x)= %(x—b)g, 252 $x$p. Bei Variablen a,b folgt /wozu p(x) >0,

X € (a,b)/, daB g'''(x) =0. Verallgemeinerung auf Funktionalgleichun-
gen A[f]=0 derart, daB bei beliebigem f gilt A[f_]:gg sa(x)f(n)(x)dx-
Beispiel:

sfrle A% Yelz 1 ﬂ_n_h"rr!f‘; (-1)5 T (n-2u+a) 05" 1ot (2 )]

e A

Xn
= {7 e ®* ) yax,
o= \1
Dabei ist P in ka,xk+1] ein Polynom n-ten Grades fk(x), das ge- k
wissen, vom Verfasser angegebenen Anfangsbedingungen in Xy genligt. {
Es ist Y(x)< 0 in (X;,X5,..0,%, ). Aus Aff) = 0 folgt also, daB f

ein Polynom n-ten Grades ist bei Variablen x1,xk(fe-0n+1). Verf.1 ﬁ
n+ !

S, GOZAB: Uber ein Punktionalgleichungssystem von 0.E.GHEORGHIU.
In Verallgemeinerung der bekannten Funktionalgleichung

Yix+y p(x)] = ¥(x) ¢(y) auf komplexe Zahlen /nicht notwendig ge-
wohnliche komplexe Zahlen/ hat 0.E.GHEORGHIU das folgende System
von Funktionalgeichungen aufgestellt

Jx/ g P[@(Xay y PAE )] = P(x,y)P(z,t) + 0Q(x,y)Q(z,t)
¥
Q[ d(x,3) » ¥ (x,3)] = P(x,7)Q(z,%) + Q(x,y) P(z,%) ,

wo P, Q zwei gesuchte reelle Funktionen sind, C eine Konstante, ledE
Rolle eines Parameters spielt, bedeutet und @ ?Elauz filr folgende

(L
Q (/)
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Ausdriicke stehen:
=% e (%, Y ¥ XUy

= y +tP(x,y) + 2Q(x,¥)
Herr GHEORGHIU hat das System /x/ geldst unter Annahme, daB die
Transformation X=P(x,y) , V=Q(x,y) eine im GroBen umkehrbare Trans-
formation ist. Der Verf. hat sich die Aufgabe gestellt, das System
/%/ zu losen unter der Voraussetzung, daB P,Q zur Klasse C ’ ge-

e rem

horen. Durch Zuriickfiihrung auf ein System der partiellen Gleichungen

von der Form

2P Hq/P,Q/ P HQ/P,Q/ 2Q HB/PyQ/ 20 4/P Q/
(% /- SR v i ST T s B A CVEET B
WO (lng2—CQ2 und Hi homogene Polynome zweiten Grades sind /wobeil ‘
die Koeffizienten von den Werten 2P/dx, 9P/ 9y, 9Q/dx, 2Q/dy im i
Nullpunkt abhingen/. Durch Aufstellung der Integrabilitdtsbedingun- l

gen von /%%/ erhdlt man ein algebraisches System von genannten Koef- |

fizienten und weiterhin fiir diese Losungen kann /x%/ in effektiver
Weise integriert werden, wonach man verifiziert, daB diese Losungen
auch Losungen fiir /%/ sind. Die vollstidndige Tabelle der Losungen
enthdlt 5 Scharen von /ein- oder zwei-parametrigen/ Losungen des
Systems /%/.

15, I. MAKAI: Zwei Funktionalgleichungen fiir Quaternionen. (Bericht von
Debrecen J.ACZEL).

Die Funktionalgleichung f(XY) = £(X)f(Y) und F(xy)=F(x)F(y) /kleine %
Buchstaben: Skalare, groBe Buchstaben: Quaternione/ wurden im Zu- ‘
sammenhang mit der Fragestellung von 0.TAUSSKY-TODD /Tagung iber

Funktionalgleichungen in Oberwolfach 1962, Problem 16/ geldst. All-
gemeine Losungen f(x) = m(ix}), P(x) = m(x) [cos w(x) + Jein wix)l,
wo die m beliebige Ldsungen der additiven Kongruenz ; '

w(xy) = d(x) + @(y) (mod 2% ) und J eine beliebige konstante
"pchse" von Quaternionen /d.h. Einheitsquaternion mit reeller |
Projektion 0/ ist.

16. D,S.MITRINOVIC: Uber die Funktionalgleichung
Belgrad 3f/X,y,2/2=L/X,X,y/E/V+2+2/+£/Y,¥+2/E/2,% ST D !
(Bericht von M.HOSSZU 8’ X, ¥,5/ |

Die Losung der vorliegenden Funktionalgleichung ist

j ..,_1_...__., _ .1~ .I..._.._.. ; b ]
f/x,y,z/ :V 3 LE.X9Y/F/Zsy/ + P/y,2/F/ X,2/ + F/va/F/Y9X/l
wo fiir gewisse X,y F/x,y/=0 und fiir alle anderen Paare von X,y :
/x,y/=H/x/°H/y/ giltig ist. |
|

DFG Deutsche
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S. KUREPA: Functional Equations for Elementary Functions in Vector

Spaces.
Theorem 1. Let R be the set of reals A a B-algebra, T:R — A a re-
gular measurable function such that T/t+s/'I‘/t-—s/=T/t/2T/s/2 in all
t,8€ Ry Then, there is one and only one element Te¢ A such that g

1/t/=1/0/expt°T holds for all té&R.

Theorem 2. Let X be a separable HILBERT space, A the B-algebra of
all continuous and linear operators from X in X, and Ti: R—> A/
i=1,2,3,4/ functions such that
a/ T1/t+s/T2/t-s/=‘1‘3/t/T4/s/ holds for all t,s €R; |
b/ zero is not in the spectrum of any Ti/t/ /4=1,2,%,4; t ¢R/; ‘
¢/t — 1,/t/ /i=1,2,3/ weakly measurable /in I-Sense/ on an inter- |
val & €R. i
Under these conditi ons the functions Ti are strongly continuous.

17 1n.acdition Ti/t/ is a normal operator and all these operators
commute one with another then Ti is an exponential function of the |
form exp/t2T+tU/. Theorem 2 in the case of dimX < o was proved by t
S, KUREPA, Publ.de l'inst.Math. I.2, 1962, Beograd, p.99~-108 and i
in the general case by F.VAJZOVIG¢ and it will appear in the same journ. |

T, LOSONCZI: Allgemeinste Losungen der Funktionalgleichung
Debrecen T/ax+by+c/=pi/x/+qf/y/+r (Bericht von J RCZDL)

Die Funktionalgleichung im Titel hat dann und nur dann nichtkonstante |

/und nicht unbedingt stetige/ Losungen, wenn a und p entweder beide
transzendent oder beide algebraisch und Wurzeln desselben irreduzib-
len Hauptpolynoms sind und b und q entweder beide transzendent in
vezug auf die Korper R/a/ bzw. R/p/ sind oder sind sie beide alge- |
braisch in bezug auf diese Korper und die Koeffizienten der bezligli-
chen irreduziblen Hauptpolynomen entsprechen einander im Sinne der
zwischen R/a/ und R/p/ bestehenden Isomorphie; fernmer wenn im Falle
¢=0, p+q=1 auch r=0 besteht. Die allgemeinsten Losungen werden mit- ?

tels einer geeigneten Modifikation der Hamelschen Basen konstruiert. u

¢. GASPAR: Die Charakterisierung der Determinanten mittels Funktional- |
gleichungen. - !

Es sei R=a,b,... ein beliebiger unendlicher Integritédtsbereich. Es ﬁ
seien weiter A,B,... Flementc des vollen Matrizenringes R, vom Grade {

n iber R. Es gilt der folgende Satz: Ist f eine Abbildung vom Rn in
R, die nicht identisch gleich Null ist und den Axiomen

la/ G/l = 20 _
[B/ f/AB/ £/0/2/B/ (hier fehlender Abschnitt |
L/AS=/ ;

siehe Seite 1% unten) j
f/ah/ alif I/ e e e B ”

i
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20. B. SCHWEIZER: Die Algebra der Funktionen.
Bin kurzer Beweis iliber die friihere Arbeit /E,SCHWEIZER und A.SKLAR,
The Algebra of Functions, Math.Annalen, 139/1960/,366-382, 143 /1961/,
440—4417 sowie liber einige neue Resultate wurde gegeben.

21, 0. HAUPT: Bemerkungen iiber Wronskische Determinante und lineare Ab-
hingigkeit.

Es wurde iber die Arbeit von Z.MOSZNER / Sur le wronskien et la
dépendance linéaire des fonctions, Bull.Sci. Math. /2/, 85 /1961/,
165-180/ kurz berichtet, sowie iiber eine Verallgemeinerung des Satzes
/S/ /S.174/ sowie des Satzes /T/ /S.177/ in der frither /Math.Z., 22
/1950/, 122-130/ angegebenen Richtung.

22, A. SKILAR: Bemerkungen lber Superassoziativitétsgleichugg.
Fin Bericht iber die Untersuchungen von H.J.WHITLOCK lber die Super-
assoziativitdtsgleichung
f[f/a,b1,b2,,.,,bn/,c1,02,...,cn1 = f[é,f/b1,c1,02,...,cn/,

f/bz,c1,02,..ﬁ,cn/,c.o,f/bn,c1,02,...,cn/]
und ihre Anwcndungen beziiglich der Axiomatik der Funktionen von

nehreren Verdnderlichen, wurde vorgelegt.

B) Probleme und Bemerkungen.

1, In der Sitzung vom Mittwoch, den 9,10,196% vormittags, weist
HAUPT hin auf eine aus einem Interpolationsproblem hergeleitete
Punktionalgleichung von SIPPEL /Eine neue einfache, flr den Praktiker
pestimmte Extrapolationsmethode; Angew.Chemie, Neue Polge, 93 /1942/,

331-333, Berlin/. (0.HAUPT, Erlangen)

o, Determine all continuous solutions of f[F(x,f/x/)] = Glx, 080 ),
F, G being given continuous / strictly monotonic?/ functions /M.R.16

1415 21, 5829; 23, 4443 24, 3442/. (y gyozma, Katowice)

3, Unter welchen Bedingungen hat die Gleichung ;
d[%/x/] =¢ 1x,0/%/,Q [£/x/1,0 [ /x/1

- {
{

cine bzw, unendlich viele Lésungen? /Vgl.M.R.22, 69525 23, 446 und
D b

(BT L R N (M.KUCZMA, Katowice)

4. Suppose that f is a real solved function defined on reals and

£ /x+y/+f/x~y/=2f/x/+2f/y/. Suppose that f is bounded on a set T.

Does this imply that f is bounded on T+T=(t+slt,s ¢ T2 ?
(S.KUREPA, Zagreb)
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5, FPound all solutions of the above functional equation.
(S.KUREPA, Zagreb)

6. Suppose f is real /complex/ solved function on reals such' that
f/x+y/+f/x-y/=2f/x/f/y/. Let f be continuous on a:.perfect bounded set
2, Does this hold in P of
strictly positive L-measure. (S.KUREPA,

P, Is then f continuous on the set P+P
Zagreb)

7. What can one say about graphs of f which satisfies one of the
above functional equations. (S.KUREPA, Zagreb)

8. Allgemeine L&sung von f/T'XT,T'YT/=f/X,Y/, wo X,Y,T beliebige
Matrizen sind und T' die Transponierte von T ist.

(I. MAKAI, Debrecen) I

9, Die Funktionalgleichung

/0/ f/x+y/ + £/x-y/ - 2£/x/ = 2|y|&/x/

von Herrn G.N.SAKOWITSCH (Vgl.Tagung iiber Funktionalgleichungen in
Oberwolfach 1962, Vortrag 7./ kann einfach so geldst werden:

Mit x=px-y, bzw. x=x+y, bzw. y=52y folgen

/1 £/x/ + £/x=-2y/ - 2£/x-y/ = 2\y\&/x~y/ |
/24 f£/x+2y/ + £/x/ - 2f/x+y/ = 2\ylg/x+y/, }
/2 £/x+2y/ + £/x-2y/ - 2f/x/ = 4iylg/x/ ; |
aus 2./0/+/1/+/2/-/3/ ergibt sich 2\y\[g/x+y/ + g/x-y/] = 0, d.h. ﬁ
g/x/ =0 i

|
(J.ACZEL, Debrecen) |
i
?

10. Zur Arbeit von Herrn D.V.IONESCU: Statt dreimaliger Differenzier-
barkeit von f/x/ kann man auch ohne weitere Voraussetzung die Funktio-

nalgleichung

/1/ £ /_7X/ M

16sen; f/x/ ist natiirlich elnmallg differenzierbar. Mit y=0, £/0/=a,
f£/x/-a=g/x/ und f‘/§/=5§3§Z geht die Gleichung /1/ in

Bl g/X/-g/y/ g/x+y/-g/x/ _ 28/x/ _ x+y BLy/
X+y y L= X=y Vi

iiber, d.h. nach dem Grenziibergang y —> O erh#dlt man die gewdhnliche A
lineare Differentialgleichung g'/x/=25ézé - b, b=g'/0/, welche die Lo~ |
sung g/x/=0x2+bx besitzt. Damit ist f/x/:cx2+bx+a. Ahnlich 18st man
mit einmaliger Differenzierbarkeitsannahme fir f/x/ auch die Funktio-
nalgleichung

[ P/x+y/ = _Zzlziéxé .

Mit etwas lingerer Bcrechnung kann man die Gleichung /2/ auch ohne
irgendwelche Regularitdtsannahme /Differenzierbarkeit, Stetigkeit,

DFG Deutschle\/IeBbarkelt, usw./ ganz allgemein lOsen. (E.VINCZE, Miskolc)
Forschungsgemeinschaft
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11, Zur Arbeit von Herrn D.V.IONESCU: Die Funktionalgleichung
_Z&Z:QZXZ = x+7/ geht mit x=u+v und y=u-v tiber in f/u+ty/-f/u-v/= ]
—2vg/u/ Mit u =>u~v, usu+v und v =>2v erhdlt man die Gleichungen i
L1L f/u/ - f£/u-2v/ = 2vg/u-v/, _
7 f/u+2v/ - £/u/ = 2vg/u+v/, @
/3/ f/u+2v/ - f£/u=-2v/ = 4vg/u/.
Da auch die Gleichung g/u+v/+g/u-v/-2g/u/=0 aus /1/+/2/-/3/ folgt,
ist g/u/=a/u/+b, wo a/u/ eine additive Funktion ist. So ist f/x/ =
=f/o/+x[#EL +1b]. Ricksubstitution ergibt a/x/ =2ax, so daB
f/x/:ax2+bx+o° Dies ist einfacher alsdie in Bemerkung 1o erwdhnte

elementare LOsungsmethode. & ACZEL Debrecen)
. 9

12, Zur Arbeit von Herrn D.V.IONESCU: Die Funktionalgleichung

fo/ ELZELL &/xvy/

geht mlt f>—§- bzw. T == -1 tiber in

/1/ Q_ZEZ:~ZT2:Z . /_z_z/ :

bzw. . *
/2/ Sl 2 =

: X+ : 4
woraus man mit iugl = U e __EX = v die Jensensche Gleichung

g/55r /= glﬁlgﬁill erhdlt, d.h. g/u/=a/u/+b ist (a/u/ additive PFunk-
tion). Zurilicksetzen ergibt a/x/y=a/y/x, d.h. a/x/=ax, g/x/=ax+b,
usw. /wie in Bemerkung 11/.

(J.ACZEL, Debrecen)
13, Funktionalgleichung der Gestalt f[F/x,y/l= Hif/x/,f/y/] mit
stetiger F, streng monotonen F und H kdnnen auf die im zweiten Vor-
trag von ACZEL /Vortrag 7/ betrachtete Gleichung reduziert werden.

(J.ACZEL, Debrecen - M. HOSSZU
Miskole)

14. Es sei V ein Vektorraum /iiber einem Kérper K/ mit dem Begriff
des internen Produktes gegeben. Es sei Q/x/, wo x ¢V, eine quadrati=-
sche Form in V erklirt. Man betrachtet die Funktionalgleichung

/£/ Q[ £/%,5/) = Q/x/.Q/y/ » |
wo f/x,y/ eine gesuchte Funktion von der Eigenschaft f:VxV —> V i
ist. Es ist die Frage nach der allgemeinen Losung der Gleichung /%/ . |
Im Spezialfall, wenn V ein n-dimensionaler Vektorraum Vn ist, wére l
es dann winschenswert, aus der allgemeinen Form der Ldsung von /%/ h
den bekannten HURWITZschen Satz zu bekommen, daB, falls f eine bi- |
lineare Form sein soll, es nur der Fall fiir n=1 /trivial/, n=2 ,

n=4 und n=8 sein kann.

(S.GOZAB, Krakdw) |
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15, Losung des Problems 5 von S.KUREPA: Die allgemeine Losung der
Punktionalgleichung f/x+y/+f/x-y/=2f/x/+2£/x/+2£/y/ ist e

s ZJaijrirj, wo X=-.z'_,rib:.L die HAMELsche Darstellung von x ist und

aijzaji sonst beliebig sind. (J.ACZET,, T Hne sdi}

Auch die diesjdhrige Tagung muB als eine tberaus fruchtbare und un=-
gewohnlich anregende bezeichnet werden. Fir das Jahr 1964 liegt be-
reits eine Einladung aus dem Ausland zu einer Tagung Uber Funkti onal-
gleichungen vor. Auf einhelligen Wunsch aller Teilnehmer wird daher
nach Riicksprache mit der Leitung des Forschungsinstituts Oberwolfach
mit deren Zustimmung erst filir den Sommer 1965 die Veranstaltung einer
Tagung iiber Funktionalgleichungen in Oberwolfach in Aussicht genom- |

men.

Nachdem Herr Professor GOZAB im Namen der ausléndischen Teilnehmer
deren Dank an die Institutsdirektion und die Tagungsleitung zum Aus-
druck gebracht hatte, endete die Tagung mit SchluBworten von s g |
fessor OSTROWSKI, der zugleich im Namen der Teilnehmer der Instituts-
leitung aufs herzlichste dankte dafiir, daB sie die Tagung ermoglicht
hatte.

E. VINOZE (Miskolc)

genligt, wobei in /a/ iiber alle Zeilen- oder Spaltenkombinationen

¢ von A und B zu summieren ist, so ist f/A/ die Determinante von A.
Mit Hilfe geeigneter Gegenbeispiele kann man zeigen, daB die Axiome
/a/-/c/ voneinander unabhingig sind und die Voraussetzung der Un- |
endlichkeit des Integritidtsbereiches im allgemeinen unentbehrlich ﬂ
ist.
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