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,Tagungsbericht N
' Uber das '

Kolloqulum der Deutschen Vereinigung
iur.Mathematische Logik und
fﬁr\Grundlagenforséhung der exakten Wissenschaften.

14. bis 17. April 1964

Die Tagung stand unter der Leitung der Professoren H. 'HERMES
(Miinster) und H. Arnold SCHMIDT (Marburg). Am 16. April fand

g eine Mitgliederversammlung der Deutschen Vereinigung fiir Ma-

. ' thematische Logik und fir Grundlagenforschung der exakten Wis-
senschaften statt. Die Tagung selbst‘verlief”in der gelosten
Atmosphare des Oberwolfacher Instituts uberaus fruchtbar und an-

regend. _
Tagungsteilnehmér: o
J. DILLER, Kiel | P. LORENZEN, Erlangen
G. HASENJAEGER, Bonn - G.H. MULLER, Heidelberg
H. HERMES, Minster ' A. OBERSCHELP, Hannover
J.v.KEMPSKI, Miinster D. RUDDING, Minster
H. LEWITZ, Kiel . ' . H.A. SCHMIDT, Marburg a.d.Lahn
K. LORENZ, Erlangen. K. SCHUTTE, Kiel
I.F o Allgemeiﬁ mag zu den'Themen dér‘Vortrégé7bemerkt werden, da8 so-

wohl die konstruktiven Tendenzen als auch die klassische Auffas-
. ’ sung.aquﬁhrlich zZur $prache kamen. Zu Streitgesprédchen bot 'sich
in der von Professor Schmidt geleiteten Diskussion wie auch beim
Gesprdch im kleinen Kreis reichlich Gelegenheit. Zufdllig ergab °
sich, daB : an -jedem Tag ein aﬁderer Beweis fir die.Vollsténdig-
keit:der'Prédikatenlogik gegeben wurde, was wohl zéigt, welche
Bedeutung dieser Satz und seine Beweismethoden bekommen haben. .

Im einzelnen wurden die folgendéﬁ Vortrége gehalten:

S

H. HERMES Ein Vollstandlgkeltsbewbls fur die Termlqglk mit. Aus-~
- wahloperator.

Wenn man die Prddikatenlogik mit Hilbert'schem: E-Operator auf-
baut, muB man durch simultane Indumt;on}Terme (z.B. fx) und Aus-
dricke (z.B. = x = x) einfiihren. Diese Duplizitdt findet sich
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auch bei den grundlegenden semantischen Begriffeh:~Fﬁf eine Inter-
pretation J mul man J(+t) fir jeden Term t definieren (3(t) ist

ein Element des Indledvenbe“eLches, zu dem J gehdrt), und 81mu1-
tan, wann ein Ausdruck bei J gilt. Man kann die Duplizitédt vermei-

" den dadurch, daB man sich auf Terme beschrénkt, dabeil den ¢ -Opera-

tor jedoch auf Terme anwendet. Auf diese Weise erh&lt man zunachst
die Sprache einer reinen ¢e¢mlog’k mit Auswahloperator. Zur Eln-
fliihrung der grundiegcnden semantischen Begriffe kann man von dem.
Begriff einer semantischen Basis B‘éﬁsgehen. Diese ist .ein Septu=~
pel B =<0, T, W, F %, 6, 1> . Hier ist ( ein Individuenbe-
reich, 7 eine nlchtleere echte Teilmenge von L., und % eln Aus-
wahloperator in « § J¥ vertritt in gew1ssem Sinne "das Wahre" F
ist eine Menge von Funktionen ber w.F soll zu jeder Stellenzahl'
wenigstens eine Funktion dieser otellenzahl enthalten. Zu f gehd-
ren speziell die Punktionen t, 1. Fir #, £, 4 werden Eigen-
schaften_gefordert, welche sie als Negation, Konjunktion, Identi-

- tdtsfunktion ausweisen (z.B. soll filr jedes «f € W stets

w (G)E T gdw. ¢'jT sein). Eine Interpretation J iiber B
bildet die Funktorenvariablen der Sprache der Termlogik ab auf
Funktionen ausj— , wobei insbesondere gpezielle Funktorvarlable
(die damit "Konstanten" sind) 7 , A = auf -, 2, 7 abgeblldet
werden. Jedem Term t 148t sich ein Element J(t)ﬁ &> zuordnen.
Die semantische Folgebezichung 7/ (|- -t bedeutet, daB J(t)& I
fiir jede Interpretation, fiir welche J(s) & 7C flir jeden Term

s € e, Dle gewohn¢1che Pridikatenlogik mit Auswahloperator 148t

sich in die Te*mloglk einbetten.

Fur d1e Termlogik wird ein addquater Kalkiil angegebeh. Der Voll~
standlgkeltsbewels 14B8% sich nach der . Methode von Lindenbaum/

 Henkin/Hasenjaeger besonders libersichtlich gestalten.

G HASDNJAEGER. Zum Peprasentantenproblem der Pradikatenloglk

zwelter Stufe (PLo) .

' ' die
In der Sprache der Mengentheorle (MT) als Metasprache ist fir PL2

eine Formel P(m,n) definierbar mit der Interpretatlon°
In m als Dlngbe¢ulch mit den dadurch bestimmten Attrlbutenberel-

- chen P(m ) ist die Formel P der Godelnummer n erfiillbar., Statt

der Abzdhlung n == g m| Az{m) A F(m, niﬂ der "Spektren" (mit
Az(m) filir Anfangszahlen als Kardinalzahlen und Reprédsentanten der
Mdachtigkeiten) wurde die Abhingigkelt der Definition der Erfiill-

barkeit fur dﬂe FL, in dpr MM Ln[\/ mF(m, n)i von dem filr die MT

Forschungsgemeinschaft . . , © @
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o (melst stlllschwelgend) vorausgesetzten "naturllchen Modell" der
Form Q +7’“(¢>), mlt der "kumulativen Potenz" Q(m) = movP(m) dis-
kutiert. ("Q" wdre hier uberflus31g, doch wurde benutzt daB die
‘Definition von 'F nur auf Elementeé in Q °(m v w ) Bezug nlmmt ) Be-
schreibt Ax ein QA-(¢ ) als klelnstes Modell (die "Natiirlichkeit"
werde durch ein Aussonderungsax1om der Form

ARA xVyAz(ze y & zex A Rz) mit. Standaralnterpretatlon '
der PL, "erzwungen"), S0 1st (mlt Tarskl) AxT = Ax A V’mAx(m) ein
F,» SO daB V’mF(m n) falsch in Q* ( ¢3), aber wahr im klelnsten
Modell von Ax' st. {(Ax(m) meint die Relativierung N
Ax//N\ x(xe m —>. ..‘.‘)‘!q/\R//\ y(y ¢ m —» )] . Frage.:"Is't

dadurch der "naive" Gebrauch dér'(Semantik'der) PL, diskreditiert?

D. RODDING: Zur Frage der Ellmlnlerba rkeit. des Rekursionsschemas in
der Theorie der primitiv-rekursiven Funktionen.

Die Klasse P der primitiv,rékursiyéﬁ zahlentheoretiSphen Funktionen

wird dargestellt durch den AbschluB eines Systems aus endlich vie-
len "Anfangsfunktionen" durch die Schematé der EinsetZung (und'Va-
rlablenldentlflkatlon) und der prlmltlven Rekurslon. Es 1st bekannt,
| daB in dieser Darstellung das Schema der prlmltlven Rekurs1on nicht
eliminiert werden kann in dem Slnne, daB P auch darstellbar ware
als AbsthuB endlich v1eler_Aniangsfunkt;onen mit dem Einsetzungs-
schema allein. Mit "Majoranten" f von P gilt jedoch eine derartige
’ Dllmlnlerbark01t°lble erglbt sich als Korollar der folgenden Satze°
1. Die Klasse E der (i. S. von Kalmar) elementarenFunktlonen ent-
. steht au§ einer ,endllchen Te1]4.k1as‘s,ev E, durch Abgchlu_B. mit Einset-
zZungen. ' : :
2. f sei Maaorante von P, d.h. zu jedem g aus P existiere ein K mit
/\xa...xn. g(x1,.f.,x ) < £(k, Xqt eee X ).
Dann gilt: Zu jedem g aus P ex1st1ert ein h aus E und ein

-~

k mit g = l.x1,.,x h(x1,.‘.,tn, f(k, x1 Foee. + X ))

P. LORENZEN Konstruktlvc Grundlagen der klass1schen Ana1y31s.

. Dle'Problematlk der naiven (Cantor'schen) Mengenlehre und der: aus

| -ihr durch Formalisierungéh entstandenen axiomatischen "Mengenleh¥

ren" legt die Frage nahe, ob fiir die k1a381schen Resultate der
Analysis z.B. fur den heutzutage in den ersten Semestern gelehrten
Stoff, der maive Mengenbegriff - oder seine Verwendung als axioma-
tischer Grundbegriff -~ entbehrlich ist. Es werden - unter Hinweis
auf ein demnichst ergcheinendes Lehrbuch - alle Stellen aufgezéhlt,
an denen eine Modifikation erforderlich ist, wenn der naive Mengen-
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begrlff durch den folgenden kritischen Mengenbegrlff ersetzt wird: ‘
- Mengen entstehen nur durch Abstraktion aus. (aqulvalenten) Formeln |
einer zu konstruierenden Sprache. Als Konstruktlonsmlttel werden
induktive Deflnltlonsschemata und die loglschen Partikel gebraucht.
- Es wurde angedeufet daB 81ch diese "konstruktive" Analysis in’
elner "Zwel-Typen—Theorle" forma11s1eren 14Bt, die wie der Name -
.sagt nur 2 Typen unterscheidet, auBerdem aber pradikativ und damlt
nachwelsbar w1derspruchsfre1 ist.

G H. MULLER Algebralscne Konstruktlonen von Nlcht -Standard-Model-
len der Zahlentheorle.

Es seien I eine Inaexmenge, ¥1 icI Modelle einer Theorle T (forma-A
lisiert im Pradlkatonkalkul erster Stufe),. TT'M die iibliche. Pro-
duktblldung, F ein Primfilter (Ultrafllter) aus der Boole'schen
Algebra der Tellmengen von I und ((‘M )F der Bereich der Aquiva-
‘1enzk1assen von TTM bzg. des Fllters F. Der Hauptsatz, daB eine

|
\

Formel 47 aus T in ( T M, )F genau dann gilt, wenn

il’cp gllt din M. } ¢ F 1st, wird vereinfacht bew1esen. Mlttels .
des Hauptsatzes ergibt sich ein Beweis des Vollstandlgkeltssatzes
‘der Pradlkatenroglk. Nimmt man statt der M ein Modell N der Zah-
. lentheorie erster Stufe, dann liefert die Blldung von (NN)F nach
einigen Verallgemeinerungen des Hauptsatzes (insbesondere fiir be-
liebige Nlcht—Hauptflltor) jedenfalls alle abzahlbaren Nlcht~Stan-
Adard—Modelle, daruberhlnaus natiirlich noch weitere.

A. OBERSCHELP Eln Schema der Klassenloglk.

Es wird eine axiomatische Mengenlehre G* angegeben. Diese ist eine
Theorie mit Standardforma1181erung und den Priddikaten ¢, M. In G*
gilt das Extensionalitiatsaxiom /\ z(z £ X <= zgy) > x = y, d. h._
jedes Objekt von G* ist- Klasse. Gewlsse Klassen sind als Mengen '

ausgezeichnet. . _
Die Klassenbildung wird durch ein Komprehen81onsschema geregelt:

VVyAx (x¢y «=. H) sei Axiom:von G*, wenn H einer gewissen Be-
dingung geniligt. Diese Bedingung ist natiirlich das Wesentliche am
System G¥*. Sie ist aber wenig restiiktiv; so daB die iiblicherweise
gewﬁnschten Komﬁrehensionen méglich sind. Insbesondere konnen die
Boole'schen Operationen und’dieﬂBegriffe~der Relationentheorie ein-
gefilhrt werden. Dabei'gilt‘/\x (x¢ V), d.h. jedes Objekt ist Ele—
ment (und die Allklasse besteht nlcht nur aus Mengen).’

Die Mengenblldang axiome sind die von Zermelo und “raenkel U.A.
sind Axiome von G¥: M(éﬂx,y; ) M(x) — MU x), M(x) — M(P(x)),
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M(x) =>M(xnYy). Aus dem'Paarmengehé;iom erg;bt sich .
Vy(M(y) A x€y), d.h. jedes Objekt ist sogar Element einer Menge.
Auch die (wie iiblich definierten) geordneten Paare beliébiger Ob-

jekte sind Mengen.. - G¥*. ist relativ w1derspruchsfre1 zu dem System
von Zermelo—Fraenkel mlt ‘unendlich. vielen Urelementen.

- K. SCHUTTE Zum Vollstand1gxc1tsbcwe1s der Pradlkatenloglk.
‘Zum Beweis der scmdnulschcn Vo‘lstandlgkelt eines formalen Systems

|Z der klassischen Pradlkatbnloglk werden jeder Formelfolge

1. G1,G2,,.. gewisse DeduxtlonsPaden konstruktlv so zugeordnet,
daf folgendes g11t° ' ‘
1. Ist jeder: Deduktlonsfadcn von [ endllch so gibt es eine na- '

lturllche Zahl m, so daB die Formel G1 V oees V. G in 2 herleit--

bar ist. (m ist die maximale Lénge der Deduktlonsfaden von ")

2. Hat F einen unendlichen Deduktlonsfaden, S0 wird hlerdurch eine .

Wertung deflnlert bei der Jede Formel von P falsch ist.

Hiermit erglbt sich der Vollstand;gkeitssatz: Jede in 2, wider~
spruchsfreie‘Fbrmelmenge ist erfiillbar. - Dieseé Beweisverfahren
148t sich auf_ein'formales System der Prddikatenlogik mit Identi-
t4t ausdehnen. - -

~ o

K. SCHUTTE: Pradikative Bewelsbarkelt und Unbewelsbarkelt der
transriniten Induktion.

Eine Hierarchie krltlscher Ordlnalzahlen sei in folgendcr Weise

’1ndukt1v deflnlert° , ,
‘Die’ O-kritischen gahlen sind die ¢ -Zahlen. ¥ sei’die Wohlordnungs-

funktlon der Vv-kritischen Zahlen. Eine Ordinalzahl & heiBt

v -kritisch (Y':v O),'wenn SP/I (x) =& fir alle /M <Y gilt.
Eine Ordinalzahl . o helﬁt "stark krltlsch", wenn sie <oC-kritisch
ist. K sei die kleinste stark kritische Ordlnalzahl.'- Eine Ord-

,nungsrelatlon.-{ naturllcher Zahlen laBt 31ch prlmltlv-rekur81v S0

deflnleren, daB folgendes g11t~' .

Mit 1mprad1katlven Mitteln ist % als Wohlordnungsrelatlon nach-
weisbar. 2. Bezuglluh & wird K durch die Zahl 5 ‘reprdsentiert.
3, PFiir jede natlirliche Zahl % 5 ist die transflnlte )\-Induk- ’
tion bis z mit préddikativen Mitteln bewe;sbar. - AuBerdem 148t
sich beweisen, daB es keine Wohlordnungérelation vom Ordnungstyp
> K, glbt die im formalen System der verzweigten Typenlogik (mit
unendllcher Induktion) als’ Wohlordnungsrela+1on nachwelsbar ist.
Hlefmlt erglbt s1ch K als eine Grenze fir pradlkatlve Bewelsbar—

v
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_H.'LEWITZ: Remarks on Takeufi’s Ordinal Diagrams.,

‘Let n be a fixed positive.integer. Takeuti (Journal Math.Soc. Ja-

pan, Vol. 9, No.4, 1957) has defined a system of formal objects

“which he calls.O(n).-In addition He defines n+1 order relations
-on O(n) which he proves to be wellorderings. We give a classical

descrlptlon of the ordinals which correspond to the dlagrams in
0(1) under the order relaulon.<1.

Define Zf (x)J i< 8s follows: £ (x) =*0 °'f wellorders the
set of all numbers which are xed points for fJ for all-j< 1i.

‘Then the order type of O(1)’w1th respect to the relation <1 is

f (> (0). The ordlnal diagram (1,a,% ) denotes the ordinal ga(i')
where « is the ordinal represented by « ; and. 85 (x) = fi(x+1) when
X = ¢ +.r with f.(c) = ¢ and O\S_r-<(u ;_‘ (x) £, (x) dtherwise.

K. LORENZ: Ubersicht iiber die dlalqglsch elnfuhrbaren Partikel.
Fir jede Aussage A ist ein Dialog. erklart der nach endlich- v1elen

Schrltten zum Gewinn ader Verlust von A fiir den Proponenten (P)
bzw, den Opponenten (C) flihrt. Die Dlalogregel besteht aus zwei
Tellan, einem Rahmen, der festlegt das Aussagen genau einmal ange-
griffen und gegen solche Angriffe verteidigt werden kdnnen, wobei
Angriffe jederzeit,,Verteidigungen spétestené dann, wenn keine
Ahgriffsméglichkeiten mehr zur Verfligung stehen, gesetzt werden
konnen, bzw. missen, und einem Schema, das festlegt, was alles ‘
Angriffe und Verteidigungon sein sollen. Wer nach der Regel nicht
mehr setzen kann, hat vcrloren, der andere gewonnen. Aussagen
heiBen daher dldlogdeflnlt Hat P bzw. O eine Gewinnstrategie fur

‘bzw. gegen A so heift A (inhaltlich) wahr bzw. falsch.

Aussagen A heiBen logisch zusammengesetzf-éus einer Klasse von
"Teiléuséagen"‘ wenn im zugehdrigen Schema fiir A nur Aussagen die-
ser Klasse und jede davon genau girmal vorkommt. Nicht angreifba-
re Aufforderungen zur Verteidigung von A sind ebenfalls gestattet.
Es gibt 8 verschiedene Schemata fiir 1- und 2-stellige Verkniipfun-
gen, Gie Junktoren '“und~ -oder- '-falls~, -dann-, nicht-sondern~,
—aber"nicht;, weder-noch~, nicht-, und 3 Schemata filr unendliche
Verknﬁpfungen;~die Quantorén i alle',f'fﬁr'mannue', 'fir kein'.
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Nennt men 2 Aussagen dialogiquivalent, wenn sie in einem Dialog
ohne Einflufl auf‘dié GewinhStfategien-gegenseitig ersetzbar sind,
80 lassen sich sd@mtliche (auch nQStellige)_Verknﬁpfungen durch
nicht, und, oder, dann, fiir alle, fir manche dialogédquivalent
ausdriicken. Diese 6 Partikel sind voneinander unabhingig und bil-‘
deﬁ daher.eine‘primitive Dialogbasis, im wesentlichen auch die
einzige. : | '

[y

\ " G.H. Miller (Heidelberg)
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