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Konvexe Korper und konvexe Funktionen
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S. Hildebrandt, Mainz

F. Klein, Mainz

K. LeichtweiB, Berlin

K.A. Schmitt, Oberwolfach

G.C. Shephard, Birmingham

{Ubersicht iiber die behandelten Themen:

In einem einfiihrenden Vortrag beschrieb H. Busemann die verschie-
denen Moglichkeiten zur Definition konvexer Funktionen auf nicht-
konvexen Mengen. Diese Fragestellung rithrt aus der Variationsrech-
. nung her, wo man die Grundfunktion eines r-fachen Extremalinte-
grals fiir n gesuchte Funktionen (nyr) als Funktion auf dem GrafS-
mannkegel G der r-dimensionalen Ebenen durch einen festen Punkt
des n-dimens1onalen Raumes auffaft. Dabei ist G fiir 1< r{ n-1
eine nichtkonvexe Teilmenge des Vektorraumes Vr aller r-Vektoren.,
Nachdem in einem Vortrag von Hildebrandt Carathéodorys Zugang
zur Variationsrechnung behandelt worden war, wurden in-der Diskus-
sion die Verbindungen zwischen den verschiedenen Konvexit&dtsbegrif-
- fen und der Variationsrechnung untersucht. Busemann ﬁégte an, sauf
diese Zusammenhdnge in einer Arbeit ndher einzugehen.,

Ein weiteres Thema befaBte sich mit den Sdtzen von Radon und Blasch-
ke. Busemann trug eine Verallgemeinerung des Blaschkeschen Resul-

" tates auf beliebige Dimensionen vor. LeichtweiB sprach iiber eine
neue, von ihm gefundene Methode zur Parametrisierung des Randes
konvexer Korper in der Ebene, mit deren Hilfe man Radonkurven und
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insbesondere neue Beispiele algebraischer Radonkurven finden kann.

Ewald zeigte, daB die_Antwort auf eine biéher‘offen gebliebene Fra-
ge negativ ist, ndmlich ob das in einer fritheren Arbeit betrachtete
unendliche Polyeder eine konvexe Projektionsfunktion besitzt.

Shephard gab den AbriB einer Theorie metrischer Riéume, die von kon-
vexen Korpern des E? gebildet werden., Er untersuchte Addition, Kon-
vexitdt, gemischte Volumina in solchen R&umen. Als Extrempunkte er-
weisen sich die "unzerlegbaren" Korper. Von Shephard und Schmitt
wurden Kriterien filir die Unzerlegbarkeit von Korpern gegeben. Aus
anschlieBenden Diskussionen ist eine Arbeit von Ewald und Shephard

- {iber gewisse Banachridume von konvexen Korpern entstanden.

Zusammenfassung der eingereichten Vortragsausziige:

H. Busemann: Konvexitdt und Normalitat.

Es wurde ein einfithrender Vortrag liber Resultate von 1960 gegeben,
die in Zusammenarbeit mit E.G. StrauB entstanden. Die Variations-
rechnung, die Theorie der konvexen Korper und andere Gebiete fith-~

ren auf die Frage, wann eine auf dem Grafmannkegel Gg aller einfa-
chen r- Vektoren R definierte homogene Funktion f(R)

(f(xR) = k.f(R), k 20) konvex ist. Es ergeben sich verschiedene
Moglichkeiten, die fiir die klassischen Fdlle r=1, r=n-1 alle zusam-
menfallen. Die Bégriffe,werden verglichen, die wichtige und bisher
ungeklédrte Rolle und Stellung der Polyederungleichung wird disku-
tiert. : ’

Die Resultate von Blaschke und Radon aus dem Jahre 1916 iiber Symme-
trie der Transversalitdt erweisen sich als sehr spezielle Fédlle
allgemeiner Sdtze fiir beliebiges r. ‘

K. LeichtweiB: Uber eine Darstellung des Randes konvexer Korper.
.Radon benutzte 1916 eine spezielle Parametrisierung des Randes

eines konvexen Gebietes im E2 fiir die Konstruktion nichttrivialer
Beispiele von Kurven‘mit symmetrischer Transversalitdt. Diese Pa-~
rametrisierung wird folgendermaBen verallgemeinert: Sei R ein kon-
vexer Korper des E? mit einem inneren Punkt 0, einem Randpunkt P
und einer Stiitzhyperebene 7T durch P. Dann betrachte man die Abbil-
dung A der Menge Z aller "Stiitzelemente" (P,T) vonf{ in die Ein-
heitssphire S, die durch
1 +
S A B Py
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gegeben wird, wobei #= o7 / [“O'fi'?‘a[, 11 = Einheitsnormalenvektor von
T ist. Dann gilt: '

(1) A ist ein HomGomorphismus von Zauf.Sn und fiihrt zu einer Pa-
rametrisierung von 2_ .

(2) Der Rand JR von f wird in eindeutiger Weise durch a = f(4) ge-

geben. Dabei bedeutet a die Liange der Hauptachse des (einzigen)
gleichseitigen Rotationshyperboloids mit O als Zentrum, 4 als
Richtung der Drehachse, das & beriihrt,

(3) Wenn R * den polar reziproken Korper von f{ beziiglich der Ein-
" heitskugel um O bedeutet und & durch a = f({) gegeben wird, so
ist 9f * durch a = 1/f({) gegeben.

(4) Piir n=2 und 1 = (cos v, sin v) ist g(v) = f(f(v)) eine diffe-
renzierbare Funktion von v.

(5) g ist eine algebraigche Funktion von v &> wenn 2R eine alge-
o braische Kurve in E2 ist.

Nach Aufldsung einer geeigneten Funktionalgleichung fithrt die Dar-
stellung a = g(v) von 9R in E2 zu neuen Beispielen von algebrai-
schen Kurven im E° mit symmetrischer Transversalitit,

S. Hildebrandt: Carathéodorys Zugang zur Variationsrechnung.

Es wurden Ergebnisse einer Arbeit von W. Velte (Math.Z. 60, 1954,
S. 367-383) vorgetragen, die Carathéodorys Methode auf den Fall
von Variationsinteg;alen in Parameterdarstellung ubertrédgt:

I = [E(x,p)at, wtoxt (), t=(¢7,.. . 8™, xx', .00, x0), at=dt'...at",
éi% = (i1i2...im), 1,158 <, p#l) = GraBmannkoordinaten von
3%;), f(x,cp) = ¢(f(x,p), ¢2 0. Aus einem Satz von H. Kneser folgt,
daB man im PFalle f 2 o ohne Einschrankung der Allgemeinheit anneh-
. men kann, daB der Vektor (fp(i)) wieder im GraBmannkegel liegt.

(

Dann nennt man ein Feld (x, "n{x)) "geoddtisch", wenn die Differen-
tialform w= f (i)(x,'h'(x)dx(l), (dx(l)z dxtTa dax™24... A dxlm),
geschlossen isg, d.h. Ju = Jw fir 2 m-Flichen E, und E mit
JE, = CR
Carathéodorys Determinantenmethode besteht dann in der Konstruktion
von Punktionen So"(x) y X=1,.0.,m, ("Rohrenfeld"), so daB
Dann kann man mittels der ExzeBfunktion ‘ '
£ (x,p,M) = £(x,p) - £(x,T) - fp(i)(x,‘ii’).(p(l)-Tf(l)) entschieden
werden, wann Jg - Jp = _“fg(x,ﬁ,Tr)dt_ZO ist, falls Em eine

m

m E
Extremale (= Losung der © Eulerschen Differentialgleichung) ist,

die ins Peld (x, T(x)) paBt (d.h. p(i);—-‘ﬁ'(i). Ferner wurden -
Einbettungsproblem, Legendretransformation, Legendrebedingung
diskutiert. o
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‘. Ewald: Uber Projektionsfunktionen konvexer Kdrper.

Ein Kriterium fiir die Konvexitit der Projektionsfunktionen P(K R)
konvexer Korper K konnte bisher nuruﬁblyeder als notwendig erwie-
sen werden. Es 148t sich aber so verallgemeinern, daB es fiir eine

weitere Klasse konvexer KOrper notwendig ist. Damit kann man eine
offen gebliebene Frage beantworten, ndmlich ob das in der Arbeit
"Convex bodies and convexity on GraBmann cones" (Math.Ann.151,S.33)
Petrachtete unendliche Polyeder konvexe Projektionsfunktionen
P(K,R) fiir r 22 Dbesitzt. Die Antwort ist negativ.

G.C. Shephard"Vektorsummen und gemischte Volumina konvexer Mengen.

SeiJ%.dle Menge aller abgeschlossenen beschrénkten konvexen Mengen K

des E™ und X die Menge der Ke K, deren Volumen >0 ist. Wenn

in J¢ eine Addition + (wie etwa Minkowskiaddition oder Kriimmungs-
funktion -~ Addition) definiert ist, so kann AK1 + (1—)\»)K2,

0 <A—‘ 1, als Liniensegment 1n.7<(oder J¢ *) aufgefaBt werden, d.h.
J¢ bzw. K * sind in einem gewissen Sinne konvex. Wenn + die Min-
kowskiaddition bedeutet und 7¢ durch die Hausdorffmetrik metrisiert

ist, so ist J¢ auch "metrisch konvex". Ferner ist JX lokal kompakt ..

und X * offen in % . Wenn ~ die Relation der affinen Aquivalenz
bedeutet, so ist K*/~, kompakt, kann in verschiedener Weise metri-
siert werden und ist konvex bzgl.Segmenten, die durch Minkowskisys-
teme definiert sind. Dagegen ist nicht bekannt, ob X */A metrisch
konvex ist. Die Extrempuhkte von 7(*/A« sind die unzerlegbaren
Korper K, d.h. Korper, die nicht in der Form K = K, + K2 geschrie-
ben werden konnen, ohne daB K,, K, homothetisch zu K sind. Einige
Kriterien fiir Unzerlegbarkeit sind bekannt, z.B. fiir Polyeder:

alle Polyeder mit Dreiecken als 2-Seiten sind unzerlegbar. Diese
Menge ist direkt in K*. Wenn die Liniensegmente dm:'chAK1 #(1- '\)K2
definiert sind, wo # die Kriimmungsfunktions-Addition bedeutet, S0
sind die Simplices unzerlegbare Polyeder.

Die gemischten Volumina einer Menge von p-KSrpern im ER befriedigen
Ungleichungen der Form (-1)paj <o, wo ajj = V(Ki’Kj’KB""’Kn)'
~lese Ungleichunsi.l viiuen vunie vOllstdndige Menge fir p=" o

p=3n, dagegen ist fiir p 2 n+2 nichts bekannt.
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