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Tagungsbericht

Arbeitsgemeinschaft Uber das KlassenkOrperturmproblem
18. bis 23. Oktober 1964,

Die Leitung der Tagung hatte P. ROQUETTE (Tiibingen).

Die weiteren Teilnehmer waren: .

R. Berger (Berlin), S. Boge (Heidelberg), W. Boge (Heidelberg),

W. Felscher (Freiburg), W. Gaschiitz (Kiel), G. Harder (Hamburg),

K. Hoechsmann (Tiibingen), W. Jehne (Heidelberg), O. Kegel (Frank-
furt a.M.) H. Konig (K6ln), E. Kunz (Heidelberg), H. Kupisch (Saar-
briicken), E. Lamprecht (Saarbriicken), H. Leptin (Hamburg), D. Puppe
(Saarbriicken).

Die schon vor Jahrzehnten gestellte Frage, ob es unendliche Klassen-
korpertiirme gibt oder nicht, wurde im Frihjahr 1964 von den rugssi-
schen Mathematikern Golod und Schafarewitsch positiv entschieden.
Diesem Ergebnis war die Tagung der Arbeitsgemeinschaft gewidmet.
Dariiber hinaus beschédftigten sich die letzten beiden Vortridge mit
dem Versuch, die (unendlichen) Galoisgruppen der maximalen {-Erweite-
rungen lokaler und globaler Korper zu beschreiben. Die ersten drei
Vortragenden legten das Fundament fiir die Hauptarbeit mit Berichten
iiber bekannte Resultate der Kohomologietheorie und Klassenkorper-
theorie.

Vortrége:

W, Boge: Kohomologie endlicher Gruppen.

Sei G eine endliche Gruppe. Man betrachtet eine Z[Gl-freie Auflosung
von 2: 0 - 2 £ X, - X, - ... und die duale AuflGsung

A it X = Hom(X. ,Z)
. 0 =<2 ~X 42X o2 coo mi -1 = Homé,i,z und
Zz = Hom(Z,Z).
Durch natiirliche Identifizierung von 7" mit Z erhidlt man einen
'Komplex fir G':

000‘—X.— '_'X *-X ‘_000=X*

1

2 = X - %

u\ L e
Z
Flir einen G~Modul A werden die Homologiegruppen des Xomplexesg
HomG(X*,A) die Kohomologiegruppen von G mit Koeffizienten in A gou-
nannt.
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Bezeichnung Hi(G A ). Fir klelne (positive und negative) i wird

gt (G A) gedeutet. Die wichtigsten Eigenschaften des Funktors
{H'(G,*)} werden bewiesen. Weiter wird gezeigt, daB fiir den indu-
21ert9n Modul A eines U-Moduls B (U: Untergruppe von G) Shapiros
Lemma gilt: Hl(U B) ~ gt (G,A). SchlieBlich wird noch der Dualitits—

satz ’Ef?f :
gt (A) ~ H (£)  erwdhnt. Dabei bedeutet * jeweils den

Charaktermodul,

S. Boge: Der Satz von Tate.

N sei Normalteiler einer endlichen Gruppe G,A ein G-Modul. Dann ist
die Sequenz

0 — m'(e/m) 185 5l(g) Bes, yln/W Iy (g Inf, 12 (g
exakt. Dabei ist H(G/N) = H(G/N,AN) zu lesen; die Abbildungen Infla-
tion, Restriktion und Transgression werden erklirt. Ist HY(N,A) = 0O
fir v=1 ... r-1, so folgt auch die Exaktheit von

0 —s H(¢/m) 1BL gT(g) Bes, yr(y),

Hieraus erh&lt man den Satz iiber kohomologische Trivialitat:

Y (U,h) = Hr+l(U,A) = 0 flr irgendein reZ und alle Untergruppen
UG == HY(G,A) = O fiir alle veZ. Aus diesem folgt der Satz von
Tate in der folgenden Fassung: Sei f: A - B ein G-Homomorphismus;
fir 1rgende1n reZ und alle UcG seien Sequenzen

r-1
L, 2= m N u,B) — o
r £T
0 > H'(U,A) = H(U,B) > 0
r+l
0 —> Hr+l(U,A) §;——9 I'+1(U B) exakt.

Dann ist £ ein Isomorphismus fiir alle v. Mittels Dimensionsver-
schiebung erhdlt man das Korollar:

Ist H'(U,A) = 0, K2(U,A) zyklisch der Ordnung (U:l) fiir alle U,
so ist HY(G,A) isomorph zu H_2(G,Z) = G/G' (G' = Kommutatorgfuppe)°

G. Harder: Grundtatsachen der Klassenkorpertheorie.

Ist G eine pro-cndliche Gruppe, M ein topologischer G-Modul (d.h.

die Fixgruppe eines jeden Elements ist offen in G), SO erh&dlt man
durch Bildung des direkten ILimes Kohomologiegruppen Hl(G,M), die

alle wesentlichen Eigenschaften der Kohomologie endlicher Gruppen
besitzen.

k sei ein lokaler Korper, E.sein algebraischer AbschluB und G die
Galoisgruppe von k/k. Der wesentliche Schritt in der lokalen Klassen-
korpertheorie liegt im Beweis der Existenz eines kanonischen Isomor-
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phismus invk H (G,k ) - Q/%2, mit der Elgenschaft daf3 fiir Oberkor-
per K/k: ian 0 Resk K = = [K:k] invy . Aus dem Satz von Tate folgt
dann die Existenz eines kanonischen Isomorphismus

Wk /NK K K" 6%(X/x) fir jeden normalen Oberkdrper K/k; dabei be-
deutet G K/k die Faktorkommutatorgruppe der Galoisgruppe von K/k.

" Jetzt bezeichne k einen globalen Korper, k den zur Primstelle ¢

Deutsche

von k gehodrigen lokalen Ko“per. Es werden die Idelegruppe Ik und die
Ideleklassengruppe ¢, = I /k kompakten Gruppe I,; I /k ist kompakt,
wobel Ik die Idele der Norm 1 bedeutet. Hieraus folgen die Endlich-
keit der Divisorenklassengruppe Clk sowie der Dirichlet'sche Ein-
heitensatz, \

Sei K/k eine normale Erweiterung. Man hat eine kanonische Injektion
Ckﬂ CK° Ist G die Galoisgruppe von K/k, so gilt C% = Ck‘ AuBerdem
hat man die Normabbildung NK/k : Cp — Cko

£x

Die Hauptschritte in der Entwicklung der Theorie sind die S&tze, wel-

che die Anwendung des Satzes von Tate auf H(G,CK) gestattet.

1. HY(G,Cp)
brentheorie.

= 0 folgt aus dem Hasseschen Fundamentalsatz der Alge-

2. Die Existenz cines kanonlschen Isomorphismus . ;
1an/k : H2(G Cy) - mz/Z (wobei n = [K:k]) mit derselben Eigen-
schaft bezugllch Restrlktlon wie im lokalen Fall.

Nach dem Satz von Tate gibt es dann einen Isomorphismus

w2 k/NK/k x " G2 K/k (Reziprozitdtsgesetz).

SchlieBlich hat man noch den Ex1otenzsatz Zu jeder offenen Unter-

gruppe BcCy mit (Ck:B) < @ glbt/élnen abelschen Erweiterungs&érper

K/k mit B=Ny 4 Cg -

einer lokalen Komponente k?v in Ck eingebettet, so kann man aus der

GroBe des Durchschnitts Bﬁk?' das Zerlegungsverhalten der Stelle 3

Denkt man sich die Multiplikationsgruppe ky

in K ablesen. (Zerlegungsgesetz).

D. Puppe: Die erste fundamentale Ungleichung.

Es sei k ein algebraischer ZahlkOrper, Ek die Einheitengruppen von k,
¢deren p-Rang (p: feste Primzahl). %/k sei die maximale normale,

unverzweigte p-Erweiterung von k. ifan nehme an, ihre Gruppe G sei
endlich., Weiter sei Z dle additive 3estklassengruppe modulo p, und
d = dim Hl(G,Zp) = aim H 7(G9zp)

r = ain H(6,2)) = din H(6,2).

Die Gleichheit folgt in beiden Fdllen aus dem Dualitédtssatz. Durch

Bildung des alterniereaden Produkts von Gruppenordnungen in der aus

0 —=> 7 =Py 7 =y Z, 5 0

9 definiert. k 1ist eine diskrete Untergruppe der lokal
o®
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abgeleiteten exakten Kohomologiesequenz ergibt sichs:

r - 4 < Rang H(2).
Aus der Klassenkdrpertheorie (Isomorphie von H_B(Z) und H—i(CK))
folgt nun die erste fundamentale Ungleichung: r - d < p.
Dieser Vortrag legte zusdtzlich noch das Fundament fiir den néchsten.
Ls wurde nidmlich bewiesen, daB es fiir jede endliche p-Gruppe G eine
Z fG] - freie Aufldsung: :K

Ao A 2 '
X Y Xl  — 12 e ., Mit X = ZP[G],

—- 7 &
0 b

Xy ~d°7Z [G], Xp > T2 [G] gibt, derart, daB ker i =I (Augumenta-
t10n81deal erzeugt von Elementen der Form o-1) und ker xch Xl

- C3

W. Gaschiitz: Die zweite fundamentale Ungleichung.

Fiir eine endliche p-Gruppe G gibt es nach dem vorangehenden Vortrag
einen G- Homomorphlsmus @:d - Z (G] - Z [G] mit im ¢=I, ker ¢CIA (wo-
bei A=d-7Z [G‘); auBerden elnen Dplmorphlsmus here Zp[G] - ker o.
Setze B = ker o = 1im ? — Die Z_-Dimensionen der Faktoren in der
absteigenden Kette 13123..,31 =0 sind gleich den entsprechenden
Dimensionon der Urbilderkette A=op (I)gm_l(12)2.,,gm-l(ln)zB.
Da I AC 1( v+1? (fir v =0 und 1 _sogar gleich), kann man
. -1 v+l _ -1, v+l v,

dim ¢ (I ) dim IVA + dim P (1 /1A ansetzen. Setzt man
a, = dim ¢ “L(eH*3) /1%y, a = aim TY/1VY (v,020), so erhalt man
das Gleichungssystem
1=4dg, dd, = dy, dd,, =d g + (av—l— av_z), v > 1,
wobe1 a 0.

—%+l +2
Da ¢ ~LrV*ly 2 3 4+ 1VA, ist andererscits a = dim B/BNIM"“A. Man be-
trachtut nun den Epimorphismus Y und erhdlt aus
p(1 ez, [61])gBnr " A
aH<r(d +o..+d ) (u>0).
Nun multlpllzlero man beide Systomp mit aufsteigenden Potenzen eines

(v>1) das Ungleichungssystem

positiven Paramoters t. Dann ergeben sich filir die Polynome

P(t) = £ atY, R(t) = Y, s(t) = © (a -a, Jt* die Beziehungen
V>0 A>0 u>0 o=l

1+dtP(t) = P(t)+t28(t) und  S(t) R(t) < rP(t) R(t)

Zusammen liefern sic die Ungleichung: 1 < P(t) [rtz-dt+l], woraus

2
man leicht d4+l < r schlieBt. Letzteres ist die zweite fundamen-

tale Ungleichung.

W. Felscher: Zum Beweis der zweiten Ungleichung.

In diesem Vorirag haben 4@ und r eine andere Bedeutung als vorher:
d ist die minimale Erzeugendenzahl der Gruppe G, r die minimale
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Anzahl von erzeugenden Relaticnen, d.h. die minimale Anzahl von
Elementen einer freien Gruppe F mit d Erzeugenden, die benotigt wer-
den, um den Kern R des natiirlichen Homomorphismus F - G als Normal-
teiler von F zu erzeugen. Flir endliche p-Gruppen G 148t sich aber
beweisen, daB d = dim Hl(G,Zp) und r = dim H2(G,Zp)°

Auf Grund der neuen Deutung von d und r wird nun ein anderer Beweis
fiir die Existenz einer exakten Sequenz reZ [G]-ﬁ»d *Z [G] €1 -0

mit im %CI (d-2Z [G]) geliefert, und zwar nach der hektographlerten
Schrift von Roquotte (Ohio State University).

0. Kegel: Anwendung und Verallgemeinerung der Ungleichung.

Ist k ein algebralschor Zahlkorper mit abbrechendom2p ~-KlassenkOrper-
d<+1
4
bei d die minimale Erzeuvgendenzahl der Galoisgruppe des p-Klassen-

’ turm, so folgt aus den beiden Ungleichungen, daB - ad < ¢; WO=

korperturms, 7 der p-Rang der Einheitengruppe Ek bedeutet.
Der Haupttel% des Vortrags war ciner Vbrallgcm01nerung der Unglei-

chung r > d4+l auf endlichdimensionale Algebren gewidmet. Diese

kann zur Widerlegung der Vermutung von Kurosch, daB algebraische
Algebren lokal endlichdimensional sind, benutzt werden.

E. Lamprecht: Korper mit unendlichem KlassenkOrperturm.

d
Klassenkorperturms eines algebraischen Zahlkdrpers k. Behauptung:

Kk bezeichne die minimale FErzeugendenzahl der Galoisgruppe des p-

‘ Fliir jede Primzahl p und eine beliebige Zahl d gibt es Korper k vom
| Absolutgrad p mit dkza, Insbesondere kann erreicht werden, daB
® ! | | o

— - dk> ﬁk : d.h., es gibt unendliche KlassenkOrpertirme. Der
Beweis benutzt Klassenkbrpertheorie im Korper Q der rationalen Zah-
len. Man nehme d+1 Primzahlen QgroeesQy mit q, = 1 mod p und betrach-
te das Produkt f = Qody e -aye Xf, die Gruppe der Restklassencharak-
tere mod f, ist direktes Produkt der entsprechenden Gruppen Xqv fir
die einzelnen Qe In Jedcm Xqv wdhle man ein Element Xy der Ordnung
p und betrachte don Ylassonkorpor k zum Produkt x dluser Elemente.
[(k:Q] = p. Der KlassenkOrper ¥ zum direkten Produkt X der von den
Xy efzeugteg Charaktergrupven ist unverzweigt und elementar abelsch
vom Range p~ iber k.

H. Leptin: Diskriminantenabschatzungen.

} Diecser Vortrag erinnert an den Versuch, das Abbrechen des Klassen-
korperturms nit Hilfe einer verfeinerten Diskriminantenabschédtzung

zu bewelsen. ko sei ein Korper des Grades ng und der Diskriminante
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do iiber Q, koCk1Ck2C°°°Ckm der Klassenkorperturm zu ko, wobei
[ki:ko] =N,
nanten sdmtlich 1 sind, folgt di=d

Diskriminante von ki/Q = d;. Da die Relativdiskrimi-
n4

0

Abschétzungen d>9(n) der Absolutdiskriminante d eines Korpers durch

. Man interessiert sich fir

@ine Funktion seines Grades n. In dcr gegenwértigfn Situation gilt
dann do>m(noni)ni. Hitte man ein ¢ mit lim cp(non)rI = o, g0 wiirde
daraus das Abbrechen des Klasscnkorperturms (d.h. Endlichkeit der
ni) folgen. Die bekannte Minkowskische Diskriminantenabschétzung
wurde erortert.

W. Jehne: Maximele l-Erweiterung eines lokalen Korpers.

Sei { eine feste rationale Primzahl, k eine Erweiterung vom Range n
. eines p-adischen Korpers Qp, Man sucht eine Beschreibung der Galois-

gruppe der maximalen normalen {£-Erweiterung K von k als Pro-{-Grup-

pe mit gewissen Erzeugenden und Relationen. Dabei unterscheidet man

die Falle: 1. k enthdlt keine { -ten Einheitswurzeln und Qq k ent-

hdlt die €-ten BEinheitswurzeln. Im ersten Falle ist die Gruppe frei

mit einer bzw. n+1 Erzcugenden, je nachdem ob £#£ p oder £=p; wenn

L#p, ist K/k unverzweigt, wenn £ =p folgt die I'reiheit nach Schara-

rewitsch. Im zweiten Falle ist die Galoisgruppe G(K/k) eine soge-

nannte Demuschkin-Gruppe; d.h. eine Pro-£-Gruppe G mit

a) H°(G,2,) ~ 2, und

b) Die durch das Cup-Produkt vermittelte Paarung

H'(G,2,) x Hl(G,Zﬁ) - HZ(G,Z() ist nicht entartet.

Die Eigenschaften a) und b) sind in der vorliegenden Situation leicht
" nachzuweisen. Der Rest des Vortrags beschdftigte sich mit der Form

der nach (a) einzig notwendigen Relation. Die Anzahl der Erzeugenden

hdngt wieder davon ab, ob ./ #p oder {=p: siec ist 2 bzw. n+2.

K. Hoechsmann: Maximale Z—Erweiterung einecs globalen Korpers.

k seil ein algebraischer Zahlkorper, K die maximale /-Erweiterung von
k, G die Galoisgruppe von K/k, yeﬂn.Primdivisor von k, kf die Zu g
gehorige Komplettierung, k#f deren maximale f~Erweiterung und |
schlieB3lich G? die Gruppe von k;f)/ky . Durch geeignete Wahl eines
festen Uber ¢ liegenden Primdivisors fiir jeden endlichen Zwischen-
kdrper kann man die Zerlegungsgruppe Df von K/k bezliglich 4 als den
inversen Limes der centsprcchenden endlichen Zerlegungsgruppen er-
kldren. Es gibt einen Homomorphismus Py : Gg,ﬂ ng G.

Daraus bekommt man eine Abbildung der Kohomologien H(G,Zf)~H(G¥,Ze).
Es wurde bewiesen, daB das Prqdukt dieser Abbildungen (iber alle;’)
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ein Monomorphismus in Dimension 2 ist; d.h. H2(G,Z£) «‘Tin(G

Y . 2 g 2
ist injektiv. Durch die bekannte Deutung von H (Zﬂ) als
'Relationen' erhdlt man einen Beweis des folgenden Satzes von
H., Koch: F sei cine freie Pro-f-Gruppe, die cinem minimalen Erzeu-
gendensystem von G entspricht (Hl(F,Zf) ~ Hl(G,Zé)). Man konstruiere
sich freie Pro-{-Gruppen Fﬁ , derart daB folgende Diagramme kommu-
tativ werden:
"1 -R-F -G -1

Pt TR

1 -R, - E%—*G%—'l' .
Dann wird R als Normalteiler von F von dcn Bildern ?f (R? ) er-
zeugt.
Man kann ein minimales Erzeugendensystem von G so wdhlen, daB man
auf dicse Weise eine verhdltnismédBig iibersichtliche Beschreibung
von G durch Erzeugende und Relationen bekommt.

K. Hoechsmann (Tiibingen)
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