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Arbeitsgemeinschaft über das Klassenkörperturmproblem

1.8 0 bi s 230 Olctober 1964 0

Die Leitung der Tagun~ hatte Po ROQUETTE (Ttibingen)0

Die weiteren Teilnehmer waren~

Ro Berger (Berlin)9 S. Böge (He{delberg)9 Wo Böge (Heidelberg)9

Wo Felseher (Freiburg)~ Wo Gaschütz (Kiel)9 Go Harder (Hamburg)?
Ko Hoechsmann (Tübingen)9 Wo Jehne (Heidelberg)~ 00 Kegel (Frank~

furt aoMo) Ho König (Köln) 9 E. Kunz (Heidelberg) 9 Ho Kupisch (Saar-

brücken)~ Eo Lamprecht (Saarbrücken)~ Ho Leptin (Hamburg)9 Do Puppe

(Saarbrücken) 0

Die schon vor Jahrzehnten gestellte' Frage? ob es unendliche Klassen-

körpertürme gibt oder nicht 9 wurde im Frühjahr 1964 von den russi

schen Mathematikern Golod und Schafarewitsch positiv entschiedeno

Diesem Ergebnis war die Tagung der Arbeitsgemeinschaft gewidmet 0

Darüber hinaus beschäftigten sich die letzten beiden Vorträge mit

dem V~rsuch9 die (unendlichen) Galoisgruppen der maximalen {-Erweite
rungen lokaler und globaler Körper zu beschreibeno Die ersten drei

Vortragenden legten das Fundament für die Hauptarbeit mit Berichten

über bekannte Resultate der Kohomologietheorie und Klassenkörper

theorieo

Vorträgeg

W0 Böge: ICoh,Qffiologie endlicher Grl}2.Ren Q

Sei G eine endliche Gruppe 0 Man betrachtet eine ZCG]-freie Auflösung
von Z: 0 ~ Z g Xo ~ X1 ~ ... und die duale Auflösung

O I.... Z* ~ X_
1

X . t X H ( X Z ) d* -+ -2 -+ ••• ml -i~l = omi! -i 1 un
Z = Hom(Z9Z)O

"*-
Durch natürliche Identifizierung von Z mit Z erhält man einen

'Komplex für G'~

000 ~ X_2 ~ X_ 1 ~ Xo ~ X1 ~ 000 = X*
~~ ,/ €

Z
Für einen G-Modul ,A werden die Homologiegruppen des Komplex~2

HomG(X*1 A) die Kohomologiegruppen von G mit Koeffizie~ten in A g8~

nan.nt 0

J
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Bezeichnung: Hi (G 9 A ). Für kleine (positive und negative) i wird
~ Hi (G 9 A) gedeutet. Die wichtigsten Eigenschaften des Funktors

(Hi(G,·)} werden bewiesen. Weiter wird gezeigt 9 daß für den indu
zierten Modul A eines U-Moduls B (U~ Untergruppe von G) Shapiros

Lemma gilt: Hi(U,B) ~ Hi(G,A). Schließlich wird noch der Dualitäts-

satz ~-"
Hi(A) ~ H-i-l(A) erwähnt. Dabei bedeutet ~ jeweils den

Charaktermodulo

So Böge~ Der Satz von Tateo

N sei Normalteiler einer endlichen Gruppe G,A ein G-Modulo Dann ist
die Sequenz
o~ Hl(G/N) Inf:>Hl(G) Res:> Hl(N)G/N ~ ~(G/N) Inf~ H2 (G)

exakt. Dabei ist H(G/N) = H(G/~,AN) zu lesen~ die Abbildungen infla~
tion 9 Restriktion und Transgression werden erklärto Ist HV(N~A) = 0

für v = 1 000 r-1 9 so folgt auch die Exaktheit von

o -~ Hr (G/N) Inf~ Hr (G) Res) Hr (N) •

Hieraus erhält man den Satz über kohomologische Trivialität:
Hr(U,A) = Hr+l(U,A) = 0 für irgendein r€Z und alle Untergruppen
UcG --~ HV(G,A) = 0 für alle vsZ. Aus diesem folgt der Satz von
Tate in der folgenden Fassung: Sei f~ A ~ Bein G-Homomorphismus 7
für irgendein reZ und alle UcG seien Sequenzen

r-l
Hr-l(U,A) _f_:> Hr-l(UyB) ~> 0

r
o -p Hr ( U, A) f..-:> Hr ( U, B) ~ 0

r+l' .e 0 -:> Hr+l(U ,A) L-) Hr+l(u 9 B) exakt.

Dann ist fV ein Isomorphismus für alle ~o Mittels Dimensionsver

schiebung erhält man das Korollar~

12'Ist H (U 9 A) = O~ H (U 9 A) zyklisch der Ordnung (U:l) für alle UcG 7

so ist HO(G,A) isomorph zu H-2 (G,Z) = G/G' (G' = Kommutatorgruppe).

Go Harder~ Grundtatsachen der Klassenkörpertheorieo

Ist G eine pro-endliche Gruppe 9 Mein topologischer G-Modul (doho

die Fixgruppe eines jeden Elements ist offen in G)9 so erhält man

durch Bildung des direkten Limes Kohomologiegruppen Hi(G,M), die
alle wesentlichen Eigenschaften der Kohomologie endlicher Gruppen

besitzeno

k sei ein lokaler Körper~ k sein algebraischer Abschluß und G die

Galoi sgruppe von k/I}{ 0 Der we sentliche Schri tt in d'er lokalen Klassen

körpertheorie liegt im Beweis der Existenz eines kanonischen Isomor-

- I
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phismus invk~ H2 (G 9k*) ~ Q/Z9 mit der Eigenschaft 9 daß für Oberkör
per K/k~ invK 0 Resk9K = [K:k] invk • Aus dem Satz von Tate folgt

dann die Existenz eines kanonischen Isomorphismus

~:k*/NK~kK* ~ Ga(K!k) für jeden normalen Oberkörper K/k; dabei be
deutet G (K/k) die Faktorkommutatorgruppe der Galoisgruppe von K/ko

Jetzt bezeichne k einen globalen Körper9k~ den zur PrimsteIle ,
von k gehörigen lokale'n Körper 0 Es werd'en a.ie Idelegruppe I k und die

*~ *Ideleklassengruppe Ck = Ik/k kompakten Gruppe I k ; I~/k ist kompakt 9
wobei I~ die Idele der Norm 1 bedeutet., Hieraus folgen die Endlich

keit der Divisorenklassengruppe Clk sowie der Dirichlet l sche Ein-

hei"t"ensa,tz 0

Sei K/k eine normale Erweiterung 0 Man hat eine kanonische Injektion

Ck~ CKo Ist G die Galoisgruppe von K/k 9 so gilt ci = Ck • Außerdem

hat man die Normabbildung NK/ k : Cx ~ Ck '

Die Hauptschritte in der Entwicklung der Theorie sind die Sätze 9 wel

che die Anwendung des Satzes von Tate auf H(G 9 CK) gestattet.

1o HI (G 9 CK) = 0 folgt aus dem Hasseschen Fundamentalsatz der Alge

brentheorieo
20 Die Existenz eines kanonischen Isomorphismus

invK/ k : H2 (G 9CK) ~ ~z/Z (wobei n = [K:k]) mit derselben Eigen
schaft bezüglich Restriktion wie im lokalen Fallo

Nach dem Satz von Tate gibt es dan? einen Isomorphismus

.~: Ck/NK/kCK ~ Ga(~/k) (Reziprozitätsgesetz).
Schließlich hat man noch den Existenzsatz~ Zu jeder offenen Unter

gruppe BcCk mit (Ck:B) < ro gibteYeinen abelschen Erweiterungskörper
*K/k mit B=NK/kCKo Denkt man sich die Multiplikationsgruppe k~

einer lokalen Komponente k1*.in Ck eingebettet 9 so kann man aus der
Größe des Durchschnitts Bnk~ das Zerlegungsverhalten der Stelle f
in K ableseno (Zerlegungsgesetz)0

Es sei kein algebrais6her Zahlkörper 9 Ek die Einheitengruppen von k 9

~deren p-Rang (p~ feste PI")ilnzeJ:J.l)!' ]{/k sei die maximale normale 9

unverzweigte p-E~["/veiterung von }{ 0 l~1.::-J..l'1 nehme an 9 ihre Gruppe G sei

endlicho V[ei ter sej~ Z die adcli ti"'lG r~estklassengruppe module P9 und
. l(G Z) ~.p ....~.-2(G Z )d = dlm H 9 = UlE1 11 T 9 ' ' p

2 p "-3')r = dirn H (G 9 Zp ) = dirn H (G9Z~ 0
})

Die Gleichheit"folgt in beiden Fällen aus dem Dualitätssatzo Durch

Bildung des alternierenden ?rodukts von Gruppenordnungen in der aus
o --) z _J?.-> Z .~-............."'~ Z _.--> 0

-=---------- p
~ definiert. k* ist eine diskrete Untergruppe der lokal                                   
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abgeleiteten exakten Kohomologiesequenz ergibt sich:

r - d < Rang H-3 (Z).
Aus der Klassenkörpertheor~e (Isomorphie von H- 3(Z) und H-1 (CK))
folgt nun die erste fundamentale Ungleichung: r - d ~ po
Dieser Vortrag legte zusätzlich noch das Fundament für den nächsteno

Es wurde nämlich bewiesen 9 daß es für jede endliche p-Gruppe G eine

Z [G] - freie Auflösung~p-
Ao Al A2o (~ Zp ~- Xo '~ Xl .e- X2 ~- ... mit Xo = Zp[GJ,

Xl ~ d'Zp[GJ, X2 ~ r'Zp[GJ gibt, derart, daß ker Ao=I (Augumenta
tionsideal, erzeugt von Elementen der Form 0-1) und ker Al~I.Xl'

W0 Gaschütz ~ Die zweite fundamenta~e. Ung~eichung 0

Für eine endliche p-Gruppe G gibt es nach dem vorangehenden Vortrag

einen G~Homomorphismus ep:d'Zp[GJ ... Zp[GJ mit im FI, ker cp:=IA (wo
bei A=d'Zp[G]);" außerdem einen Epimorphismus ~:r'Zp[GJ ... ker ep.
Setze B = ker ~ = im ~o - Die Z -Dimensionen der Faktoren in der
absteigenden Kette I~I2~.o.~In~O sind gleich den entsprechenden
Dimensionen der Urbilde~kette A=cp-l(I)~cp-l(I2):J... ::>cp-l(In)=B.
Da IVA:=cp-l(I v+l ) (für v·=O und 1 sogar gleich), kann man

-1 ( \)+1 \J' -1 \J+I/\) .dirn ~ 1 ) = dirn I A + dirn ~ (1 ) I A ansetzeno Se~zt man
a~ = dirn ~-1(I~+3)/I~+2A, dv= dirn IV/I v+l (v,~~O), so erhält man
das Gleichungssystem

1 = do ' ddo = dl , dd v = dV+l + (av- 1- a v_2 )' v > 1,
wobei a_1 = 00
Da ~-l(IV+l) = B + IVA, ist andererseits a = dirn B/BnL~+2A. Man be-

lJ.
trachtet nun den Epimorphismus ~ und erhält aus
th(Iv[roZ [GJJ)cBnIv+1A (v>l) das Ungleichungssystem
'r p - -
a <r (d + 0 0 o· +d) ( lJ.>O) 0

~- 0 ~ - .
Nun multipliziere man beido Systeme mit aufsteigenden Potenzen eines
posi tiven Parameters t 0 Dan11 .ergeben sich für q.ie Polynome

pet) = ~ d t V, R(t) = B t A, S(t) = B (a -a~ l~~ die Beziehungen
v>O v A>O ~~O ~ -

l+dtP(t) = P(t)+t2S(t) und S(t) R(t) < rp(t) R(t) .
Zusammen liefern sie die Ungleichung: l-~ p(t) [rt2-dt+1J, woraus

d2+1man leicht --4-- ~ r schließto Letzteres ist die zweite fundamen-

tale Ungleichung 0

V/o Felseher ~ Zu.rn Beweis der zwei ten Ungleichunß 0

In diesem Vortrag haben d und r eine andere Bedeutung als vorher:
d ist die minimale Erzeugendenzahl der Gruppe G~ r die minimale
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Anzahl von erzeugenden Relationen 9 doho die minimale Anzahl von

Elementen einer freien Gruppe F mit d Erzeugenden 9 die benötigt VJer

den 9 um den Ke~n R des natürlichen Homomorphismus F ~ G' als Normal

teiler von F zu erzeugen, Für endliche p-Gruppen G läßt sich aber

beweisen l daß d = dirn Hl(G~Z ) und r = dirn H2(G~Z ).
p P

Auf Grund der neuen Deutung von d und r wird nun ein anderer Beweis

für die Exi stenz einer exakten Sequenz r· Z [G].t d' Z [G] c:a I --0 0
, p p

mit im pS;I (doZp[G]) geliefert~ und zwar nach der hektographierten

Schrift von Roquette (Ohio State University)0

00 KegGl~ Anwendu~~nd VerallgemeinerunRder Unßleichungo .

Ist k ein algebraischer Zahlkörper mit abbrechendem p-Klassenkörper-

e turm~ so folgt aus den beiden Ungleichungen~ daß d~+l - d ~ ~'\ wo

bei d die minimale Erzeugendunzahl der Galoisgruppe des p-Klassen

körperturms 9 f der p-Rang der Einheitengruppe Ek bedeuteto

Der Haupttei~ des Vortrags war einer Verallgemeinerung der Unglei

chung r ~ d4+l auf endlichdimensionale Algebren" gewidmet. Diese

kann zur Widerlegung der Vermutung von Kurosch 9 daß algebraische

Algebren lokal endlichdimensional sind 9 benutzt werdeno

Eo Lamprecht~ Körper ~it un~nd~ichGmJ{lassenkörpGr~urmo

dk bezeichne die minimale Erzeugendenzahl der Galoisgruppe des' p

Klassenkörperturms eines algebraischen Zahlk9~pers ko Behauptung:

Für jede Primzahl p und eine beliebige Zahl er gibt es Körper' k vom

Absolutgrad p mit dk>d. Insbesondere kann erreicht werden~ daß

d 2 + 1le
4

- d1 > .Q)11 ; doho 9 es gibt unendliche Klassenkörpertürme oDer
<: .I' C

Beweis benutzt Klassenkörpertheorie im Körper Q der rationalen Zßh-
leno Man nehme d+l Primzahlen q ~ooo~q~ mit q = 1 mod p und betrach-o u ~ -
te das Produkt f = qoqloooqd o Xf9 die Gruppe der Restklassencharak-

tere mod f~ ist direktes Produkt der entsprechenden Gruppen Xqv für

die ej.nzelnen q 0 In jedem X wähle man ein Element X der Ordnllng
\J l q\J \J

P und betrachte den Klassenkörper k zum Produkt X dieser Elemente 0
. "'-J

[k~QJ = po Der Klassenkörper k zum direkten Produkt X der von den

X erzeugten Charaktergruppen ist u.nverz 1Neigt und elementar a.belsch
~ er

vom Range p über ko

Dieser Vortrag erinnert an den Vorsuch 9 das Abbrechen des Klassen-

k6rperturms nit Hilfe einer verfeinerten Diskriminantenabschätzung

~u baweiseno k sei Gin Körper des Grades n o und der Diskriminanteo                                   
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do über Q9 koCklck2cooockoo der Klassenkörperturm zu k09 wobei

[k.:k ] = n. 9 Diskriminante von k./Q = d. 0 Da die Relativdiskrimi-
l 0 l l l

nanten sämtlich 1 sind~ folgt di=d~i. Man interessiert sich für

Abschätzungen d>~(n) der Absolutdiskriminante d eines Körpers durch

eine Funktion srines Grades n. In dar gegenwärtigrn Situation gilt

dann do>~(noni)TIi. Hätte man ein ~ mit lim ~(non)IT = 00, so würde
daraus das Abbrechen des Klassenkörperturms (doho Endlichkeit der

ni ) folgen. Die bekannte Minkowskische Diskriminantenabschätzung
w·urde erörtert 0

Wo Jehno~ Maximale l-ErweiterunK eines lokalen Körpers 0

Sei (eine feste rationale Primzahl 9 k eine Erweiterung vom Range n

eines p-adischen KörpeoQp. Man sucht eine Beschreibung der Galois
gruppe der maximalen normalen i-Erweiterung K von k,als Pro-{-Grup

pe mit gewissen Erzeugenden und Relationeno Dabei unterscheidet man

die Fälle: 1 0) k enthäl t keine -e -ten ßinhei tswurzeln und 2 0) k ent
hält die f-ten Einheitswurzelno Im ersten Falle ist die Gruppe frei

mit einer bzwo n+1 ErzQugendcn~ je nachdem ob tl p oder l=p; wenn
~Ip, ist K/k unverzweigt 9 wenn f=p folgt die Freiheit nach Schafa

rewitscho Im zweiten Falle ist die Galoisgruppe G(K/k) eine soge

nannte Demuschkin-Gruppe; doho eine Pro-I-Gruppe G mit
2 .

a) H (G~Z~) ~ Zc und
b) Die durch das Cup-Produkt vermittelte Paarung

Hl(G,Zf) x Hl(G~Zt) - H2(G~Zf) ist nicht entartet.
Die Eigenschaften a) und b) sind in der vorliegenden Situation leicht

nachzuweiseno Der Rest des Vortrags beschäftigte sich mit der Form

der nach (a) einzig notwendigen Relationo Die Anzahl der Erzeugenden

hängt wieder davon ab 9 ob 1.,lp oder .e=P ~ sie ist 2 bzw. n+2o

Ko Hoechsmann~ Maximale L~E~weitesung~~ne~_~obalenKörpers 0

k sei ein algebraischer Zahlkörper y K die maximale i-Erweiterung von

k~ G die Galoisgruppe von K/k~ ~ ein Primdivisor von k, kf die zu 1f
gehörige Komplettierung~ k~oo) der:n maximale I-Erweiterung und
schließlich Gr die Gruppe von k ~ )/kf • Durch geeignete Wahl eines
festen über ~ liegenden Primdivisors für jeden endlichen Zwischen

körper kann man die Zerlogungsgruppe Df von K/k bezüglich~ als den

inversen Limes der entsprechenden endlichen Zerlegungsgruppen er

klären. Es gibt einen Homomorphismus ~,: G~ - D~c G.
Daraus bekommt man eine Abbildung der Kohomologien H(G~Zf)-H(Gf,Ze).

Es wurde bewiesen 9 daß das Produkt dieser Abbildungen (über alle 1 )
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ein Monomorphismus in Dimension 2 ist; d.h. H
2

(G y Zl ) -0 TI H
2

(G1 ,Z..e)

ist injektiv. Durch die bekannte Deutung von H2 (Zi) als~
'Rolationen' erhält man einen Bew8is des folgenden Satzes von

Ho Kochg F sei eine freie Pro-e-Gruppe~ die einem minimalen Erzeu
gendensystem von Gentspricht (H1(F,Z.t) ::: Hl(G,Zt». Man konstruiere

sich freie Pro-i-Gruppen Ft 9 derart daß folgende Diagramme kommu

tativ werden~

1 -.:, R ~ 'F ~ G -. 1

epj ,.,.1' t CP'j

l-+R ..... F--+G-+l
~ .~ ~ .

Dann wird R als Normalteiler von F von den Bildern ~f (Rf ) er-

zeugt"
Man kann ein minimales Erzeugendensystem von G so wählen, daß man
auf diese Weise eine verhältnismäßig übersichtliche Beschreibung

von G durch Erzeugende und Relationen bekommto

Ko Hoechsmann (Tübingen)
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