
22 (Letzter Bericht 1964)

Math. Forschungslnstttut
, 0berw0If1Ch

E 20/

Zur Di(loJ:~t:iJ( des n1athelnatischen Gymnasialunterrichtes

v·om 25~ bis 30~ Ol{tober 1964

MatrleW.atisches Forschungsinstitut
Oberv/olfach

Die Modernisierllng des Mathematil{unterrichts an Gymnasien war der

Anlaß zu einer Tagung, die tm Mathenlatischen Forschungsinstitut

Oberwolfach un"cer Leitung der Herren Professoren M. Barner und

K. Fladt vom 25. bis 30. Oktober 1964: stattfand. Teilnehmer waren

Gymnasiallehrer, Vertreter der SCll1.1JbelJ.örden und Hochschullehrer

der deutscllsprachigen J-Iänder. In'l eirlzelrien- waren folgende Damen

und Herren 3.nvvesenct:

l\rzt, Gymrl D Prof o 1(., Tübingen

P\.then,· OSt. Dirt' Dr o 1-I'J Elmshorn

Barner Jl T?rof., Dr u Mo) Freiburg

Böhmer, l~,.,., I(arlsrtlhe

Beisswan.ger.1 P ~., rfübingen

Botsch;. OSt~ Dir~ Oe) I-Ieidelberg

Fladt.4 Prof .. Dr ~ Ku.~ Freibllrgl Calvl

Flo11r, Dr .. F 0' Freiburg

Freund; Dr. H", (löttin,gen

Friedli, ~Dr" R l)' 13errl

J eger, Dr 0 M., Luzern

Jung, Doz. 'N'. j Seeheim

Kareher, H., Berli!1

Kareher, Frau StRätin, Verden

Kipper, OSchulrätirl Dr. E. , Wiesbaden

Kirsch" Dr. A., Gießen

Klar, OSt. Dir. P~.• , Lörrach

Krlabe, OSchulrat P ... Duisburg

I(ropp" OSchulrat Dr. G. J Berlin

Kunle, Prof. Dr. H." Karlsruhe

Lau.b., Gymn. Dir. Dr. J., Wien

L/atlter} StR. Dr. J. I P"achen

IVIaaß, J\.kad .. R'at D ... Karlsruhe

Gall) Oberschlllrat H .., Diisseldorf ()1)(~rscllelp.. Dr . .Pi., Hannover

Gericl{c) Prüfe Dr o H~; ~JIü11c11en Of..l'CermanIl, StR. Dr. F 4' Köln

Götz; GyrClIl~ Pl"'o:L~ 'Tl,"; Ba.d Canlistai.t }>icJ.cert, Prof. Dr. G. , Gießen

I-lildel)l~ar~.dt:; StIl ~ It 0 J I(arlsrul~e Prol{s eh" OSt. Dir. Dr. Ruth, Hannover

\/Vien Raith, Gymn. Prof. F., Freiburg

Raussen; OStR. B. J Trier

~öhrlJ E. J Stuttgart
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SteIler, StR. E., Wildtal

RllOPP: Gyr.'l:'111!J Prof e P ~ J SCl'lVläbisch Gmünd Stephan, Gymn. Prof. H. ,Karlsruhe

;3ch.ön, fIofrat Dr ~ R l): Wie11 Strunz l Prof. Dr. K. I Würzburg

Sch\veizer" OSt~])iT,"Prof. Vv., Tübingen Toussaint., Mt., Karlsruhe

Seebach, OS'c o Dir ~ Dr.J K., München Wäsche" StR. H. J Lübeck

Si.elnff, S-cR~ K., I-Iambllrg Walter, Prof. Dr. W. J I<arlsruhe

Die Diskv.ssio11 über die Modernisierung des Unterrichts war aufgeglie

der'~ nach den Sachgebieten Algebra J Geometrie, j~nalysis und Wahr

scheinlichkeitsro·C1.1:D1J.Tlg" \vobei jedem Teil ein ganzer Tag gewidmet war

(für Wahrsclleinlichl{eitsrechJlung ein halber Tag):I Die Vorträge v/aren

i o a ll Beric:hte üller eigerle ·U·r:lterricb.tsver:3u.che, und im r'\nschluß daran

,'l;nt7rickelte sich' jedesnlal ei11e lebhai'te l\.usSi)rache. In einer abschließen

den Disl-:ussion ,vllrden die allgemej.n arlerkctnnten l\t1indestforderungen zu

e; ne""'n "Ti'U11C'"'menta1pl '"' n" ~11c·.... mm a1l rr es-!-el1.L.;., -..... • Cl. J. __ ~_c\. .a. ~J io:) ct , J. c;; - b . I.. J. L. I

Es v/ar von 'vor11h.erein klar} daß in der ktlrzen Zeit höchstens die Auf

st?~lll1.ng eiJ1es I(ataloges der Begriffe möglich sein würde, die unbedingt

auf ·der Schllle l)oh.andelt v/erden sollten. Es wurde bedauert, daß nicht auch

Cill Stof~plarl \Torgelegt 'Nerden konnte, da eine nur abstrakte l\.ufzählung

leic11t lltopisch UllCl do_mit abschreckend \virl<t. Erfahrungen der letzten

Jab.re.1 die allch in eil1igen Vorträgen zum Pi.usdruck kamen, und damit an

die J\.11vleserlden 'vleitergeeeben vfurden, haben jedoch gezeigt, daß vi~le

modernc; Begriffe bereits d.l1rcl1 ei.ne andere Anordnung des Stoffes und

et\vas 'veränderte Ullterriclltsschwerpurlkte herausgearbeitet werden können.

De.nlit ist eirlG l{ontillt.~.ierlicl1e rvrodernisierung möglich., was für die Praxis

·vvichtig ist Q 1~11ßGrdel11 fül1rt ei11 Ka.non ~~Tün.schenS'NerterBegriffe zu neuen

clidaJ<tisc11en 'TerS1:lChen.;. die SCJ10Il Il1el"lrfacb. l)evviesen l1aben, daß manche

IVloderl1i8i:ertln.gsvl~lnsehe .t~eirleSYJegF; l1topiG Cll sind.

Ir. eIern B\=;griffskat3.1oc a.m SC111l1ß t::o:nmen. einige PU.nJ.<te nicht zum P~us-

Tvloclerne abstrcJ{t2 Begriffe sollen erst eingeführt werden, wenn mehrere
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Beispiele für sie Zllr Verfügung stellen. Zur KJä r'lng des Körperbegriffs

\Verde:i1 Restl{lc~ssen:körper ernpfol11ell, besonders da die Axiome voll

ständig durch Einse·t:zen. bestätigt werden,können. Auch für die Geometrie

werden ertdliche Iv'Iodelle, bei der Einfijhru11g i11 die Gleichungslehre

endliche Grundmenge11 vorgeschlagen] ela so zunächst schwierige abstrakte

BeVleise verrnieder.~ ~NercteI1, die vliclrLiIJen Erscheinungen jedoch gelehrt

\verd(~n l{önnen. Ii-'er:ner r.n·üssen zu. je(1f:~n1 abstrakten Begriff Beispiele

gegeben ,verderl,. [luf die CI' nicrl't z1.ltrifft .. "vom Assoziati"'vgesetz angefangen

bis zur stetige11 FUllktion tl Irll letzten F'all konln1t dazu, daß unstetige oder

nicht überall differenzierbare Fllnktione11 im täglichen Leben häufig sind.

Der Ul'lterschied z\visch.en affiner und metrisc11er Geometrie kann wahr-

sc11einlich nicht nV.r durch solche Gegenüberstellungen deutlich gemacht

vlerde:a son.c1errl erst durch einen hinreichend langen rein affinen Lehrgang.'

Insgesa.ITlt stel1en die Ergebnisse der rragung in erfreulicher Überein

stirn,lnun.g In).t de11C:L1 a11derer europäischer Reformbemühungen. '

Im einzelrlen, Vltlrc1ell folgende Vortr~tge gehalten:

Der Grllppe11begriff kann a.uf der Sc11uJ.e al1.cll bei Zahlbereichserweiter

u.n.ge11 eingesetzt v/erdenl' Die folge!lc1e Da,I'stellung ist für Lehrer gedacht,

aber i 11. diesel· FO!:'ln c1.l)4C}1 der ObBr~;I:.:xt·G e~n,gemessen. Eine unterstufen-

gemäße Behandll.1~1gwird 'lon Tin F:ce1.1!:1d bescl1rieben.

Die StrllJ\:i:1.1ren (~JJ +) bzv:r:o (Ni{ O}, G) sind korllD1utative reguläre Halbgruppen"

die in die Gnrppen (ZJ +) bz~.v. ((t, ,) eingebettet werden;

1) I-(OD.8tI't.1Ih·tj.C7.:1 einer gceigl1eten Menge G

2) D(,~nrJi.üon eii"ler Verknüpfung ~ o:::J. G.

3) I\Tachv!Ei:::;.~ d&ß ((;.&" >~il1e lcomrriutative Grupp~ ist

~1) lJ}~Jj~cl:3:r'l:.)al"z.~ r:orrlol.::.1orl)118 J\.1:>bildtl1'1g von z. B~: (r'l, +) in (G,~)

5) Id
I· '•••

e~ ~'1','1 .' ~ '71' ~. ~'. 'l~ i~~ Q".... ~.•• .,._ J. J.. ..../ ,p' ,.- •..• (.:; "

Dieser J~i.:n.l)'2ttc:nf~ §;eb.t zvvecl{rn8.,ßig eine Betrachtung der endlichen
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additiverl urld m'Llltiplikativerl Restklassengruppen voraus. (Dabei wird

auch das !(opfreci1ncn geübt. )

Der didalctische vVert dieser Methode liegt darin.. daß damit zugleich

ein Muster für die späteren höhere11 Zahlbereichserweiterungen gegeben
; ," J•
•·.1... "

PlUS den !J. Zeiche11 x. eines l\.lphabets \tverde11 durch Hintereinandersetzen
1

~lorte gebildet) die mit der "Verkettung" als Verknüpfung eine freie

l:I:albgruppe erzeugen. Ein. endlicher l\.utomat ist ein schwarzer Kasten..

der endlicl'1 viel il1nere Zustände a. hat und der den Worten der I-Ialb-
1

grl1ppe der ll~i~c"gangsseite"!,7~lorte der Halbgruppe der fiusgangsseite zu-

(' :~,.~:):%:,~ , Das gescbJ_cht deterministisch mit der Ergebnisfunl{tion

A : 1\ 7.!.- ]{ -+ Y, (1\. ist die lVienge der inneren Zustände, X, Y die Menge

der Eirlgan,gs ... t>ZV{cl P-..u.sgangsvlorte) und der Steuerungsfunktion

ö: A x iC --+ ! .. , clie die i11rle:een Zustände ändert. Beispiele:

1) alle CodierlJ..n.gen (lI:} a~ genetische Probleme)

2) binäre p,.ddiermaschirlen

Litft: Fleteher flS ame J-,eSSOD~S 011 Mathematics tt
, Cambridge Univ. Press

J eger, 1\1 ~ tI~c:~l~e~s_c!:_e ...~}§~~:~ _i_~ ...~.:.~.t~.~~~1.!~:~~:.t:t~' (Bericht über einen

lJIl-ccri"li c11tsveT 31...1Ch) .

Inl obligatorischel1: lJIT:.:erl~5.c11t er\'lies sieb. rlie Boole)sche P~lgebra bei

der Behan.dll1ng VOll C-leic11u,ngen. l11"Jd U11g1eichungen-, vor allem aber der

Komb5.11atoriJ{ (Elll(~rsch.e Cp ..,Flll1k:tion) u.nd (leI' vVahrscheinlichkeitsrechnung

als se11r rd.itzlich o 111 ein.er !\.~~beit3gemeinschaftvvurden mit ihrer Hilfe

die G·ru:n.o.ele:o)entc eIer 3cIlaltaJgebra üehaLdelt und Relaisschaltungen

ent'J7orfexl., Das Ziel Vl&r der Bau eines fUllktionsfähigen Computers aus

'150 Teleforri--cla.iG V.S'."!l c (DelTIOrLstrationsgerät für die SchuleJ acht

?rogranl)J:}c::.~ acb:;~G';:Glltg),; Dazll wurden noch Schaltungen mit Folge

'"erhal:~erl (ll'lip ... J?Jop) besprochel'1ll D-l1rch diese Beschäftigung werden

clie S~1-1üle:,."l' 8.;J. ]J.l.~lthematLseb.e Probleme geführt, die sonst schwer zu-
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gänglich sind. (z. B o : Was ist Formalisierbarkeit?)

Folgende Vorschl!=ige zur Verbesserung der Bezeichnungsweise in der

Gleichungslehre wurden zur Diskussion gestellt:

Anstelle von 1'Gleichung" soll gesetzt werden "Bedingung" .(erfüllbarl

unerfüllbar) oder besser 1tForderungll. "Plussageform l1 wird wegen zu

großen logischen Aufwandes abgelehnt. Statt des Zeichens It=" soll in

Bedingungen das Zeichen ft~" benützt werden. Zur Erläuterung des

, Begriff~s "Variable" wurden Beispiele aus Physik und Geometrie vorgeführt.

Lauter1 'J. 1f~),}l~e~_'!<:.t: Ql_e.}~~~!:ge!~.1lr:.~ P.§t_c!t_ !~EIi_s~.!I_e!1_ ~!:~ _ZP~P$~P~~~~

::!i.?_c!t~p_ g~_si:~!~~~~~t~~~t d

Zur systematischen Behandlung der Gleichungslehre wurden Begriffe wie

Grundmenge" Term" Definitionsbereich eines Terms l Lösungsmenge usw.

definiert. Definitionsbereich und Lösungsmenge wurden zunächst durch

vollständiges Einsetzen einer endlichen Grundmenge bestimmt. Dadurch
/

gelangt man auf einfache "1'1 eise zu einer frühzeitigen Behandlung aller bei

der Lösung von Gleichunge? auftretenden Probleme. Bei der Umformung

von Gleichungen wurde unterschieden zwischen Termersetzungen und

Gleicl'lungsurnformungen, deren Begründung mit Hilfe der Körperaxiome

(besonders der I<.ürzungsregel der Multiplikation) gegeben wurde.

Hürten" K. H. ttSpicgelungs- .. Bewegungs- und Kongruenzgeometrie" •
E 5.::1e s a chdidal{tisehe AnäJ~-s-e u~!cl-ilii·-e-Bed-eutung-für-die P;opäcietiUk.
Im ersten Teil des Vortrags wurde der algebraische Zusammenhang

zwischen Spiegelungs-, BC'lvcgurlgs- lInd I~ongruenzgeometrieherausge

arbeitet. Mit Hilfe der Spiegeltlngen ~.vtlrden. endliche affine Inzidenzstrukturen

eingeführt. Dabei v/urde am Beispiel des Tetraedermodells für die affine

Ebene mit vier PU.nkten· und sechs Geradell darauf hingewiesen, wie man den

Schüler erziehen l{ann, Worte der Umgangssprache für mathematische

Begriffe (Punkt, Gerade), so zu verstehen, wie sie definiert wurden.

Sodann '.vllrde die verschiede11e Stellung von Figuren in den drei Systemen
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behandelt o (Gerade als Fix111enge bei Spiegelungen.. als Bahn bei der

Bevlegungr;lehl"'G 1.1D.d alß Elel:nentarfigu.r in der Kongruenzlehre) . Die

didal{t~schenKonSe(1u.enzen '\VllrdelT an:b.arlci einiger elementargeome trischer

.c'\.ufgaben arlgedeutet o

Beiss'\vanger" I.,) g "Zu.r JVlet110dtl( eIer '1ei"'hältnislehre" .
u, _ ... __ - ........... (_ oft:II ..... ~ • .,.. __ NIIIII ...... ca" _ ...... ...,. -_ ~ ......... ...- _

Vor Euklid vraren I(ettc11brucl1entvilicklurlgen das einzige Mittel, die

Gleic11heit von irrationale11 1Jerhä.ltnissen festzustellen. Euklids Defini

tion: ., Z"t;:;'ci Größen eiTler Art a" b haben dasselbe Verhältnis wie zwei

Größen J.~') B ei11el~ ClD.d.ern f~rt, \ivenn aus dem Bestehen einer Ungleichung

flir die Größ eI1 nla., ~~lb (lTl" n. beliebig, ganz) stets dieselbe Ungleichung

für mfl l i1.B folgtli: ir-re für lJeliebige auch nichtrationale Verhältnisse

brauchbar f' ).\112.11 !{ann. das heute so formulieren: "Venn die von a, b erzeugte ge

ordnete Flalbgrt1ppe (ma -1- nb} isomorph ztl ( mA + nB} ist, dann haben.

a ..und 1) dasselbe Vcrh.ältr:;,is zlleinander ,vie l'l und B. - Der Rechenstab

verL~nschall1ichteine Isoraorphie z\x:ischen archimedisch geordneten Halb-

gruppen o

Die Vorstellung" "S:Y"l'D.metrie" u.mfaßt 1rb~icIleI"weisenicht nur die Spiegelungen..

sondern aue}l andere DocL:~)ewegll!lgell(2il1er Li'igur. Es ist daher nahe

liegend, die SY111rrlctrie alG 1.'1.1rcoDl0:cphismer.lgr11ppe einer Figur zu de

finiere!l~ I'Tur iIl dieser l\.llgcrilein.lleit ist die Symmetrie auch ein nützliches

Prinzip Z11r Stoffbesc1:1T'G~nl{ungr) !\.llf natürliche Weise werden Ornamente und

ParketcierlJ.n.g811 clel'"~ Ebe:nB d1..1r'cl1 die verschiedellen Untergruppen (Trans

lationel1., rGle}:l~[.;piegeltln.gen) 11ergestelltt' Die entstehenden Muster sind zur

l~"'" '''' ,:~"~ "'~"':'!~"" 1~lp·", "rT·;,·'·,)·, 1"· '1 T ~ ... kt (Kl - t -I~;.r. c l;"'.~_:' I~ ·.~~•• ":.:.;Cl.~ '.:..~ .. \..,. .tlr..~l st.c.nl.l ...1g von uru,ppens ,,,ru uren asseneln el ung

d "'cl,.. I"i'" ·.. 1-)"';'1 I-T-'n';" ,.. ~ J;V"~" d :'I .. ,,..."l,....·~··:·l ~cl' d Abbold )ur 11 al ~_ tjr..,,~ __ ..\.J.", •. te C.~u_a.t1.·~ e.i. c-.... \......:Jl.u,...lren von ver v 11e enen 1 ungen

geeignot<) :3~y:r.J.in.(·.:t1:'ic tr'itt U ll 8.,.. c.tuch bei ~~ndziffernvon Quadratzahlen
') r)

(25-l-r)'·J _~ {~:~;}_l~)"J IJ.}Or~ (100), bei IZegelsc1111itten, trigonometrischen Kurven

Lii: o : !t'ej.e::.~ 1-:6'i:l1 !f~FteSl:;.J_[;\.r F'ig1J.r~'; (~G~:r.eter "Unvergängliche Geometrie".
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In der Mittelstufe v/erden die affinen. .L\bbildungen synthetisch behandelt

mit dem Ziel;, d.ie '.Nichtigsten !nvariantep kennenzulernen und einen

vorläufigen Überblicl{ über die Unte!'[~rl.1ppellder affirinn Gruppe zu ge

v{innen~ "\ATichtig ist dalJei, daß schon 11ie~" sauber zwischen affinen und

metrischeIl Begriffen ,l.lnd Eigellschafterl unterschieden wird. In der Ober

stufe folgt die analytische Behandlung mit 2; 2-Matrizen. Dieser Teil

soll clie 8.11f Quarte. durch geolnetrische Betrachtungen gewonnenen Er

gebnisse analytisch bestätigen tlnd eine Klassifizierung der affinen i\b

bildllngen mit Hilfe der EigenvlertG der Matrizen herbeiführen. (Auf

stellung der Jordansehen I\Tol'malformen). Ein wei terer Grund für die

Einfü11rung der Matrizen ist die anschließende Klassifikation der Kegel

schnitte (I-Iauptachsentransforlnation) 0

Prade., H. "Piffine Geometrie in der IVIittelstufe".

Um de11 Schiller der Iv'IitteJst1.1fe ztl einer scharfen Trennung affiner und

rn.etrischer Begriffe zu veranlassen, vlird die synthetische Behandlung

der affinen Geometrie ausschließlicl1 rn.it dem Parallelenlineal durchge

führt 0 Dem Scl1üler sir1d alle n1it derrl J?araJ..lelenlineal durchführbaren

Konstruletionen erlaubt:

1) Verbinden z\tveier PU.nkte !~'J B

2) Schnetden z'.veier Geraden g.:. h u.n.d I{onstruktion von parallelen Geraden.

Darau.s ergibt s5.c11 als ,vicl1tigste Konstrul{tion die Schiebung. Die Fest-
I

legung einer Schiebung durch verschiedene Ptlnktepaare führt sofort

auf ei11e Des8.rgu8sfigllT (Sch.iebu.ngsdesargues) 0 Induktiv gelangt man

etwa zu folgendem. f\xiomensystem:

I Zll z'Nei PV.n~~r.·~ell gilJt es stets genau eine Verbindungsgerade
T~' p 1" 1.~ ••'.J. aI'a .:.elaXIGrD.

ITI Schiebl1.11gsdesa~cgu_e8

Dami'~ i,7:Jcrden behandelt:

1) S chiebuIlgen (I(orlstru..ktiorl von t-iql..lidistanten Skalen)

t')) Pa;'·~111 e'D'Y'ole1,..+.~ O·:"'\E niJ ,_ .t. Cl. .... .J. ,". -'-1.... J -..L~ ....l .i.... ~ .•~

- 8 -
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4) Bei der Einführtlng des rl'eilverhtil1~:':,~issesJordertman als Axiom IV:

Drei kollineare PUi11{te be:::·:itzel1 stets ein rationales Teilverhältnis . Dies

ist berechtig'c, da lTI3Il rnit eIern Parallellineal kein irrationales Teil

verhältnis konstruiereIl kann o Dieser rationale Teil der Proportionen

lehre entspriCtlt deI" f\.ltersstufe; die Problem.atil<: des StrahJ.ensatzes für·

nichtrationale ·VerhUltn.issG karln versc110ben werden.

5) Nun kön118.n affine ftbbildungen wi.e Schrägspiegelung, Scherung usw.

behandelt v/erden) die :n1.CJlt in der metrischen Untergruppe liegen.

6) Flächeninhalt (vgl~ Refer~lt von I~. Kirsch).

fJer l\.usgang von den Scl1ieburlgen bietet gleich zeitig eine Möglichkeit..

den Vel{torbegriff Gchan in der Mittelsttlfe auf natürliche Weise einzuführen.

licl'len ~vor8telll.1ngenr~.,_..-. _I '" '=. ., __ ft'W , __ _

Auf dem Begriff der Parallelgleicl1neit 'ct'~1f~~)allCnd ~\vi.rd ei11 1!el{tor d~·;finiert

als Klasse äquiva.lenter Pv.D.lcLepaare: .7~IV.i ,;;:i ]? llnkt~paare l1eißen ä.quivalent..

wenn sie ein Paral1elogrnr.!.lIn bj.J.~1t2j1,: Iv1:c:rl (lr~;fi11j,ert die Addition von Vek

toren durch i\ntrage11 ll:.~!"d z2igt leicl'lt .. e:La.ß clie Ve!ctoren eille additive

abelsche Gruppe bilden~ Die 1\ftl1ti~pli};:atio11DJit eiTlem Sl{alar führt man

axiomatisch ein, vvOb·2i maIl sich "OD. den ReES'eJ.il f(ir rJie Mtlltiplikation mit

natürlichcj1 Za11J.el1 B.ls Rulczessi've f~c1dition leiten läßt. In dem so ge

wonnen Vektorraum erlclEi.Tt. man eine Metrik" in.dem mall für die Be

griffe "orthogonaJ." ill i.md 'Ilängengleich" (=) folgende Axiome fordert:

alb =>bJ.,. a; G.lb und Ä. € K ::>a~LÄ. b;

alb und are :::"7a Lb + c; a, b E; V und a'<:"" 0 =>~ I{ a , b - A a;
-- -~.~ I I\. E: ~

"v'., ~. ., i l ,..../ d ~ '-- f"""
~t ::.. ,) ,~t<·· ~l "!- ;J ~;.L~~l ".' ;); ~l :.:: ~:) 1],1":;, b::.. c =; 8. :.: c;

L'.; b € V. 8. ::: C =) 'I:~' b ~l:' '.l O.

1 -it ':,) b·"i (~~,71~"" I'·IT '''d "' i f';:" i (11.... "i"tl ')' ~ t.'"~ ',. -1-1--; "l~' ,·t" hUt · .ht rrce ... eil G"~ ~ .. ~.l J.V er 11.... )~ ,.''''' ·L... r') ce:..: J.ua.l.J... e ...11a lSC en n errlC S •

Fragestellung<21~ b(~tolr~: f:)oi denerl l;'·~:\~:"lLt~t ·\i"l.)~'-l eirlcr a11z11 ei:ngefahrenen
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sehr mit der Konstruktion von Dreiecken zu verbinden, wurde auf eine

davon· unab11ängige Einführung (am Krei s) und die f~nwendungen in der

Vektorgeometrie und der Physik hingewiesen.

An didaktiscll:n.en Sch\vierigkeiten bei der Mödernisierung des Unterrichts

wurden genannt:

Die The.o.rie wird im Vergleich zu derl für die Schule interessanten

Problemen überbetont. Die Oberstufe darf nicht allein modernisiert

werden. Schülern der Unterstufe fehlt mehr die .i\usd"rucks als die Denk

fähigkeit. - In der Oberstufe sollte das selbst~ndige Literaturstudium

begonnen werden. Dazu wird die Einric11tung von Klassenbibliotheken

empfohlen (z. B. VEB Schriften~eihe).

Die Frage des Flächeninhalts wird zunächst nur für Polygone gestellt.

Für diese wird der Begriff der Zerlegungsgleichheit P ~ Q definiert.

Ist p~ eine affine !~bbildung.. so gilt P =- c;-~A(P) ~ fl(Q) .. hieraus folgt

spät~r die affine Ipvarianz von Flächenverhältnissen. Mit Hdlfe von

Punktspiegelungen und Schiebungen (Gruppe tlSII) kann jedes Polygon

in einen zerlegungsgleichen A.bschnitt des Einheitsparallelogramms (E)

verwandelt werden. f~uf der Schule muß man die Unmöglichkeit p3.radoxer Zer

J.CgLJ:HgCX~. als l~xiom for~ern (de Zolt) . Für die Flächeninhaltsfunktion

F (eingeführt als Teilverh,ältnis einer Seite des zerlegungsgleichen Ab

schnittes von E zu einer Seite von E) findet man induktiv die f).xiome:

1) F (E) = 1

2) Additivi~·.ät

a
3)F(P)=F(P') ae:S

4) F(xE) = x

5) P :' 0.=;>F(P) = F{Q)

6) P ':S ~~F (P) ~F (Q')

l\.uf dieser Stu.fe kann man die Problematik des Flächeninhalts F(R) = ab

eines Rechtecks rnit nichtrationalen Seitenlängen behandeln.. indem man

für a = 1 Ul1d b beliebig allsnutzt, daß F(R) = ab = f (b) monoton ist ..

- 10 -                                   
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Nach einigen Vorbemerkungen über den anschaulichen Zugang zum

Irrationalen über Streckenverhältnisse in der Mittelstufe wurde für

'die Oberstufe der axioffia:tische !~ufbau der reellen Zahlen empfohlen.

Erste Folgerungen aus dem Axiomensystem wurden vorgeführt" u. a. die

auch als Beispiele nützlichen Funktionen s~ gn a und la I. 1\18 'Grundlage

für den weiteren Aufbau könnte die Behandlung der Nullfolgen nach

Kowalewski dienen.

Freund, H. "~.!~_.§t!1!'_c!I~.!ll~~1l~z:. _Z:~8.C:~Ei ~~!_ P.!ff~!_ep.~~c:.l!,~_c!J.P21!1$.! _~~~:.

besondere zur Behandlung der e-Funktion. "_______________ .-. ... _ ...... -.I;J.... .- .- _ .. -. __ -.

Falis die reellen Zahlen nicht axiomatisch eingeführt worden sind.. empfiehlt

sich auf der Oberstufe ein Vergleich mit den Zahlbereichserweiterungen

N -t 2, Z -+ () : f\.uf der Menge aller konvergenten Schachtelungen wird

eine Äqllivalenzrelation erklärt. Für die Klassen äquivalenter Schachte

lungen kann +" ., ~ so definiert werden, daß Q isomorph einbettbar ist.

Die Vollständigkeit gegen neue Schachtelungen wird bewiesen (Courant).

Wegen der großen l\nschaulichkeit sind "monotone" Intervallschachte

lungen [x , X ] (x wachsend, X fallend) zur Einführung reeller Zahlen
n n n n

besonders geeignet., - Monotone Funktionen ergeben monotone Schachte-

lungen [f{x ), f(X )J. Falls aus jeder konvergenten Schachtelung wieder eine
n n

k.onvergepte wird" heißt f stetig. - -Mit Hilfe eines "Steigungsmessers"

wird aus [x , X ] eine Schachtelung [s , S ], die für Konvexe Funktionen
n n n n

"monoton" ist; konvergiert [s , S ] 1 so heißt f differenzierbar. Die '
n n

Verallgemeinerung aller Begriffe ist naheliegend.

Eine hierauf aufbauende Behandlllng der Differentialgleichung y) = y

führt leicht zu e-Ftlnktionen und deren Reihe.

Der folgende l\.ufbau, der die topologische Struktur der reellen Zahlen

- 11 -                                   
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ebenso betont wie die Anv!endungen der Infinitesimalrechnung, wurde er

läutert:

Eigenschaften von R: a) Körper .. b) ./\.nordnung, c) Vollständigkeit,

d) Zahlgerade

Vollständige Induktion (Binomischer Satz.. Bernoullische Ungleichung) ..

Kombinatori-Mengen (Mengen reeller Zahlen), Intervalle, Umgebungen,

obere Schranken, Funtionsbegriff (Umkehrbarkeit, Monotonie.. Beschränktheit)

Trigonometrische Fllnktionen und Vektorrechnung

Grenzwerte von Funktionen (x-..:a:>, x -+ a)

Grenz\verte von li'olgell , unendliche Reihen

Stetigkeit (Zwischenwertsatz, Satz vom Maximum)

Plbleitung (linear.e Approximation, Mittelwertsatz)

Stammfunktion

Bestimmtes Integral (monotone oder stetige Funktionen)
vd "J

cl;: I f(t)dt = f(x)

.A.llwendungen (Flächeninhalt.. MittelviTerte, der Wahrscheinlichkeitsrechnung)

Ausbau (Kettenregel, Umkehrfunktion, (x
a

)! mit a rational)

Neue Funktionen are, log, exp, Isomorphie (R, +), (R+, .)

Uneigentliche Integrale

!~usbau der Integralrechnung., Näherungsmethoden, ]l.nwendungen.

der Treppenfunktionen" •
-.. ........ ... _---- ..... .... --_ ....... ...-.

Eine Behan.dlung der Trepperlf)lnktionen ist wegen der vielfältigen An

we11dungsrrlöglich.l<:eiten (numerische IVlathematik, graphische Darstellungen)

sicher rl'(i"tzlich~ Darüber hinaus führen sie auf folgendem Wege zur I~tegral-

~ 2
rechnung: Die rrrepiienfl..lnktionen t : x -t (-=.:. [nx]) konvergieren gegen

2 n n 1
f:x....x ~ Der GrenzVler~t der Folge der Inhalte I (t) kann noch nicht als

o n
Inhalt von f erl{lärt werden, Ylic das Beispiel "t (x) =n für.!. < x~~

n n-'n
und = 0 son.st rJ zeigt!' I(ollvergiert jedoch eine Folge von Treppenfunktionen

t gleichmäßig gegen eine Funktion f, so existiort lim I
b

(t ), und diesern ,f ~ a n
:~-_.,-_.Grenz'Nert hat für jede glei.chmäßig gegen i - l{onvergierende Folge den-

- 12 -
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selben Wert. Für monotone beschränkte Funktionen findet man leicht

approximierende Treppenfunktionen" und die Regeln der Integralrechnung

ergeben sich sofort.

Klar, P~. "A:.i:~:r::.t~~~~:1:~!ff~~ ~.?.?_ ~~!~~~ _,:x:'! .?!~ _€fc:r:~~ =~!~c:z:c:.l_e_

Funktion in Unter- J Miltel- und Oberstufe" .
~----~----------~--~--~--~------------- .

Der Begriff der Folge (Reihe) läßt sich früho'eitig vorbereiten, trägt

zur Auflockerung d,es Unterrichts bei und eign~t sich, die jeweiligen

Rechentechniken (Brüche, Klammern) zu üben~

Sexta:: Arithmetische Folgen und Reihen 1. Ordnung. Ab Quinta: Multi

plikation von Folgen. Bruchfolgen. Differen~hema. Tertia: Die ganze

rationale Funktion 2. Grades. Ab Untersekunda: Summenformel der

ersten n Quadrat- und Kubikzahlen" quadratische Interpolation, Reihen

k-ter Ordnung, Potenzsummen und rekursive Gleichungssysteme. Unendliche

Reihen. Integration ganzer rationaler Funktionen und Plpproximation

beliebiger Funktionen.

Pickert, G. "Deduktive Geometrie im Oberstufenunterricht" .

Vorausgesetzt werden die Rechengesetze für natürliche Zahlen und

das Prinzip der -yollständigen Induktion. Dem Mittelstufenstoff werden

einfache geometrische Begriffe als Grundbegriffe und einfache i~ussagen

über sie als Axiome entnommen. Zunächst v/ird die ebene Inzidenzgeometrie

entwickelt. Der Schiebungsdesargues oder direkt die Forderung der Existenz

von Translationen führt zu Vektoren" zu deren Addition und zu Parallelprojek

tionen. Die llnordnungsaxiome und das Eudoxosaxiom gestatten, eine

skalare Multiplikation zu definieren. Die Skalare sind 0, 1 - Folgen,

Addition und Multiplikation kann so erklärt.v/erden.. daß sie einen Körper

bilden.. der die rationalen Zahlen umfaßt. Das Vollständigkeitsaxiom führt

zu den reellen Zahlen. Schließlich ermöglichen Orthogonalitätsaxiome

die Definition von Spiegelungen, Längengleichheit von Vektoren usw. Der

nächste Schritt liefert die metrische Geometrie.

- 13 -
                                   

                                                                                                       ©



.. 1.

J{ ....

~, . :. .
• i • : ... ~ . . 'J ..~...~:.; ',: '. ,

,'.,:

... ' ••• ~ - ••• •. .,.. -. • •• ~,.. • • ,,~ I, - 0 ..I.. • , Pl'. _. • •

!.). .:. .~ j: . ,,; • l .

",...
( ,.

'. .' I<' ••• •• .... • • .... ••• .... ~ ...... oll • ...... ....... ...... .".. • I .... I.... .... • _.. .'. ..... ,.... __ I "

' .. 'i '.:.-1('

j'f :::..; . i:;. r' i .i.:

• :.:" .::.,:'.f5. :) ..,

J ........

.'... ~.\ t..~. r.'L .' '.: 1 ~.. ~ .. • / ~
",") t :.l.,· '/, ."

i ... ~ , . ~~ .

. i ....~ : ..,
: : ~'" '

"; :,.}' .~: : .i :.

i" '. .~. '. ~L !. .i ',,- r .1 •• ;.; " ~ .,r-i·,·,.L;·f . ,..o .• I·,i
.,..,,\ ... :

.j.,' ..... ,..
.. ··,1 •.

;':1 ;';'.,

f :": ~ i·· . f .,' , . , ,

:.. :,.,;,':': ::J "!...:.t-·>.:

, 'Jd:'.;o _l'.~ ,'. .J :r.:. ~ ~'.; 1, i' '. ;.,: J: .'" :

(.'. ..~ ;~ ~. ~ JO': i

=., , .~ ~~. I}

r••• 1. .'••~ c

,..'

. ;,:1

.\,1'."'\
.' . .i... .."..' .. , .' .::/: ':r; ; ." ~

; I ........
.! •.•••

.; ;- ····t
~-. ~'. ' ",. i

. ' ~

:.., (i .r .. ~ -,1·
.~. r .; ,

f',

;, , :"j f~: . . :... ~

{ ;~ f' • " ;:

=1.".r\
!,=..'.....' ':i ' ...;.re rr

.:·('LO .1.' .... "',. :";' ,', ;,':, ! ,.! .'
: .. i....' ...•r'

• \ r • • '". ~
I '." ~ :' i

,.:) '. ~r·" 0 •

·.5 ..~) '....::. (:') i···· : " .c,: ~'.:' .. /,:.:: ii'.: .. ..! i.J ( ',' ~~: ' ./ .e; (

.... j.; : i

                                   
                                                                                                       ©



- 13 -

1\ rzt, K. "~.?_g}~c:I:I:<:.i!:~ _':~~ ~:r:.f~.!t':.?~ß-e!,,_ ~i! _~:.:r:. 'fI..~~:~~~:~~l!~~~~~t!l:

:~~~~~~~!~_~~~~~~i~~~~!~~~i~?~~.

VI egen der Bedeutung der VV"R für viele nichtmathematische Berufe wurde

auf der Oberstufe ein 3D-Stunden Lehrgang durchgeführt, in dem natürlich

auch klassische Stoffe wie vollständige Induktion, implizite 'Definition,

Integralrechnung usw. geübt wurd~n. flngestrebt wurde ein axiomatischer

A ufqau aus folgendem System:

1) O<w(!})< 1- ...--.

2) w(S) = 1

3) w(/\ U B) = w(!\) + w(B), falls f'l, B unvereinbar

4) w(l~, nB) = w(l\) • w(B/ l\) "w(B/f1)'bedingte Wahrscheinlichkeit

1\18 Vorbereitllng wurde die Mengenalgebra behandelt. Begriffe wie

a-priori-vVahrscheinlichkeit (etwa aus Symmetriegründen) , relative Häufig

keit (als Maßzahl einer Wahrscheinlichkeit) und die Möglichkeit der Be

rechnung von Wahrscheinlichkeiten gewisser Ereignisse aus anderen a-priori

gegebenen wurdenerklärt. Es ergab sich: die WR läßt sich gut im l\.rbeits

unterricht behandeln, da für den Schüler viele i\usgangspunkte und ihn

interessierende Anwendungen vorhanden sind. Man gelangt bis zu Stich

probentesten.

Es '}!urde fiber zehn Jahre Unterrichtsversuche mit VvR in den Klassen

1-6 berichtet. Die Schüler werden zunächst an statistisches Denken durch

Erfahrung gewöhnt, so daß sie später die f~bstraktionverstehen können.

Stoffplan: Klasse 1 und 2 (je 2 mal 5 Stunden): Grundregel der Kombinatorik,

Baumdiagramme u.nd gerichtete Graphen, Begriff des Stichprobenraums,

Ereignisse und ihre Verknüpfung. Klasse 3: Empirische Einführung in

die Begriffs,velt der v\''R, Simulieren eines stochastischen Prozesses, Zufalls

zahlen, Monte-Carlo-M ctll.ode. Klasse 4: WR als abstraktes mathematisches

rv10dell für zufällige Erscheinungen. Ableitung der Grundregeln.

I(lassen 5 und 6: Begriff der Zufal1sgröße J Er\vartungswert, Streuung,

- 14 -                                   
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einfache Markowketten) Summen von Zl.lfallsgrößen, schwa·ches Gesetz

der großen Zahlen.. bi110mische Verateilllng, I<.onstruktion einfacher

mathematischer lVIodelle \Tqn ·Sit11atio~r.lel1 der realen Welt.

Einige Unterrichtsbeispiele:

In 1 und 2: Die mÖßlichen !',.usgä.nge bei vierfachem Münzwurf können

als vVorte voJ:~cr aufgeschrieben werden und so den Stichprobenraum vor

stellen. Geri.chtete 'Graphen können Spiele besc~reiben.

In 3: Mit Würfeln tlnd Münz\vurf stellt jedes Kind seine eigene Zufalls

zahlentafel her. Im weitern sind die Würfel überflüssig: .mit den Tafeln

können stochabti5C~)"3 Prozesse als Spt~:~le verkleidet sehr rasch simuliert

werden.. in wentgen IVIintlten wird ein Experiment 1000 mal durchgeführt;

Spielchancen l{önnen berechnet v/erden (Bruchrechnung) und anschließend

ausprobiert werden.

l\.b 4: Bei der nun beginnenden theoretischen Behandlung macht nicht

einmal die bedingte Wahrscheinlichkeit Mühe.

Das allf .der 'rL1~~1.r~~~.~· d.e~..- O::~Ganioaticrl ;J.c :;(~o'peratioll et de ~e·velopp.ement
EconoIDlque
in I\. then allfgestellte Programm ftir natllr"vissenschaftliche Gymnasien

wurde allen Anwesenden allsgehtirtdigt(, Herl~ Friedli hob zun:~chst die

Begriffe llervo r, die in den meisten europäischen Reforn"tplänen als fundamental

angesehen ,verden:

Me.ngen, Relatioflen.1 Funktionen als Abbildungen.. Gruppen und andere

Strukturen.. Vel<torräume und lineare Abbilc;lungen. Die Analysis beginnt

mit der Topologie. Die vVahrscheinlichkeitsrechnung wird als Konstruktion

eines mathematischen Modells behandelt. Die Geometrie tritt hinter der

algebraischen f\uffassung ztlrilck. 'lollständig fehlen~die Darstellende Geo

metrie., Kegelschnitte~ Differentialgleichungen.. Doppelintegrale. -

Belgien hat das Progl~anl1n nahezu unverändert übernommen~ ebenso die

Lehrplanl{ommission d~r Suisse ROlnande. In der deutschen Schweiz möchte

man der GeometI'ie mehr Platz ein.räumen.
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In der Abschlußdiskussion wurde der folgende Katalog fundamentaler

Begriffe aufgestellt. Die Gesichtspunkte.. die dabei noch einmal zur

Sprache kamen., finden sich in den Vortragsprotokollen und in der Ein

leitung. Es sei hier nur noch betont.. daß dieser Katalog mhezu ein 

stimmig zustande kamJund zwar ·nicht nur als Einigung über abstrakte

Begriffe} sondern so" daß eine langsame Umstel1un ß des Unterrichts unter

der Leitung dieser Begriffe auch möglich erscheint.

I) Mengen ({ x IA (x))~ e:. f. u. n. \ • c_

Paarmenge.. Relatipn (insbesondere Ä.qllivalenz- und Ordnungsrelation)

,A,bbildungen d o h. Funktionen ("in" J "atlf"., "umkehrbar" .. f oder x-'f(x)

Verknüpfungen

Logik umgangssprachlich (Negation.. I{ontl~aposition)

Variable .. Term (Ausdruck), l\.ussageform (bei Gleichungen und Ungleichungen) ..

Lösungsmenge

11) Mengen mit Verknüpfl.!ng

'Gruppen, Körper (kommutative)

Vektorraum (algebraisch)

111) Geometl~ie

Der Vel{tol'-begriff soll in der Geometrie als Leitbegriff dienen..

Figurerl als Punktmengen

Spezielle l\bbildu.ngen und i\bbildungsgruppen (Deckabbildungen)

fi.llgemeiner Symmetriebegriff

Elementargeometrie affin und metrisch

Lol<ales Ordnen, !\.xiomatisieren

f\nalytische Geometrie, affin und metrisch.

Zeichnerisch-konstr·uktiv'c Verfahren

IV) Zahlbegriff

Sukzessive Znhlberei~ .hser'lleiterungen:

Natürliche (N) .. Ganze (Z), Rationale ((~()~ Reelle (R), Zahlen und das

Rechnen in diesen Bereichen) insbesoj,1dere mit l'~nordnung und Betrag

V) f~nalysis

Umgebung

Grenzwert (insbesondere bei Folgen)

rvTonotone F tl I: l·~tio!len

-/J-                                   
                                                                                                       ©



l'
; .~ :::.: .'. .... .. ~.'

". (.

'l ~

." . ~~"."

. .
. )..

~~..' .~.'" ",

-,
~ f'X). ~.

f.~ .. ,.,. :..,:

(";"

Cf. 0.: ~.,;.

.....",.\;.... : : •.

..... </.1".

J'\ . ., •

~.'~ '.' ".I ;.. ~.

..··1· .
•• 1 ....,·..

'. :. ~.t ,;. ....:... L , .: ~ l ... '.. < .

'..
t·....;}

:: ;",.("):,

:,11. ~•••'

(' ~~.) "j' ..... :."

..r'. "\.'

.'.

.....:..;' .(.; .. ( :.;. :-.. ," '. i : ' .. : r

/\,.\.

: .: .~ .. '

tI r

'. .I

....,. .L .

.~ .:. '.. ~.... +c.:"' ~ ,_". ~' '\ .'

, ~.

.1•• ~.; > : .. '. :~. ;.

",/ .,' . I:.,...

t":.: '/ .. :
1. .

; "
......... 1'. ,:~ .~. t. .,

( , ':"
.!..:,;.t.

·t·
........ r 4'.. ~

                                   
                                                                                                       ©



r

- 16 -

Stetige und 11nstetige Funl<:tionen

Rationale Funl<tionen

r-!sin.. cos .. tan, e~{p, log

L\bleitunge'n

Stammfunktionen

Bestimmtes Integral

Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

Numerische Verfahren

VI) Einführung in clie vVahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik.

He Kareher (Berlin) M. Toussaint (Ka~lsruhe)
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