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Zur Didalktik des mathematischen Gymnasialunterrichtes

vom 25. bis 30, Oktober 1964

ie Modernisierung des Mathematikunterrichts an Gymnasien war der

Anlafl zu einer Tagung, die im Mathematischen Forschungsinstitut

Oberwolfach unier Leitung der Herren Professoren M, Barner und

K, Fladt vom 25, bis 30, GCktober 1954

stattfand. Teilnehmer waren

Gymnasiallehrer, Vertreter der Schulbehdrden und Hochschullehrer

der deutschsprachigen Linder, Im einzelnen waren folgende Damen

und Herren anwesenad:

Arzt, Gymn,Prof, ,, Tibingen
Athen, OSt. Dir. Dr, H, Eimshorn
Barner, FProf, Dr, M., Freiburg
Béhmer, K., Karlsruhe
Beisswanger, P., Tibingen
Botsch, OSt, Dir, C,, Heidelberg
Denk, S%, Trof, I',, Fiirth

Fngel, StR. A., S'tuttgart-’Rohrv
Figcher, StR, W., Filirth

Fladt, Prof.Dr. K., Freiburg/Calw
Flohr, Dr, F., Freiburg

Freund, Dr, H., Gottingen
Friedli, Dr. R.,, Bern

Gall, Oberschulrat H,, Diisseldorf

Prof.Dr, H..

7

Gericke, Miinchen

Gotz, Gymn.Proif, W., BRad Cannstai
Griesel, Zr, H, Lebmathe
Hildebrandt, StR, ., Karisruhe
Hruby. Landesschulinsp.E., Wien
Hiirten, OSiR. K, H., Koln

Tahovmn gl
Jahner, ZJtud,

Aos. ., Hagen

Forschungsgemeinschaft

Jeger, Dr, M., Luzern

Jung, Doz, W., Seeheim
Karcher, H., Berlin

Karcher, Frau StRétin, Verden
Kipper, OSchulréitin Dr,E., Wiesbaden
Kirsch, Dr, A., Gieflen

Klar, OSt.Dir, A., Loérrach
Knabe, OSchulrat P,, Duisburg
Kropp, OSchulrat Dr.G., Berlin
Kunle, Prof.Dr. H,, Karlsruhe
Laub, Gymn, Dir,Dr, J., Wien
Lauter, StR, Dr., J., Aachen
Maafl, Akad.Rat D,, Karlsruhe
Oberschelp, Dr. A.', Hannover
Ostermann, StR, Dr. F,, Kdln
Dickert, Prof.Dr. G., Gieflen
Prade, Dr, H, Freiburg

Proksch, OSt,Dir, Dr.Ruth, Hannover

Raith, Gymn, Prof. F., Freiburg

Raussen, OStR.B., Trier
Rohrl, E., Stuttgart
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Rudolph, X, . Karlsruhe Steller, StR. E., Wildtal

Ruopp, Gyman,Prof, P,, Schwibisch Gmiind Stephan, Gymn, Prof.H. ,Karlsruhe
Scnon, Hofrat Dr. R,. Wien Strunz, Prof,Dr, K., Wiirzburg
Schweizer, OSti, Dir.Prof, W,, Tiibingen Toussaint, M,, Karlsruhe
Seebach, OSi,Dir.Dr, K., Minchen Waische, StR. H., Liibeck

Sielaff, SiR.K.,, Hamburg Walter, Prof.Dr. W,, Karlsruhe

Die Diskussion iber die Modernisierung des Unterrichts war aufgeglie-
dert nach den Sachgebieten Algebra, Geometrie, Analysis und Wahr-
scheinlichkeitsrochinung, wobel jedem Teil ein ganzer Tag gewidmet war
(fuir Wahrscheinlichkeitsrechnung ein halber Tag), Die Vortridge waren
i.a. Berichte tber eigene Unterrichtsversuche, und im Anschlufl daran
eniwickelte sich: jedesmal eine lebhafie Aussprache, In einer abschliefen-
den Diskussion wurden die allgemein anerkannten Mindestforderungen zu

einem '"Fundamentaiplan'' zusammengestellt,

Es war von vornherein klar, dafl in der kurzen Zeit héchstens die Auf-
stkilung eines Xataloges der Begriffe mdglich sein wiirde, die unbedingt
auf-der Schule behandelt werden sollten. Es wurde bedauert, daf nicht auch
cin Stofiplan vorgelegt werden konnte, da eine nur abstrakte Aufzdhlung
leicht utopisch und damit abschreckend wirkt, Erfahrungen der letzten
Jahre, diec auch in einigen Vortrédgen zum Ausdruck kamen, und damit an
die Anwesencden weitergegeben wurden, haben jedoch gezeigt, dafl viele
1n6derne Begriffe bereits durch eine andere Anordnung des Stoffes und
etwas verdnderie Unterrichtsschwerpunkte herausgearbeitet werden kénnen,
Demit ist eine kontinuierliche Modernisierung méglich, was fiir die Praxis
wichtig ist, Auflerdem flhrt ein Kanon wiinschenswerter Begriffe zu neuen
didalktischen Versuchen, die schon mehrfach bewiesen haben, daf manche

l‘uodcrmsu,runr' switnsche keineswegs utopisch sind.

In dem Begriffskatalog am Schlufl kommen einige Punkte nicht zum Aus-

3

druck, die den Teilnehmern wichiig waren:

Moderne abstirakic Regriffe sollen eret eingefiihrt werden, wenn mehrere
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Beispiele fiir sie zur Verfligung stehen, Zur K)j ring des Koérperbegriffs

werden Restilassenkorper empfohlen, besonders da die Axiome voll-

Y

stindig durch Einseizen bestdtigt werden kénnen., Auch fir die Geometrie
werden endliche Modelle, bei der Einfithrung in die Gleichungslehre
endliche Grundmengen vorgeschlagen, da so zundchst schwierige abstrakte
Beweise vermieden wevden, die wichtigen Erscheinungen jedoch gelehrt
werden kénnen, Feraner missen zu jedem abstrakten Begriff Beispiele
gegeben werden, auf die er nichi zui riffi, vom Assoziativgesetz angefangen
bis zur ’reulgen Funktion, Im letzten Fall kommt dazu, daB unstetige oder
nicht {iberall differenzierbare Funktionen im tidglichen Leben hdufig sind,

Der Unterschied zwischen affiner und metrischer Geometrie kann wahr-

scheinlich nicht nur durch solche Gegeniiberstellungen deutlich gemacht
werden sondern erst durch einen hinreichend langen rein affinen Lehrgang.’

Insgesamt stehen die Ergebnisse der Tagung in erfreulicher Uberein-

stimmung mit denen anderer europdischer Reformbemiihungen,
Im einzelnen vrurden folgende Vortrige gehalten:

Kirsch, A, "Flementare Zahlbereichserweiterungen und Gruppenbegriff',
Der Gruppenbegriff kann auf der Schule auch bei Zahlbereichserweiter-
ungen eingesetzt werden. Die folgende Darstellung ist fiir Lehrer gedacht,
aber in dieser Form auch der Cbersiufe angeméssen., Eine unterstufen-

gemifle Behandlung wird von H, Freund beschrieben,

Die Strukiucen (M, +) bzw. (N{ O} sind komnmutative reguldre Halbgruppen,

die in die Gruppen {(Z, +) bz, ((Q,, ') eingebeitet werden;

1) Konsirukiicn einer geeigneten Menge G

2} Definition eiher Verknipfung & ' G.

3) Nachweis, dall {C & zine kommutative Gruppe ist

4y Umitehvbare homormorphe Abbildung von z,B; (I, +) in (G, &)

5) Ideniifiziervng,

'J

o

Jieser micbettung geht zweckméfig eine Betrachtung der endlichen
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additiven und multiplikativen Restklassengruppen voraus, (Dabei wird

auch das Kopfrechnen geiibt, }

Der didaktische Wert dieser Methode liegt darin, daf damit zugleich

ein Muster fiir die spdteren héheren Zahlbereichserweiterungen gegeben

3
REARHN

Fischer, W,L. "Freie Halbgrurpen und endliche Automaten',

o M mm me re ae ww ma s m e e e o am an P e e e e L L e

Aus den n Zeichen xi eines Alphabets werden durch Hintereinandersetzen
Worte gebildet, die mit der "Verkettung' als Verkniipfung eine freie
Halbgruppe erzeugen. Ein endlicher Automat ist ein schwarzer Kasten,
der endlich viel innere Zustdnde a hat und der den Worten der Halb-

gruppe der liingangsseite VW orte der Halbgruppe der Ausgangsseite zu-

¢ n’ugi , Das geschicht deterministisch mit der Ergebnisfunktion

AN AxX =Y, (A ist die Menge der inneren Zustédnde, X, Y die Menge
der Eingangs- bzw, Ausgangsworte) und der Steuerungsfunktion
5: A x X - A, die die inneren Zustdnde dndert. Beispiele:

1) alle Codierungen {(u,a. genetische Probleme)

2) binire Addiermaschinen

Lit.: Fletcher "Some Lessons on Mathematics', Cambridge Univ. Press

Jeger, M. '"Boole’sche Algebra im Schnlunterricht” (Bericht uber einen

Unterrichtsversuch).
Im obligatorischen Unferricht erwies sich die Boole'sche Algebra bei
der Behandlung von CGileichungen und Ungleichungen, vor allem aber der
Kombinatorik (Fulersche ¢-Funktion) und der Wahrscheinlichkeitsrechnung
als sehr riiziich, In einer Arbeiisgemeinschaft wurden mit ihrer Hilfe
die Grundelernenie der Schaltalgebra behandelt und Relaisschaltungen
eniwvorien, Das Ziel war der Bau eines funktionsfihigen Computers aus
450 Telefonrelaiz usw, [Demonstrationsgerét fiir die Schule, acht
Preogrammea. achisicilig). Dazu wurden noch Schalt ungen mit Folge-
verhalten (Fiip-T'lon! besprochen. Durch diese Beschiftigung werden
die 3chiiler an mathematische Probleme gefithrt, die sonst schwer zu-
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gédnglich sind, (z.B.: Was ist Formalisierbarkeit?)

Folgende Vorschlidge zur Verbesserung der Bezeichnungsweise in der

Gleichungslehre wurden zur Diskussion gestellt :

Anstelle von "Gleichung" soll gesetzt werden "Bedingung' (erfiillbar,

unerfiillbar) oder besser "Forderung'. ""Aussageform' wird wegen zu

"=" 501l in

groflen logischen Aufwandes abgelehnt, Statt des Zeichens
Bedingungen das Zeichen "#'' beniitzt werden, Zur Erliduterung des

’ , - Begriffes '"Variable' wurden Beispicle aus Physik und Geometrie vorgefiihrt.

- - n - - im o o o o $d v o Bl W me b o wn  wn an GV G S e G G G G W Ee R R G s ST e e

P e e e T R S A Ay

Zur systematischen Behandlung der Gleichungslehre wurden Begriffe wie
Grundmenge, Term, Definitionsbereich eines Terms, Ldsungsmenge usw,

definiert, Definitionsbereich und Losungsmenge wurden zundchst durch

vollstindiges Einsetzen einer endlichen Grundmenge bestimmt, Dadurch
gelangt man’auf ecinfache Weise zu einer frithzeitigen Behandlung aller bei
der Lésung von Gleichungen auftretenden Probleme, Bei der Umformung

. von Gleichungen wurde unterschieden zwischen Termersetzungen und
Gleichungsumformungen, deren Begriindung mit Hilfe der Korperaxiome
|

(besonders der Kiirzungsregel der Multiplikation) gegeben wurde,

Hiirten, K.H, "Spiegelungs-, Bewegungs- und Kongruenzgeometrie''.

- - - A - w w N i e e o ew e S e we e S ek ke G s s S G G Wt W 4D S

Fine sachdidaktische Analyse und ihi'e Bedeutung fiir die Prop&deutik.

Im ersten Teil des Vortrags wurde der algepraische Zusammenhang

zwischen Spiegelungs~, Bewegungs-~ unc Kongruenzgeometrie herausge-
arbeitet. Mit Hilfe der Spiegelungen wurden endliche affine Inzidenzstrukturen
eingefiihrt, Dabei wurde am Beispiel dee Tetraedermodells fiir die affine
Ebene mit vier Punkten und sechs Geraden darauf hingewiesen, wie man den
Schiiler erziehen kann, Worte der Umgangssprache fiir mathematische
Begriffe (Punkt, Gerade), so zu verstehen, wie sie definiert wurden,

Sodann wurde die verschiedene Stellung von Figuren in den drei Systemen
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behandelt, (Gerade als Fixmenge bei Spiegelungen, als Bahn bei der

Bewegungslehre und als Elermentarfigur in der Kongruenzlehre), Die
didaktischen Konsequenzen wurden anhand einiger elementargeome trischer

Aufgaben angedeutet,

Beisswanger, P.'Zur Methodik der Verhilinislehre"

6w e wm te i e e B TR AR A MY e e e e G O e i e en e PO W Y e G e

Vor Euklid waren Keitenbrucheniwicklungen das einzige Mittel, die

Gleichheit von irrationalen Verhélinissen festzustellen, Euklids Defini-

tion: ''Zvwrei Gréfen einer Art a, b haben dasselbe Verhéltnis wie zwei

Groflen A, B einer undern Ari, wenn aus dem Bestehen einer Ungleichung

flir die GréSen ma, ub {m, n beliebig, ganz) stets dieselbe Ungleichung

fiir mA, nB folgt'. ist fir beliebige auch nichtrationale Verhiltnisse
brauchbar. Man kann das heute so formulieren: Wenn die von a, b erzeugte ge-
ordnete Halbgruppe {ma + nb} isomorph zu { mA + nB} ist, dann haben

a.und b dasselbe Verhdlinis zueinander wie A und B, - Der Rechenstab
veranschaulicht eine Isomorphie zwischen archimedisch geordneten Halb-

gruppen,

Proksch, Ruth "Der Begriff Symmetc - in gruppentheoretischer Auffassung",

O NE e ws e e B wm wm e 4T % Y R B M e 1w s e G e Gm G ah P W GRS En e em e Gm G G m S em me e e S mm am em e e e

a

Die Vorstellung "Symmetrie” nmfaft tiblicherweise nicht nur die Spiegelungen,
sondern auch andere Dgelibewegungen einer Figur, Es ist daher nahe-

liegend, die Symrmetirie als Auiomorphismengruppe einer Figur zu de-
finierer, Nur in dieser Allgomeinheit ist die Symmetrie auch ein niitzliches
Prinzip zur Stoffbeschrinkung, Auf natiirliche Weise werden Ornamente und
Parketiierungen der Ebene durch die verschiedenen Untergruppen (Trans-

lationen, Gleiispiegelungen) hergestellt. Die entstehenden Muster sind zur

....o

propiwdeutizchen Uaicrsuchung von Gruppensirukturen (Klasseneinteilung
durch Firben, fliniereinanderausfihren von verschiedenen Abbildungen)
geeignet, symametrie iritt u,a. auch bei Endziffern von Quadratzahlen

(2 54-1*)?’ = {Gh-1] "% mwod (100}, bei Kegelschnitten, trigonometrischen Kurven

und \/U'“zclkurf.c:n auf,

Lit.: Fejes Téth "Hegular Tigurd', O oxeter "Unvergingliche Geometrie"
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Raussen, B, "Affine Abbildungen in Mittel- und Oberstufe'',

TE Ee e v s A e we W An D PE M ww SR M S G SR G W e M ke A am A G o e e S e e R e S e

In der Mittelstufe werden die affinen Abbildungen synthetisch behandelt
mit{ dem Ziel, die wichtigsten Invarianien kennenzulernen und einen
vorliufigen Uberblick tiber die Uniergruppen der affinen Gruppe zu ge-
winnen, Wichtig ist dabei, dal schon hier sauber zwischen affinen und
metrischen Begriffen und Eigenséhaften unterschieden wird, In der Ober-
stufe folgt die analytische Behandlung mit 2, 2-Matrizen, Dieser Teil
solldie aul Quarta durch geometrische Betrachtungen gewonnenen Er-
gebnisse analytisch bestédtigen und eine Klassifizierung der affinen Ab-
bildungen mit Hilfe der Eigenwerte der Matrizen herbeifithren. (Auf-
stellung der Jordanschen Normalformen), Ein weiterer Grund fiir die
Einfiihrung der Mairizen ist die anschliefende Klassifikation der Kegel-

schitte (3 auptachs entransformation),

Prade, H, "Affine Geometirie in der Mittelstufe"

Um den Schiiler der Mittelstufe zu einer scharfen Trennung affiner und
metrischer Begriffe zu veranlassen, wird die synthetische Behandlung
der affinen Geometirie ausschlieflich mit dem Parallelenlineal durchge-
fihrt, Dem Schiiler sind alle mit dem Parallelenlineal durchfilhrbaren
Konsiruktionen erlaubt:

1) Verbinden zweier Punkie 4, B

2) Schneiden zweier Geraden g. h und Xonstruktion von parallelen Geraden.
Daraus ergibt sich als wichtigste Konstruktion' die Schiebung, Die Fest-
legung einer Schiebung durch verschiedene Punktepaare fithrt sofort
auf eine Desarguesfigur (Schiebungsdesargues), Induktiv gelangt man
etwa zu folgendem /Axiomensystem:

I Zu zwei Punkien gibt es stets genau eine Verbindungsgerade

T Paralielaziom

I’I Schiebungsdesargues

Damit werden behandeli: .

1) Schiebungen (Kounsiruktion von dquidistanten Skalen)

2) Parallelprojekiionen

3} Punktspiegelungen
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4) Bei der Einfilhrung des Teilverh#&linigses fordertman als Axiom IV:
Drei kollineare Punkte bemitzen siets ein ratiornales Teilverh#ltnis, Dies
ist berechtigi, da man mit dem Parallellineal kein irrationales Teil-
verhéltnis konstruieren kann, Dieser rationale Teil der Proportionen-
lehre entspricht der Altersstufe; die Problematik des Strahlensatzes fiir
nichtrationale Verh#linisse kann verschoben werden,

5) Nun kénnen aifine Abbildungen wie Schriagspiegelung, Scherung usw,
behandelt werden, die nicht in der metriséhen Untergruppe liegen,

6) Flécheninhalt {vgl. Referat von A, Kirsch),

Der Ausgang von den Schiebungen bietet gleichzeitig eine Mdéglichkeit,

. den Vektorbegriif schon in der Mittelstufe auf natiirliche Weise einzufithren,
Ostermann, F. "Ein Aufbau der Vekiorgecometrie aus einfachen anschau-

lichen Vor%ellungen
Auf dem Begriff der Parallelgleiciheit aufhanend wird ein Vektor d:ifiniert

-

als Klasse dquivalenter Purkiepaare: Zveai Punktepaare heiflen dquivalent,

wenn sie ein Paralielograinm bilden, Maun definiert die Addition von Vek-

toren durch Antragen und zeigt leicit, daf die Vekioren eine additive
abelsche Gruppe bilden., Die Multiplikation mif einem Skalar filhrt man
axiomatisch ein, wobei man gich von den Regeln {iir die Multiplikation mit
. natlirlichen Zahlen als sukzessive Addition leiten 148t, In dem so ge- !
wonhen Vekiorraum erkléirt man eine Metrik, indem man fiir die Be-
griffe "orthogonal" (l and '"ldngengleich' (%) folgende Axiome fordert: |
a|b=>b | a; a| bizndKeK—-«)a_Ll b;
a| bund aj cs%a | b+ca, be Vund ek 0 :>;:/€K alb -\ a;

-~

" o 7 , e ~ - s
a=bEFakhja . b., a=bundbc=ba ¥g;

ATy 3

beV,ail="h%Fua

Q3

Denk, ¥. "Auflockerung der Trigonometrie. - Die didaktischen Schwierig-

At v e et e e e T e mh W e A T3 o W S G e s 07 e e B e W e e e (R W B o 4% TN e e e e e e e e em e . ou M .

keiten bei der Mcdernisierung des mathernatischen Unterrichts''.

e rm % em b e s il s i s e e re we L Sl v e e WD e ht e e ha b s e e e e . e . o= me om (m Gm me Gm e em % Em e e -

Am Reispiel tregenometrischer Aufgavzn wiurde der pidagosische Wert von
g g x 8508 \

Fragesiellungen batoni, bei denen bawuldt von einer allzu eingefahrenen
Form abgewichen wurder Um die Funktionen nicht zu
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sehr mit der Konstruktion von Dreiecken zu verbinden, wurde auf eine
davon unabhidngige Einilihrung (am Kreis) und die Anwendungen in der

Vektorgeometrie und der Physik hingewiesen,

An didaktischen Schwierigkeiten bei der Modernisierung des Unterrichts

wurden genannt:

Die Theorie wird im Vergleich zu den fir die Schule interessanten
Problemeniiberbetont. Die Oberstufe darf nicht alle;n modernigiert
werden, Schiilern der Unterstufe fehlt mehr die Ausdrucks als die Denk-
fahigkeit., - In der Oberstufe sollté das selbstdndige Literaturstudium
begonnen werden, Dazu wird die Einrichtung von Klassenblbhotheken

empfohlen (z B. VEB Schriftenreihe),

Kirsch, /. '""Die Behandlung des Flicheninhalts im Unterricht'',

D e ek e e e ke e ]

Die Frage des Fldcheninhalts wird zunéchst nur fiir Polygone gestellt,
Fiir diese wird der Begriff der Zerlegungsgleichheit P ¥ C definiert,
Ist A eine affine Abbildung, so gilt P ¥ C=A(P) = A(Q), hieraus folgt
spidter die affine Invarianz von Fldchenverhidltnissen, Mit Has'lfe von
Punktspiegelungen und Schiebungen (Gruppe "'S") kann jedes Polygon

in einen zerlegungsgleichen Abschnitt des Einheitsparallelogramins (E)

verwandelt werden. Auf der Schule mufl man die Unméglichkeit paradoxer Zer-

legungen  als Axiom fordern (de Zolt) . Fiir die Fldcheninhaltsfunktion
F (eingefiihrt als Teilverhéltnis einer Seite des zerlegungsgleichen Ab-
schnittes von E zu einer Seite von E) findet man induktiv die Axiome:

1) F(E) =

2) Additivizit ‘ ‘

3) F(P) = F(P) oes

4) F(xE) =

5) P ¥ CsF(P) = F(Q)

8) P % @>F(P)<F(Q)

Auf dieser Stufe kann man die Problematik des Fldcheninhalts F(R) = ab
eines Rechtecks mit nichtrationalen Seitenldngen behéndeln, indem man

fir a = 1 und b beliebig ausnutzt, dafl F(R) = ab = f (b) monoton ist.

- 10 -
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Nach einigen Vorbemerkungen iiber den anschaulichen Zugang zum
Irrationalen tiber Streckenverhéltnisse in der Mittelstufe wurde fir

die Oberstufe der axiomatische Aufbau der reellen Zahlen empfohlen,
Erste Folgerungen aus dem Axiomensystem wurden vorgefiihrt, u.a. die
auch als Beispiele niitzlichen Funktionen sign a und |a|. Als Grundlage
fiir den weiteren Aufbau kénnte die Behandlung der Nullfolgen nach

Kowalewski dienen.

o o o . e e v e e E G W e A e e S e e e WP ew e e % SR ED R e GO Wb e we W n e Gn e GO D S G de WP W

Falls die reellen Zahlen nicht axiomatisch eingefiihrt worden‘sind, empfiehlt
sich auf der Oberstufe ein Vergleich mit den Zahlbereichserweiterungen

N~ Z, Z - Q@ : Auf der Menge aller konvergenten Schachtelungen wird

eine Aquivalenzrelation erklirt, Fiir die Klassen dquivalenter Schachte-
lungen kann +, ,, < so definiert werden, dafl @ isomorph einbettbar ist.

Die Vollstdndigkeit gegen neue Schachtelungen wird bewiesen (Courant).

Wegen der grolen Anschaulichkeit sind "monotone'' Intervallschachte-

. ' lungen [xn, Xn] (xn wachsend, Xn fallend) zur Einfiihrung reeller Zahlen
besonders geeignet. - Monotone Funktionen ergeben monotone Schachte-
lungen [ f(xn), f(Xn)]. Falls aus jeder konvergenten Schachtelung wieder eine
konvergente wird, heiBt f stetig., - Mit Hilfe eines ""Steigungsmessers"
wird aus [xn, Xn] eine Schachtelung [sn, S n], die fiilr Ronvexe Funktionen
""monoton'' ist; konvergiert [sn, Sn], so heiflt f differenzierbar. Die

Verallgemeinerung aller Begriffe ist naheliegend.

Eine hierauf aufbauende Behandlung der Differentialgleichung y/= y

fiihrt leicht zu e-Funktionen und deren Reihe.

Seebach, K. "Behandlung der Analysis auf der Oberstufe'',

- o o o At - . e g - - - - - e e ew o om e e M % G M s G e e e

Der folgende Aufbau, der die topologische Struktur der reellen Zahlen
-11 -
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ebenso betont wie die Anwendungen der Infinitesimalrechnung, wurde er-
lautert:
Eigenschr;tf'ten von R: a) Kérper, b) Anordnung, c) Vollsﬁeindigkeit,
d) Zahlgerade
Vollstindige Induktion (Binomischer Satz, Bernoullische Ungleichung),
Kombinatori-Mengen (Mengen reeller Zahlen), Intervallé, Umgebungen,
obere Schranken, Funtionsbegriff (Umkehrbarkeit, Monotonie, Besghrénktheit)
Trigonometrische Funktionen und Vektorrechnung
Grenzwerte von Funktionen ( x—*tw, x - a) |
‘ Grenzwerte von Folgen, unendliche Reihen
Stetigkeit (Zwischenwertsatz, Satz vom Maximum)
Ableitung (lineare Approximation, Mittelwertsatz)
Stammfunktion

Bestimmtes Integral (monotone oder stetige Funktionen)

Yy
d_ J’
xd f(t)dt = f(x)
Anwendungen (Flidcheninhalt, Mittelwerte, der Wahrscheinlichkeitsrechnung)
Ausbau (Kettenregel, Umkehrfunktion. (xa)’ mit a rational)
Neue Funktionen arc, log, exp, Isomorphie (R, +), (R+, )
Unecigentliche Integrale

Ausbau der Integralrechnung, Niherungsmethoden, Anwendungen,

Jahner, H. '""Méglichkeiten zur Einfithrung in die Integralrechnung mit Hilfe

- e WD % MR G M WS G A G e G e e S SN ST R G 4% S S e G A e e e L A G G G WS B % SR AR W Am D e T Gm BD em M Ee Mm e

der Treppenfunktionen'',

— - . — —

Eine Behandlung der Treppenfunktionen ist wegen der vielfdltigen An-
wendungsmaoglichkeiten (numerische Mathematik, graphische Darstellungen)

sicher niitzlich, Dariiber hinaus filhren sie auf folgendem Wege zur Integral-
rechnung: Die Treppenfunktionen tn P X - (E [nx])” konvergieren gegen

f:x—»xz. Der Grenzwert der Folge der Inhalte Ii (tn) kann noch nicht als

Inhalt von f erklidrt werden, wic das Beispiel "tn (x) = n fiir -11;_<.x_<_%

und = 0 sonst' zeigt, Konvergiert jedoch eine Folge von Treppenfunktionen

‘cn gleichmé&fig gegen eine Funktion f, so existicrt lim I:(tn)’ und dieser
n-c

Grenzwert hat fir jede gleichméfig gegen i~ konvergierende Folge den-
-12 -
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selben Wert. Fiir monotone beschridnkte Funktionen findet man leicht

approximierende Treppenfunktionen, und die Regeln der Integralrechnung

ergeben sich sofort,

Klar, A. "Arithmetische Folgen und Reihen und die ganze rationale

- " - - e G E Gw G e W e AR R e e R W R W e W Sh SR Gm e G e e Gm e P B e G e . . W -

- - " m e - - > S Gw M M S m W G SR B G Gn W S M W G MR eu Ee e A e S . e e

Der Begriff der Folge (Reihe) 148t sich friihZeitig vorbereiten, trégt
zur Auflockerung des Unterrichts bei und eignet sich, die jeweiligen

Rechentechniken (Briiche, Klammern) zu iiben,

Sexta: Arithmetische Folgen und Reihen 1, Ordnung. Ab Quinta: Multi-
plikation von Folgen, Bruchfolgen, Differenz?'éﬂéhema. Tertia: Die ganze
rationale Funktion 2, Grades. Ab Untersekunda: Summenformel der

ersten n Quadrat- und Kubikzahlen, quadratische Interpolation, Reihen

k-ter Ordnung, Potenzsummen und rekursive Gleichungssysteme, Unendliche
Reihen, Integration ganzer rationaler Funktionen und Approximation

beliebiger Funktionen.

|
‘ Pickert, G. ""Deduktive Geometrie im Oberstufenunterricht'',

' Vorausgesetzt werden die Rechengesetze fiir natlirliche Zahlen und

| das Prinzip der vollsténdigen Induktion. Dem Mittelstufenstoff werden

‘ ‘ einfache geometrische Begriffe als Grundbegriffe und einfache Aussagen
iiber sie als Axiome entnommen, Zunidchst wird die ebene Inzidenzgeometrie
entwickelt, Der Schiebungsdesargues oder direkt die Forderung der Existenz
von Translationen fiihrt zu Vektoren, zu deren Addition und zu Parallelprojek-
tionen, Dié Anordnungsaxiome und das Eudoxosaxiom gestatten, eine |
skalare Multiplikation zu definieren, Die Skalare sind 0,1 - Folgen,
Addition und Multiplikation kann so erkldrt werden, dafl sie einen Kérper
bilden, der die rationalen Zahlen umfat. Das Vollsténdigkeitsaxiom fiihrt
zu den reellen Zahlen, Schlieflich ermdglichen Orthogonalitdtsaxiome
die Definition von Spiegelungen, Lé&ngengleichheit von Vektoren usw, Der

nichste Schritt liefert die metrische Geometrie.

- 13 -
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Arzt, K, '""Moéglichkeiten und Erfahrungen mit der Wahrscheinlichkeits-

- E wm e = D e A BN R S MR R R Te G S R S Se e S R G A% e W N G MR GR SD B SS Gn S% Y G G W e G S W e R S D B M =

rechnung im Gymnasialunterricht",

Wegen der Bedeutung der WR fiir viele nichtmathematische Berufe wurde
auf der Oberstufe ein 30-Stunden Lehrgang durchgefiihrt, in dem natiirlich
auch klassische Stoffe wie vollstdndige Induktion, implizite Definition,
Integralrechnung usw. geiibt wurden, /ngestrebt wurde ein axiomatischer
Aufbau aus folgendem System:
1)0<sw(h)< 1

_ 2) w(s) = 1

. 3) w(A U B) = w(/\) + w(B), falls A, B unvereinbar
4) w(£ NB) = w(A) . w(B/A) "w(B/A)'bedingte Wahrscheinlichkeit

Als Vorbereitung wurde die Mengenalgebra behandelt. Begriffe wie

a-priori-Wahrscheinlichkeit (etwa aus Symmetriegriinden) ,‘ relative H&aufig-
keit (als Mafizahl einer Wahrscheinlichkeit) und die M&glichkeit der Be-
rechnung von Wahrscheinlichkeiten gewisser Ereignisse aus anderen a-priori
gegebenen wurdenerklidrt, Es ergab sich: die WR 148t sich gut im Arbeits-
unterricht behandeln, da fiir den Schiiler viele Ausgangspunkte und ihn
interessierende Anwendungen vorhanden sind., Man gelangt bis zu Stich-

probentesten,
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Es wurde {iber zehn Jahre Unterrichtsversuche mit WR in den Klassen
1-6 berichtet, Die Schiiler werden zundchst an statistisches Denken durch

Erfahrung gewohnt, so dafl sie spéter die Abstraktion verstehen kénnen,

Stoffplan: Klasse 1 und 2 (je 2 mal 5 Stunden): Grundregel der Kombinatorik,
Baumdiagramme und gerichtete Graphen, Begriff des Stichprobenratims, '
Ereignisse und ihre Verkniipfung, Klasse 3: Emgpirische Einfithrung in
die Begriffswelt der WR, Simulieren eines stochastischen Prozesses, Zufalls-
zahlen, Monte-Carlo-Methode, Klasse 4: WR als abstraktes mathematisches
Mecedell flir zufidllige Erscheinungen, Abléitung der Grundregeln,
Klassen 5 und 6: Begriff der Zufallsgrifle, Erwartungswert, Streuung,

- 14 -
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einfache Markowketten, Summen von Zufallsgrélien, schwaches Gesetz
der grofien Zahlen, binomische Verteilung, Konstruktion einfacher

mathematischer Modelle von Situationen der realen Welt,

Einige Unierrichtsbeispiele:

In 1 und 2: Die méglichen fusgéinge bei vierfachem Miinzwurf kdnnen

als Worte volicr aufgeschrieben werden und so den Stichprobenraum vor-

stellen, Gerichiete Graphen kénnen Spiele beschreiben,

In 3: Mit Wirfeln und Miinzwurf stellt jedes Kind seine eigene Zufalls-

zahlentafel her. Im weitern sind die Wiirfel iiberflissig ; mit den Tafeln
. kdnnen stochastisaiic Prozesse als Spinle verkleidet sehr rasch simuliert

werden, in wenigen Minuten wird ein Experiment 1000 mal durchgefiihrt;

Spielchancen kénnen berechnet werden (Bruchrechnung) und anschliefend

ausprobiert werden,

Ab 4: Bei der nun beginnenden theoretischen Behandlung macht nicht

einmal die bedingte Wahrscheinlichkeit Miihe,

Friedli, R. '"Diskussion iiber das Unterrichisprogramm von M, W, Servais,"

W m wm e e e R e aw e N G SR S R W AN M S A e e e S et M S e M S Gn Gw BB GR ED R GO R M S G e SR W W G G en S G W N M e

gggrﬁ)lgn%%xé Togung der Organisaticn de coonération et de Développement

in Athen aufgestellte Programm fiir nainrwissenschaftliche Gymnasien
wurde allen Anwesenden ausgehéndigt. Herr Friedli hob zunfichst die
Begriffe hervor, die in den meisten européischen Reformplénen als fundamental
ahgesehen werden:

Mengen, Relationen, Funktionen als Abbildungen, Gruppen und andere
Strukturen, Vektorriume und lineare Abbildungen, Die Analysis beginnt
mit der Topologie. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung wird als Konstruktion
eines mathematischen Modells behandelt. Die Geometrie tritt hinter der
algebraischen Auffassung zuriick., Vollstdndig féhlen «die Darstellende Geo-
meirie, Kegelschnitte, Differentialgleichungen, Doppelintegrale. -

Belgien hat das Programm nahezu unverédndert ibernommen, ebenso die
Lehrplankommission der Suisse Romande, In der deutschen Schweiz méchte

man der Geometrie mehr Platz einr&umen,
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In der Abschluldiskussion wurde der folgende Katalog fundamentaler
Begriffe aufgestelit. Die Gesichtspunkte, die dabei noch einmal zur
Sprache kamen, finden sich in den Vortragsprotokollen und in der Ein-
leitung. Es sei hier nur noch betont, dafl dieser Katalog mhezu ein -
stimmig zustande kam,und zwar nicht nur als Einigung iliber abstrakte
Begriffe, sondern so, daBl eine langsame Umstellung des Unterrichts unter
der Leitung dieser Begtiffe auch moglich erscheint,

I) Mengen ({ x[A (%)}, e ¢ U, N, \ . &

Paarmenge, Relation (insbesondere Aquivalenz- und Ordnungsrelation)
Abbildungen d.h. Funktionen ("in", "auf'', "umkehrbar', f oder x-f(x)
Verkniipfungen

Logik umgangssprachlich (Negation, Kontraposition)

Variable, Term (Ausdruck), Aussageform (bei Gleichungen und Ungleichungen),
Lésungsmenge

II) Mengen mit Verkniipfung

Gruppen, Koérper (kommutative)

Vektorraum (algebraisch) |

II1) Geometrie

Der Vektorbegriff soll in der Geometrie als Leitbegriff dienen. -
Figurenals Punkimengen

Spezielle Abbildungen und Abbildungsgruppen (Deckabbildungen)
fllgemeiner Symmetriebegriff

Elementargeometrie affin und metrisch

Lokales Ordnen, /fixiomatisieren

Analytische Geometrie, affin und metrisch

Zeichnerisch-konstruktive Verfahren

IV) Zahlbegriff

Sukzessive Zahlberei. hserweiterungen:

Natiirliche (N), Ganze (Z), Rationale {£3), Reelle (R), Zahlen und das
Rechnen in diesen Bereichen, insbesondere mit Anordnung und Betrag
V) Lnalysis '

Umgebung

Grenzwert (insbesondere bei Folgen)

Monotone Furl-iionen
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Stetige und unstetige Funktionen
Rationale Funktionen

Y~ sin, cos, tan, exp, log
Ableitungen

Stammfunktionen

Bestimmtes Integral

Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
Numerische Verfahren

VI) Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik.

H. Karcher (Berlin) M. Toussaint (Karlsruhe)
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