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Tagungsbericht

Arbeitsseminar liber Grenzfragen zwischen
Differentialgeometrie und Variationsrechnung
vom 28.2. bis 5.3. 1965

Unter der Leitung von Herrn Professor Dr. W. Bar t h e 1 (Wirz-
burg) fand im M&drz 1965 in Oberwolfach ein Arbeitsseminar iiber
Grenzfragen zwischen Differentialgeometrie und Variationsrechnung
statt. In den Vortrdgen wurden Probleme aus der Variationsrechnung
mehrfacher Integrale, damit zusammenh&ngende Fragen aus der Theorie
der konvexen KOrper, Probleme aus der Differentialgeometrie, ins-
besondere der auf den Arealbegriff begrindeten, und Hilfsmittel aus
der Theorie der Differentialgleichungen behandelt. Durch den kleinen
Teilnehmerkreis bedingt, wurde auch widhrend der Vortridge eifrig
diskutiert. ‘

Die Tagung war von folgenden 13 Teilnehmern besucht:

Barthel, Prof.Dr.W., Wirzburg Heil, Dr.E., Darmstadt

Bauer, Frau G., Wirzburg Kind, B., Maing

Bettinger, W., Wirzburg Klein, F., Mainz
Burkhardt,0.,0StRat, Crailsheim Manderscheid, Frl.U., Wirzburg
Eschmann, P., Wirzburg Repp, A., Mainz

Bwald, Prof.Dr.G., Mainz ~ Schichtel, H., Wiirzburg

Haubitz, Frl.I., Wirzburg

Kurze Zusammenfassung der 13 gehaltenen Vortrége:

BARTHEL, W.: Variationsprobleme in der Affingeometrie auf Mannig-
faltigkeiten.

Um die Blaschkesche Affingeometrie des affinen Raumes auf eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit 2zu ilibertragen, werden folgende zweil
Strukturen eingefithrt (1) eine Volumendichte f# 0 und (2) ein
symmetrischer linearer Zusammenhang Iklh’ der volumentreu ist,

d.h. bei Parallelverschiebung eines Parallelotops bleibt dessen
Volumen invariant. Auf dieser Grundlage wurde eine Hyperflé&chen-
theorie skizziert (vgl. Geometrietagung 1963). - Eine infinitesimale

Abbildung <Lt 4 ¢ gi(x) heiBt affin, wénn VthEl = §JRkljhs
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und volumentreu, wenn V. E" - 0 jst. Dann gilt der Fundamental-
satz der Hyperflidchentheorie: Eine volumentreue infinitesimale

Affinitat 148t die Grundformen gpo, apoT einer Hyperfldche 1. Ord-
nung invariant. - Offen bleibt die Frage, ob zu zwei infinitesimal
benachbarten Hyperfléchen,; deren Grundformen g , a in 1. Ord-

pC, QGT
nung gleich sind, eine volumentreue infinitesimale Affinitat

existiert, die die Hyperflichen ineinander iuberfiihrt.

BAUER, G.: Flécheninhaltsbegriffé im Minkowski-Raum.

In einem Minkowski-Raum, dessen Struktur durch Vorgabe einer Skalar-

dichte ¥ und einer Funktion -t X1, ceo 1) mit (1) F (n 1)(X )>0
fiir linear unabhingige Vektoren, (2) F(n 1’(xp X, ) = HXOP (n-1° (X )
sir I8 20 una (3) pln=1)( X 4K )gF(n—T)( L)+ F(n !

(..Xi..) in einem n-dimensionalen affinen Raum R" gegeben ist, werden
ein GroBsches MinimalmaB, ein oberes und ein unteres Minkowskisches
Flachenmafl analog den Definitionen im euklidischen Raum eingefiihrt.
Pur das GroBsche MinimalmafB wird die Minimaleigenschaft bezliglich
einer Klasse von Mengeniunktionen gezeigt. In Analogie zu Nobeling
(Math. Zeitschrift 48) wird der folgende Satz fiir Minkowski-Riume
bewiesen: Wenn A eineindeutiges dehnungsbeschridnktes Bild einer
kompakten Menge BC R !

ist, gilt fir das GroBsche MinimalmaB
A—J’Fn1)(r ) dn.

e
Schlleﬁllch erhdlt man im Minkowski-Raum die von M. Kneser (Arch.
d. Math. 6, 1955) fiir den euklldlschen Raum hergeleitete Aussage
Ist A <R dehnungsbescnranktes Bild einer kompakten Menge BC R 1,
so stimmen das untere und das obere Minkowskische Fl&dchenmafl und

das GrofBsche Minimalmall von A iiberein.

BURKHARDT, 0.: Vektorilibertragung und 2. Variation der Oberflichen—
funktion in der metrischen Differentialgeometrie.

In einem Finslerraum mlt der Grundfunktion L(x,X) ist der Grundtensor

2
2 <L
gegeben dv.och gij = 2 3 und eine invariante Differentiation durch
ax 3X '
i i K1 h i i k ' h i 1
DX* = ax* + Xyt (X,X_) x' und DT (x,X) = 4Tt + T (yf;lh x +akllDN )

1 . .

. 1. _ X w1 _ i 1 r ¥ . . _ .
mit N : = T und Y1 = Y1 a . Yo 1° Die Differenz Yﬁkl Yfki'“’ikl
heiBt Torsionstensor. Weiter sei noch eine Skalardichte‘;(x) vom Ge-
wicht +1 gegeben. Es gilt nun Satz 1: Die Yikl(x,X) lassen sich

. . y : ' 1
T e o e
Eine nE“mscgg Ubertragung liebt vor,wenn Y(ik)172 1841 und

1, %Sik
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elndeutlgsaus 8ix: ai%l undﬁ'(k 1 berechnen. vy, ikl = Yiklt 67E1+1 i1
(0 o7 terk 6.500) = k1 (SoFi*teri osoc)e Dabel istdy,:= 5(63y1-di;*
oiik) und Yikl der torsionsfreie Cartansche Zusammenhang. Yikl und

A

Yikl heiBen genau dann geometrisch &dquivalent; wenn Yok1= Y0kl Satz 2:
Ist Ojq = 04
gungen genau dann &dquivalent, wenn Zdﬁl = 0 ist.

+Z 15 SO sind die zugehdrigen metrischen Ubertra-

Die Forderung,; daB fir p = 1 und p = n-1 die geod&dtischen Gebilde
Extremaleigenschaft haben, fihrt zu der Bindung des Torsionstensors

6i00 = O-

K
So x

I 2 _ 2
Six1 = o V81 To Wd VOn By = iy £ (8™ Ve yy) (vel.
W. Barthel Saarannalen 1955, Seite 171 - 183). Die zugehodrigen Uber-

d log 7£% + a YOrO . Diese Gleichungen werden erfiillt von

tragungen heiflen extremal und es gilt Satz %: Ist Yikl extremal
und vy. ikl dquivalent zu V. ik1’® S°© ist v. ikl extremal. Dann wird eine
Normalform der 2, Varlatlon der Dualoberflacae eines Hyperflichen-
stiicks angegeben: (n [P Gf\g vVt uve ) du1,.., ™ mit

sxt = V(u®) Nt und v, J%» V(uv%). Der Skalar U nimmt fir beide ex-

tremale Ubertragungen gikl’ %%ikl die Porm U = Rokk ot 2K wie in

der Riemannschen Geomtrie an.

ESCHMANN, P.: Zur Cartan-KZhlerschen Theorie der Differential-
gleichungen.

Dem Vortrag licgen die Arbeiten von E. Cartan (Ann. Ec. Norm (3) 18
(1901)) und von E. Kdhler (Hamb. Math. Einzelzeitschr. Bd. 16) zu-
grunde., Es werden Integralmannigfaltigkeiten von Systemen von Differen-
tialformen ¢,,..., ¢, auf der n-dimensionalen CY ~Mannigfaltigkeit
Mdefiniert als Untermannigfaltigkeiten vonll , auf denen_die 2 i ver-
schwinden., Unter bestimmten Regularitidtsvoraussetzungen konnen dann
sukzessiv eine Folge von Integralmannigfaltigkeiten immer hoherer
Dimensionen aufgebaut werden, wobei folgender Satz einen einzelnen
Schritt bedeutet: Es seien 51,..., &1 1 Differentialformen auf der

Tn-—- . . .
N=T cine (n-r)-dimensionale

n-dimensionalen Mannigfaltigkeit @,/
Untermannigfaltigkeit vonl, MM~ eine regulédre k-dimensionale Inte-
gralmannigfaltigkeit fiir die ¢, mit dem Tangentialelement Ek; aulBerdem

i
habe der Tangentialraum in p anfvn'r genau einen Vektorraum Eg+1(:Eg),
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der die &; annulliert. Dann existiert genau eine (k+1)-dimensionale

- mk+1 Zﬂ.k mk+1 n-r

Integralmannlgfaltlﬂkelt mit

EWALD, G.: Lokalkonvexe QuermaBfunktionen.

Es sei f eine positiv homogone Funkiion auf einem Kegel M in einem
reellen m-dimensionalen'Vektorraum E™. Unter der Indikatrix If von f
versteht man die Menge aller x e M mit f(x) = 1. f heiBt (fortsetz-
bar) konvex auf M, wenn I, in jedem Punkt eine Stlitzhyperebene

aixl = 1 besitzt, f heiBt stark konvex, wenn eine konvexe Fortsetzung
von If zu einer streng konvexen Hyperfliche gefunden werden kann.
Sind fir Mch die a; so wihlbar, daB (a;) einfach ist, so nennt man
f total konvex auf M. Gibt es zu jedem Punkt aus G? eine Umgebung,

. deren Kegelprojektion M die letzte Eigenschaft hat, so heiBt f lokal
total konvex auf G?, Mit Hilfe der QuermaBfunktionen konvexer Kbrper
mit zweifach stetig differenzierbarem Rand und iliberall positiver GaulB-
scher Krummung wird gezeigt: Es gibt lokal total komvexe Funktionen,
die nicht (global) konvex sind. Damit wird eine im 2. Vortrag von
Frl. Manderscheid gestellte Frage beantwortet.

HAUBITZ, I.: Zur Differentialgeometrie, begriindet auf dem Begriff
des p-dimensionalen Areals.

Dem Vortrag liegt die Arbeit von W. Barthel (Math. Ann. 137, S. 42-63,
(1959)) zugrunde. Auf einer Mannigfaltigkeit sind folgende Strukturen
gegeben: (1) die Grundfunktlon P(x, X ), aus der man das Areal ein-

‘ facher p-Vektoren f(x, x* ) und den Fundamental -p-Tensor gy, gewinnt,
und (2) das invariante Differential einfacher p-Vektoren in der Form
DXI = dXI + th(X,XJ) dxh° Die Zusammenhangskoeffizienten sollen
nur geometrisch wesentliche Eigenschaften besitzen, und zwar: (I) In-
varianz der Einfachheitseigenschaft bei Parallelverschiebung und
(II) Invarianz des Areals f(x,XJ) eines einfachen p-Vektors bei
Parallelverschiebung. Die letzte Forderung ist eine wesentliche Ab-
schwédchung des in der obigen Arbeit benutzten Lemmas von Ricci. Damit
wird die Theorie der p-Fldchen entwickelt und die Variation des Areals
einer p-Fl&dche hergeleitet. Mit einer zusdtzlichen Struktur, der Vo-
lumendichte (x) # O fiihrt man ein (n-p)-Areal ein, stellt eine
Theorie der (n-p)-Fldchen auf und berechnet die Variation dieses
(n~-p)~Areals. Pir die Grenzdimensionen p = 1 und p = n-1 koOnnen
Zusammenhangskoeffizienten angegeben werden, fiir die Autoparallel-
p—-Flédchen Minimalfl&dchen und gleichzeitig die dualen Autoparallel-
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(n-p)-Flidchen Dualminimalflédchen sind. Fir die Konstruktion der Zu-
sammenhangskoeffizienten aus den metrischen GrundgroBen fur die
Zwischendimensionen ergeben sich wesentliche Schwierigkeiten.

HAUBITZ, I.; Tandais Arbeit iliber metrische Arealrdume.
K. Tandai: ¥ On areal spaces® V, Tensor NS 2, S. 47-58 (1952).

Ein Raum heifBlt "metrischerArealraum, wenn ein symmetrischer homogener
“metrischer 1-Tensor" gij(x,XJ) existiert, der aus F, F; und gy

J
| pl
beweist in seiner Arbeit den Satz: Fir gijeC und 1 < p<n-1 sind

berechnet werden kann, und g1 = pigi ﬁ ,,.g(i -}gilt° Tandai
11 P

genau die Riemannschen Rdume metrischer Arealréume.

HEIL, E.: Lokal-Minkowskische R&ume.

Ein lokal-Minkowskischer Raum ist ein Finslerraum, flir den in einem

gzeigneten Koordinateﬁsystem %%% = 0 ist. Es wird gezeigt: Ist der von
Rund bzw. der von Barthel defiﬁierte Parallelismus lokal wegunabhéngig
und linear, so ist der Raum lokal-Minkowskisch. Dazu wird zun&dchst
gezeigt, daB die Berwaldschen Zusammenhangskoeffizienten Gjik von der
Richtung unabhingig sind. Der von Rund und der von Barthel definierte
Zusammenhang stimmt dann mit dem Berwaldschen lberein und ist ein
integrabler affiner Zusammenhang. Es existiert ein lokales lineares .

Koordinat;nsystem und aus der Lidngentreue folgt die Behauptung.

KIND, B.: Normalitdt und Transversalitidt in der Variationsrechnung
mehrfacher Integrale.

Auf den a-Ebenen des n-dimensionalen affinen Raumes A" (d.h. Unter-
rdumen der Dimension a) sei ein translationsinvariantes, stetiges,
positives MaB « definiert. Wir betrachten die Unterridume A, B, D

= A NBund Q : = A v B, Dann heiBlt A total normal zu B in D beziiglich
Q und B total transversal zu A in D bezliglich @, wenn bei fest vorge-
gebenem MycAy mit A4MB = D und 0 < «a (MO) < » fiir die Projektion

M von My auf A gilt: a (M) minimal. - A heiBt normal zu B in D
bezliglich Q und B transversal zu A in D bezliglich Q, wenn A total normal
ist zu jeder (d+1)-Ebene D, mit DcD,cB. Die Existenz eines normalen

A zu gegebenen DcBcQ ist trivial, die Eindeutigkeit von A folgt aus der
strengen Konvexitédt von a. Die Existenz eines transversalen B zu
gegebenen DCAQ ist dquivalent zur Konvexitdt von o, die Eindeutigkeit
von B dquivalent zur Differenzierbarkeit von a. (Nach Busemann und
Straus, Pacific Journal of Math., Vol. 10 No. 1, 1960). '
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KLEIN, F.: Eigenschaften von GraBmann-Kegeln Gg und ihre Bedeutung
fiir das Konvexitdtsverhdlten von Funktionen auf Gg.

Nach vorbereitenden Betrachtungen wird der Satz von LeichtweiB
und van der Waerden bewiesen: Seil RO€ Gg( O<r<n-1) und U eine Umgebung
von RO auf Gﬁe Dann gilt: RO ist ein innerer Punkt der konvexen

Hiille UH in Vg, (Nach Busemann, Ewald, Shephard, Math.Ann. 151, S.1-41)

MANDERSCHEID, U.: Zur Variationsrechnung mehrfacher Integrale.

Gegeben sei das Variationsproblem I = fF(x , Xuadt eeo dtp = min;

wobel G ein p—dlmﬂns1onales Parametergeblet und F(y 5 X )

P(x*, X%Xi) UkullF(x , XJ) und F(xT, XJ) auBerhalb der Nullstellen

dreimal stetig dlffefen21erbar ist. F(X XJ) induziert f(x 1, X ) =

. P(x7, Xg), wobei X9 : = p! XJB,,.XJpoDa P(x—, }x}]&, von der Klasse ¢’
. 1 p] :
ist, existieren die verallgemeinerten Ableitungen fI’ fIK von

f(x, XJ) nach ecinfachen p-Vektoren (vgl. W. Barthel, Arch. d.Math. IX
(1958)) - (x7, XJ(xl)) heiBt ein geoddtisches Feld, wenn die
Differentialform a[fY = dg E fI(xl, %0 (x1)) dxt1A...AdxTp) die

P

Nuflform ist. Unter Benutzung des Stokesschen Satzes leitet man aus der
Differenz des Variationsintegrals IE iilber die Extremale E (Losung
der Bulerschen Differentialgleichung), die in das geod&tische Feld

- eingebettet ist, und des Variationsintegrals iliber eine Vergleichs-
fldache E, die im geoddtischen Feld verl&duft und an den Réndern mit E-

Fplet, x9) - e (F, ¥ (x))xl) at'...atF =

® =ip (Y, %0, X (x Yyyatt...at?
die hinreichen WeierstraBsche Bedingung ab: Ist € (xT, XJ(xi))AIAK>O,
so liefert die BExtremale ein starkes Minimum. Die Legendre Bedingung
erhdlt man dann durch Entwicklung von £(xi, XJ, XJ(Xi)) : fIK(xi,XJ
(Xi)) AIAK I 1

>0 mit £ A" =0, A
Minimum. Dann wird noch ein Hinweis zur Konstruktion von geod&tischen

tibereinstimmt IE - I

I # 0 ist hinreichend fiir ein schwaches

Feldern gegeben.

MANDERSCHEID, U.: Legendre Transformation beil VariationSproblemen
: mehrfacher Integrale.

Es wird folgender Satz bewiesen: Unter Voraussetzung der hinreichen-
den Legendre-Bedingung (Bezelchnung wie oben) ist die Legendre
Transformation T: XI>XI = ffl(x ; X ) lokal eindeutig umkehrbar.

Zum Beweis benitzt man folgende Eigenschaften der Indikatrix Ie
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* (gegeben durch f(xi, XI)'= 1, bzw. die Parameterdarstellung XI=XI(na),
a =1, 200, P-(n=-p)) = (1)If ist eine p.(n-p)-dimensionale Fléche
auf dem GraBmannkegel, (2) zu jedem Vektor XIeIf gibt es genau eine
Hyperebene, die den Tangentialraum in XI an If unfaBt (Beweis: siehe
Wagner (s.u.)), und (3) da die Legendre Bedingung erfiillt ist, stiitzt

diese Hyperiladche die Indikatrix lokal. Fir ein vorgegebenes XI sei

C XIAI =1, ¢ > 0, die Schar der zu XI parallelen Hyperebenen; der

Berihrpunk® Xg einer Hyperebene COXIAI = 1 mit If liefert daher lokal

% Xé als Urbild von XI unter der Transformation T. Unter den ange-

ggbenen Voraussetzungen kann man globale Eindeutigkeit der Umkehrung
nicht erwarten (vgl. Vortrag von G. Ewald.).

. MANDERSCHEID, U.: Referat lber Wagners Arbeit: Geometrie eines Raumes

mit Arealmetrik und Anwendungen zur Variationsrech-
nung.

Mat. Sbornik T 19 (61) N 3 (1946)

In dieser Arbeit werden notwendige und hinreichende Bedihgungen fir
Extremalen eines Variationsproblems mehrfacher Integrale angegeben
und geometrisch gedeutet.

P. Eschmann
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