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Oberwolfach

~  Mathematisches Forschungsinstitut

Tagungsbe richt
Cohen's Unabhingigkeitsbeweise in der Mengenlehre.
2. bis 5. April 1965

Im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach fand unter Leitung
von Dr. .G. H. Miller einr Tagung statt, bei der iiber Methoden fiir
Unabhanglgkeltsbewelse in der Mengenlehre berlchtet wurde, die im
AnschluB an Paul J. Cohen's S&tze entstanden sind. Die Tagung

wurde sehr bereichert durch zahlreiche Diskussionen mit R,M. Solo-

vay vom Institute for

Ldvanced Study (Princeton).

Fiir die Uber-

nahme seiner Flugkosten ist die Tagungsleitung der National Science
- Poundation zu Dank verpflichtet. '

Teilnehmer:

Felscher; Dr.W.
Fenstad, Dr. J. E.
Prof.Dr.H.
Jensen, Dr.R.B.
Miller, Dr.G.H.
Oberschelp, Dr.A.
Oberschelp, Dr.W.
Rodding, Dr.D.

Hermes,

Schwabhiduser, Dr.W.

Schwarz, H.
Solovay, Dr.R.M.
Thiele, Dr.E.d.

Freiburg
Oslo
Minster
Bonn .
Heidelberg
Hannover
Hannover
Minster
Minster
Freiburg
Princeton/USA
Hannover

Nach einer einleitenden Ubersicht von G.H. Mulier stellte

R.B.

Jensen in neun Vortrédgen ausfiihrlich die von Scott, Fefermann

und Solovay angeregte Technik der generischen Modelle dar und gab
eine Modellkonstruktion, bei welcher die Kontinuumshypothese in

bestlmmter Weise verletzt wird. In einem weiteren Vortrag berichtete

-W. Pelscher iiber eine mehr an den urspriinglichen Cohenschen Ver-~

fahren orientierte Konstruktion sog. verallgemeinerter Godelmodelle,

die.von H. Schwarz unter Mitwirkung des Vortragenden ausgedacht

worden ist. Den AbschluB der Tagung bildete ein Vortrag von
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R.M. Solovay iiber messbare Kardinalzahlen und dic Kontinuumshypo-:
these. In dem anschlicBenden Kolloquiwm der Deutschen Vereinigung

f. Mathematische Logik und f. Grundlagenforschung er exakten

Wissenschaften gab R.M. Solovay weiter eine Zusammenfassung.der
nit den Cohen'schen Techniken bisher bewiesenen S&dtze. Ein Bericht

dariiber findet sich am SchluB dieses Tagungsberichtes.

Vortragsausziige:

Mﬁller, G. H.: Hauptziige der Cohen'schen Methode fir
Unabhdngigkeitsbeweise in der Mengenlehre:

Sei M = <mqw15:> ein Modell der Zermelo-Fraenkel'schen
Axiome einschlieBilich Fundierungsaxiom, ausschlieflich Aus-
‘wahlaxiom, und sei OnM die Klasse der Ordinalzahlen von M.
Eine von Gddel stammende (verallgemeinerte) Modellkonstruk-

tion GM angewandt auf eine "Zwischen"-Klasse U mit
OnM<fU*<UM fiihrt zu einem ZF-Modell GM(U)<:M. Um zu einem
ZF-Modell GM(U) zu gelangen, das z.B. die allgemeine Kon-
tinuumshypothese verletzt, muB man auf Grund von Resultaten
von Godel, Shepherdson und Cohen verhindern, da8 Gy (U)
Submodell von M wird. Dazu werden neue Grundpréddikate, z.B.

ein Prédikat Q(u,v), <u,v) €UXU ecingefithrt, fiir das an

Stelle der gewohnten universell erklidrten Belegung auf UXTU
nur ein durch eine lMenge indiziertes System von Teilbele-

:gungen auf Teilklassen V< UXU gegeben sei., An Stelle des

iblichen Folgerungsbegriffes tritt dann der Cohen'sche Er-

‘zwingungsbegriff, der sich als eine natiirliche Verallgemei~

nerung des Folgerungsbegriffes herausstellt. Setzt man nun

voraus, daB M abzidhlbar ist (Anwendung des Lowenheim-Skolem-

schen Satzes), dann gelingt es durch die (metamathematische)

Abzihlung aus dem System von Teiltelegungen wieder zu einer -

universellen '"generischen" Belegung von Q zu gelangen, die
aber allgemeinef ist, als die im Rahmen von M selbst defi-
nierbaren Belegungen. .BEs gilt denn der "Modellsatz", dem-
zufolge GM(U) fiur alle "geeigneten" Systeme von Teilbele-
gungen ein ZF-Modell ist. - Die Unabhidngigkeitsbeweise be-
ruhen nun wesentlich darauf, daB man in geschickter Weise
geeignete (= geniigend "dichte") Systeme von Teilbelegungen
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von Q wahlt, und mit dessen Hilfe die z.B, die allg.Kont.
Hyp. verletzenden Mengen "nennbar" mschen kann. Der Modell-
satz garsantiert dabei, daB stets weiter ein ZF-Modell voﬁ-
liegt. '

Jensen, R. B.: Natiirliche Modélle der Mengenlehre.

Die von P. Cohen entdeckte Methode zur Gewinnung von Unaﬁ-
hangigkeiten in der Mengenlehre wurde am folgenden Beispiel
erliutert: ’ ‘ :

M sei ein natiirliches abz&dhlbares Modell fiir ZF+KH+Auswahl-
axiom. Dann gibt es ein natiirliches Modell N> M fiir ZF+Aus-
wahlaxiom mit

‘ : (a) Ordnungszahlen von M = Ordnungszahlen von N
X 2
®) g = )y
(e) 2X_V = \\Lv+1 inN‘fiirvkzr
J \}
(@) 23 2 3yp
Y
2

(e) ¥ . [\b" £alls \zi >\ym1v1

S a4 sonst
(hierbei sind ¥ 5” festgewdhlte Ordnungszahlen von M
mit ¥ €¥"' ). In dem Beweis werden Ideen von Scott,
Fefermann, und Solovay benutzt. Der Satz ist ein Sonder-
fall eines von Easton bewiesenen Resultates.

" Felscher, W.: Bericht iiber verallgemeinerte Godelfunktionen,

:die fir kritische Formeln durch Mengen von Bedingungen be-
stimmt sind; Konstruktion verallgemeinerter Godelmodelle
‘nach einer ‘einheitlichen Methode von R. Solovay. Allgemeine.
Beweisbarkeit der Ersetzbarkeitsaxiome und, unter Zusatz-
voraussetzung, des Potenzmengenaxioms. Dabei allgemeine Vor-
aussetzung abstraktes Modell fir ZF mit abzahlbarem,
transitivem Submodell fur ZF. Zahlreiche der mitgeteilten
Sdtze wurden von Hubert Schwarz in dhnlicher oder gleicher
Form zuerst bewiesen. .

Solovay, R. M.: Measurable Cardinels snd the Continuum
‘ ' Hypothesis.

A proof was sketched that the existence of measurable
cardinaels (MC) implies neither the continuum hypothesis
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not its negation. In symbols
Con(ZF+MC) —==3 Con(ZF+MC+CH)
Con(ZF+MC) —>  CON(ZF+MC+-+CH).

Solovay, R. M.: Applications of Cohen's Method.

A general survey of results obtained using the Method of
Forcing was given. A list of the theorems presented will
Follow.For brevity let n@E) " be en abbreviation for: "If
Zermelo- Fraenkel is consistent, then so .is Z-F plus the
following:"

Models in which the axiom of choice fails: _
Theorem 1 (P. Cohen) (#). 1) The reals are not well-

‘ ' ‘orderable. 2) The countable axiom of choice for pairs fails.
‘Theorem 2 (R.M. Solovay). If Z-F + "there exists a weakly
inacessible cardinal" is con81stent then so is Z-F plus

the followings axioms: , _
1) The principle of dependent choices;

2) Every set of reals is Lebesgue
measurable;

3) Every set of reals has the property
of Baire,

4) Every uncontable set of reals contains
a perfect subset.

Theorem 3 (Jensen) (5ﬁ9 Countable Axiom of Choice 74;Pr1n-
ciple of Dependent Choices.
Theorem 4 (A. Levy) (#). 1) The resls sre a countsble
. union of countable sets; 2) Xo is cofinal with X1; '
‘ 3) Every well-ordered set of reals is denumerable.
Theorem 5 (Levy and Halperin) (%#7. The ordering theorem
the resls are well-ordered. '

From now on, Z-F includes axiom of choice.

Theorem 6 (Eeston). Let ﬁﬂ be a model of Z-F + "the genera-
lized continuum hypothesis" which is natural (*) and coun-

table. Let F: Oha;*(%ml be "Xl -definable".

We suppose that
1)< =f == F) < FP);
i VWV
2) cf,z%})\F( 1) > Kee |
(*) M=<u, 2> neist natirlich-ém2(e) =€ U ~U
transitiv "€" und "transitiv im .Sinne der Metasprache.
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E-and SN

‘Then there is a natural model ﬂ of Z-F such that

N oW e i

2) Ong = Ony
3) (X = (Kdy » for x € ongy
4) cf(x( of (X))

5) (2 A )31 ><F('V() ; (fiir &,,( regul'a‘.r.)

Theorem 7 (Tannenbaum) (#€). Souslin's Hypothesis is false.
Theorem 8 (Feferman) (#). There is no definable well-
6rdering of the resls. _
. Theorem 9 (Jensen) Let DL be a countable naturel model of
Z-F . Then J countable natural model 0N Dm such that

i

1) O gy = O"JL.
2) jnﬂ, 2>'<D(

‘=/°(+1,.

We need the following proposition.

(H). There exists a set S of functions from w to @ such
that § = X , end if f: w>© , Jg: wow, g € S such
that g(n) 2 f(n), for n€w -

Theorem 10 (Solovay). Let '62]1 be a countable natural model
of Z-F + CH. Let XT a cardinal of Z-F with

0f(><)>><,>\>x

. ‘ Then J countable natural models a, 8, such that

4 1) OMm Q‘ﬂ, (1 =1 2),
2) (XD( m ()ﬂ )m (i = 1,2)9
3) X,. in’ JL.

i
4) H is true in m~1 and false in ULQ

Theorem 11 (Solovay, Levy). If Z-F + "there exists a
measurable cardinal" (MC) is consistent,'then‘so are
Zz-F + MC + CH; Z-F + MC +.——(CH.

Theorem 12 (Solovay, Jensen); If A-E of Godel's orenge
monograph imply a theorem q)of Z-F, then P follows from
Z-F (which includes the axiom of choice).

H, Schwarz (Freiburg)
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