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T "a gun g s b e r ich t

Cohen's Unabhängigkeitsbeweise in der Mengenlehre.

2 t bis 50 April 1965

Im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach fand unter Leitung
von Dr o~G 0 Ho Müller einr Tagung statt ~ bei <ler über Methoden für

. .

Unabhängigke~ tsbevlei se in d~r Mengenlehre bericlltet vmrde 9 die im

Anschluß an Faul Jo Cohen's Sätze entstanden sind • .Die Tagung

wurde sehr bereichert durch zahlreiche Diskussionen mit R.Mo 8010­

vay vom Institute for Advanced Study' (Princeton). Für die Über-

tt nahme seiner Flugkosten ist die Tagungsleitung de~ National Science
Foundation zu Dank verpflichteto

Teilnehmer:

Felseher ? Dl'"l 0 Vi 0

Fenstad, Dro Jo Eo

Hermes~ ProfoDroHe
Jensen, DreReBo

~lüller, DroGollo

Oberschelp1 DroAG
Oberschelp, DroWo

Rödding 9 DroDo

Schwabhäuser9 DroWo
·Schvlarz, Ho

SolovaY9 DroRoMo

Thiele 9 DrDEeJo

Freiburg

0810

Münster"

Bonn

Heid?lberg

Hannover

Hannover

Münster

Münster

Freiburg

Princeton/USA

Hannover

Nach einer einleitenden Übersicht von GoHo Müller stellte

RoBo Jensen in neun Vorträgen ausführlich die von Scott, Fefermann

und Solovay angeregte Technik der generischen Modelle dar und gab

eine Modellkonstruktion? bei welcher die Kont~nuumshypothese in .

bestimmter Weise verletzt Vlirdo In einem weiteren Vortrag berichtete

. Wo Felseher über eine mehr an den ursprünglichen Cohenschen Ver­

fahren orientierte Kon8truktion sogo verallgemeinerter Gödelmodelle~

di e. von Ho Schwarz unt er Mi t\\'irkung des Vortragenden ausgedacht

worden isto Den Abschluß der Tagung bildete ein Vortrag von
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R.M. Soioyay über messbare Kardinalzahlen und die Kontinu~shypo-.

these. In dem anschließenden Kolloquit~ der Deutschen Vereinigung
fo Mathematische Logik und f. Grundlagenforschung· er exakten

Wissenschaften gab R~M. Solovay weiter eine zusammenfassung. der
~it den Cohen'schen Techniken bisher bewiesenen Sätze. Ein Bericht
darüber finde.t sich am Schluß dieses Tagungsberichtes •

Vortragsauszüge:

Müller, G.,H.: Hauptzüge der Cohen'sqhen Methode für
Unabhängig~eitsbeweise in der Mengenlehre:

Sei 1.\11 = <UM /. E) ein Modell der Zermel"o-Fraenkel' schen
Axiome einschließlich Fundierungsaxi~m, ausschließlich Aus-·
·wahlaxiom, un~ sei OnM die. Klasse der Ordinalzahlen von M.
-Eine von Gödel stammende (verallgemeinerte) Modellkonstruk­
tion GM angewandt .auf eine "Zwischen"-Klasse U mit

OnM<"U <UM führt zu einem ZF-1.\I1odell GM (U) <M. Um zu einem
ZF-Modell GM(U) zu gelangen, dasz.B. die. allgemeine Kon­
tinuumshypothese verletzt, muß man-auf Grund von Resultaten

von Gödel, Shepherdson und Cohen yerhindern, daß GM(U)
SUQmodell von M wird. Dazu·werden neue Grundprädikate 9 z.B.

ein Prädikat Q(u, v ), <u, -V € UX U eingeführt, für d"as an
Stelle der gewohnten universell erklärten Belegung s.uf U X U

nu~ ein durch eine Menge indiziertes. System von Teilbele-
'gungen auf Teilklassen V'e U XU gegeben sei. An· S·telle des

üblichen Folgerungsbegriffes tritt dann der Cohen'sche Er-
'zwingungsbegriff, der sich 8.1s -eine nB.türliche Verallgem~i­

nerung des Folgerungsbegriffes herausstellt. Setzt man nun·
voraus~ daß M abzählbar ist (Anwendung des Löwenheim-Skolem­
sehen Satzes), dann gelingt' es durch die (metamathematische)
Abzählung aus dem System von Teil telegungen ~}Tieder zu .einer

universellen "generischen" Belegung von Q zu gelangen, die
aber allgemeiner ist, als die im Rahmen von M selbst defi­
nierbaren Belegungen ... Es gilt dp.nn der "Modellsatz" , dem­

zuf'olge GM(U) für alle "geeigneten" Systeme von Teilbele­
gungen ein ZF-Modell ist. - Die Unabhängigkeitsbeweise be­
ruhen nun wesentlich darauf, daß man in geschickter Weise
geeignete (= genügend "dichten) Systeme von Teilbelegungen
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von Q wählt, und mit des'sen Hilfe die z.B. die allg.Kont.,

Hyp. verletzenden I\~engen "nennbar" mS.ehen kann. Der Modell­

satz garAntiert dabei, daß stets weiter ein ZF-Modell vor­
liegt.

Jensen, R. B.: Natürliche Modelle der Mengenlehre.

in N ·für v ~ t
(~" )M = (~v)N
2~v = ~ .

. t '1+ 1
~ ,

2 lJ -&. ~ ~...,.,
o \ ').

2~)f' := t\'\.~ 2f1 . falls :r ')..t >, (fin M

'" sonst&>. r l +1
(hierbei sindt ,~ 0 ' festgewähl te OrdnU1?-gsz~hlen von M

mit g < t' ). In dem Beweis werden Ideen von Scott,

Fefermann, und Solovay benutzt. Der Satz ist ein Sonder­
fall' eines von Easton bewiesenen·Resultates.

Die von P. Cohen entdeckte Methode zur Gewinnung von Una~­

hängigk~iten in der Mengenlehre wurde'am folgenden Beispiel

erläutert:
M sei ein natürliches abzählbares Modell für ZF+KH+Auswahl­

axiom. Dann gibt es ein natürliches Modell N~M für ZF+Aus­

wahlaxiom mit
(a) Ordnungszahlen von M = Ordnungsz~hlen von N

(b)

(c)

(d)

(e )

Felseher, W.: Bericht über verallgemeinerte Gödelfunktionen 9

:die. für kritische Formeln durch 'Mengen von Bedingungen be­

stimmt sind; Kon$truktion vera.llgemeinerter Godelmodelle

'nach einer "einheitlichen Methode von R. Solovay. Allgem~ine.

Beweisbarkeit der Ersetzbarkeitsaxiome und, unter, Zusatz­

vorauss.etzung, des Pot'enzmengenaxioms. Da.bei 8.11gemeine Vor­

aussetzung: abstraktes Modell für ZF mit abzählbarem,
. ~ ,

transitivem Submodell für ZF. Zahlreiche der mitgeteilten

Sätze wurden von Hubert Schwarz in ähnlicher oder gleicher

Form zuerst bewieseno

Solov.ay, R. M.: Measurable Cardinels and the Continuum
~ Hypothesis.

A p~oof was sketched that the existence of measurable

cardinels (MO) im~lies neither the continuum hypothesis
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not its negation. In symbols

Con(ZF+MC)

Con(ZF+MC)
--->~. Con(ZF+MC+CH)

-->~ CON (ZF+MC+ ,,'CH) •

Solovay, R. M.: Applications cf Cohen's Method.

A genera.l survey of resul ts obt.ained using the Method of

Forcin~ was given. A list of the theorems presented will

FollowoFo,r brevi ty let "f#)" be B.n a.bbrevi~ltion for:, ·"If

Zermelo-Fraenkel is consistent, then so :i8 Z-F plus the

following: l1

Models in which the axiom cf choice fails:

Theorem 1 (P. Cohen) (#). 1) The reals are not well­

,order8ble. 2) The countable axiom of choice for .pairs fails.

Theorem 2 (R.rJ.Io Solovay). If Z-F + "there exists B. we8.kly
. .

in8.cessible 'cardinal" is consistent, then so 'is Z-F plus

the followings axioms:

1) The princip~e of dependent choices;

2) Every se.t "of ren.ls is Lebesgue
mea.sura.ble;

3) Every· set of renls has the property
of B'aire;

4) Every, uncontable set of ree.l's contains
aperfeet subset.

Theorem 3 (Jensen) (#). Countable Axiom of Choice ~prii1­
ciple of Dependent Choiceso
Theorem 4 (A. Levy) (~). 1) The reals are a counteble
union of countable sets; 2) Xo is cofinal wi th )(1 ;

3) "Every well-ordered set of re~ls is denumerpble.

Theorem. 5 (Levy ~md H8.1perin) (#). The ordering theorem

the 'reAls are well-ordered.

From now on, Z-F includes axiom cf choice.

Theorem 6 (Ep.ston). Le"t aDL be a model of Z-F + tI the gener8.­

lized continuum hypothesis" which is natural (*) and coun-

table •. Let F: Oh'U\ '> Ol'l~ be II Mt. -definFJ.ble".

We suppose that

1) 0< ~P --7 F (0() ~ F (0) ;

) ~~)( ) X2 cf ;(V F ( ) > / c:I\

(*J 'DÖl=<U,n> h~:ißt natürlich--~f.)Jl(€) =E ~ U. '"'Ll
transitiv "f tt und "transitiv im.Sinne der Metasprache.
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"Then there is a natural model" n of' Z-F au·eh that

1) m G öl
2) On. = Onn

3) ( Xl'.(,)aut = ('XO{)at ' for 0( e OnMl

4 ) cf (~ )/n)l = cf ( ~)~'l

5) (2Xoc.)~ = 'xF(-<) , (für \0( regUlär.)

Theorem 7 (Tannenbaum) (~). Souslin's Hypothesis is falsß.
Theorem 8 (Feferman) (~). There is no definable well­

ordering of" the re81s.

Theorem 9. (J ensen). Let ~ be a countable natural model or
Z-F • Then "3 countable natural model 31. ?Dln. such that

1 ) 0",a3l. = 0 .. OL .

2 ) Jn 01, 2~O< =><
. t>(+~

We need the following proposition.

(H). There exists 4 set S of functions fram w to·w such
that S = X , and if f: W-+ CJ, "3g: W-4W ; g t S such

I " "
tha,t g(n)?: f(n), for n e w

Theorem 10 (Solovay). Let 02fl be a countable natural model

of Z-F + eH. Let X,," a cardinal of Z-F wi th

cf ( ><1:) > ><0' X:r ")r )\.

Then 3 countable natural models Ol" (fi.2. such that

1 ) OM~ == Q.;ni (i = 1, 2) ,
1,-

2) (X~·)Wl = (""~>m.; (i = 1,2),
X0 ,,: "..~.

:3 ) 2 = "-a- l.n 31 i
4) H is true in ID1 arid false in Ot2 .

Theorem" 11 (Solov"ay, Levy). If Z-F + "there exists a

measura.ble cardina.l t1 (1\1C) i·s consistent, then' so are

Z-F + Me + eH; Z-F + Me +.~CH~

Theorem 12 (Solovay, Jense~). If A-E of Gödel's orange

monograph imply a theorem ~ cf Z-F, then ~ follows fram

Z-F (which includes the axiom of choice).

H. Schwarz (Freiburg)
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