
1 ~JIattJ.eQatisches Forschungsinsti tut

Oberwolfach

BERICHT

Arbei tsgenleinschaft über gan.zz2_hlige Darstellungen

19. bis 25.4.1965

Die Tagung wurde von Prof. Dr. W. Gaschtitz (Kiel) und

Prof. Dr. W. Jehne (Heidelberg) geleiteto Die weiteren Teil-

Die ltrbeitsgemeinschpft entwickelte Ruch dies~pl die gewohnte

~nrc~ende Atnosphäre. Mpn beschäftigte sich mit den mRnnig­

fp.ehen l-ispekt"en der Theorie gpnzzAhligGT Darstellungen von

Gruppen und Algebren, die in elf Vorträgen skizziert wurde.

Besonders hervorgehoben v~rden einige neuere Ergebnisse:

Sätze von Heller-Reiner, BRss-Serre und Swqn.
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Vort:räge...

Knebusch, M.: Gitter über dedekindschen Ringen. (1)

Ein Modul M über einem kon~utRtiven Ring R mit 1 heißt Gitter,

wenn er endlich erzeugt und projektiv ist. Sei R" ein Integri­

tätsbereich, K sein Quoti~ntenkörp8r. Ein R-Teiloodul von K

heißt (gebrochenes) Ideal, wenn er I 0 ist~ und seine Elemente

einen gemeins8IDen Nenner h~bene

Id8ale sind genau dqnn projektiv, wenn sie invertierbar sind;

insbesondere sind sie dann auch Gitter. Sind alle endlich er­

zeugten IdeRle von R Gitter Cd.h.,"R prüferseher Ring) 9 so

gilt für endlich ·erzeugte R-Moduln M:

M projektiv ~ ;>lvI torsionsfrei ~ ~l\1 d.irekte Sum~!e von Ide8.1eno

Sind M = 't"tl x l El7 ••• ffit'4n xn , N = &IYI Ef) ••• ®~nYn Gitter in

einem. n-diYi1IJnsionp.len K-RB.UIn V 111 i t Thl::> l~ (tJI., -6:.- Ide8.1e), so ist
- 1. l

"~ J'
lvI = N (==> fla- = a ,/~·,

l J
wobei a = det(aij ) rlit Yj = L X i 8.ij • Ist R sogFlr dedekindsch,

so gilt:

Sei R dedekindsch. Mpn betr8chte die Lokplisierungen M,eines

R-Gitters M (~: Primideple von "R)o Es gilt der S8tZ: An end­

lich'v~elen Stellen.lessen sich die Lok01isicrungen eines
*Gitters beliebig vorgeben. Sei K~ die Komplettierung von K

* ~ *bezüglich ~, R~ der Ring der gpnzen Elemente von Kq •

~ * * r *Zu einem ~-Gitter IvI kr-mn man d:'J.s R? -Gitter M? = M ® R~

bilden;H~ ist der topologische AbschluB von .M in R

* * * *V~ = 1\1 ~ Kr- • Sei V ein K-Rqum: Jedes, R-;e -Gitter von V~

tritt als Komplettierung gen~u eines R~-Gitters von V auf.

Hoechsmann, K.: DRS hignAnsche IdeRl. (2)

Sei Rein Integritätsbereich, reine R-jlgebra mit Eins.

fljl,N ,X 9 Y seien r -Moduln. I\;1,N, r seien p.ls R-lVIoduln endlich

erzeugt und torsionsfrei. Fü~ a ~ R heibt M R-projektiv,

wenn zu jedem r -Epimorphismus E : X ~ y 8.• Hom (l\~, y) C

C E(Horn (M,X)). Die Menge der ~ ~ R ~it M R-projektiv ist

ein Ideel d(M)~ für ~elches folgender S8tZ gilt: Sei ~ C R

eine mul tipliketive Hplbgruppe (0 Et tc ); dA.nn ist Mrt proj ektiv
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über rn <-> d (M) n 'lt -I 0 (dpbei bedeutet !VI Tl das

Tensorprodukt 11 x R ,R n den Quotientenring bezüglich Tl)·
li n r--'

Ist R dedekindsch, so gilt d (M) = ~ d (M 1- )·
r heitlt se]2arabel, wenn rals re-riIodul projektiv ist, wobei

r e = r~ ('0 und ro die zu r anti-isomorphe Algebra bedeutet
R(r e -Linksmodul = r -Bimodul ). Ist r sepa_rabel, so ist jedes

(R, r )-Gi tter,( r -1\[odu1 9 vTelcher als R-Modul ein Gitter :Let)

voll-reduzibel. Die IvIenge der a L R, für die r als re-naodul

a-projektiv ist, heiwt d8.S higmansche Ideal von r und wird

mit i (r)bezeichnet. Es ist also r 11 separabel <=) i (r) 1\ rt ~ cf.
Für einen Gruppenring r = RG (G: endliche Gruppe) ist
i(r) = (G:l)·R •

deM) besteht aus allen CI € R, derart,daW a· Extr(M,X) = 0

für alle r -Moduln X. Ist R dedekindsch und deM) ~ 0, so ist

Ext~ (M,N) kanonisch isomorph zur direkten Summe über alle

PrimsteIlen 1- der Lokalisierungen Ext ~ (M
7

,N~) für alle

r~ 1. ~

Bemerkung: In den Vorträgen 3 bis 7 ist R dedekindsch
9

reine

R-Algebra, die als R-Modul ein Gitter ist. M,N bezeichnen stets

(R,f)-Gitter, d.h., r-I\aoduln, die als R-Moduln Gitter sind.

Ferner ist K = Quot(R).

Jehne, W.: Die lokale Theorie der (R,P)-Gitter.

Vorangestellt wird die bekannte Beschreibung von Gittererwei-

terungen 0 ) N ) E --7 r~ ~ 0 durch Derivationen

('Bindungsfunktionen') von rin HOffiR(M,N). Die Gruppe t(M,N)

der Erwei terungsklassen ist isomorph zu Ext~e (r,HOffi
R

(M,N)) •

Für den Rest des Vortrags sei-R ein diskreter Bewertungsring

mi t prim~deal ft · Abkürzend schreiben wir Rk = R/1 k , lk = f/1kr ,

Mk = M/~ M, usw. .

Ist <Je ein im Ja.eobson-Radikal eines beliebigen Ringes A ent­

haltenes Ideal, so folgt aus dem Lemma von NakaY8ma für endlich

erzeugte, projektive A-Moduln P und pr, daß sich jeder Homo-

morphismus Y' : p/~p --~ p'/()t,pt zu einem y;: P "> pt an-

heben lä~t, wobei Sur- oder Bijektivität von ~ jeweils die

entsprechende Eigenschaft von ~ nach sich zieht. Diese Bemer­

kung führt zu der Aussage: Sei i(P) = 1 ko , k > k
o

'

r : Thlk ~ Nko; dpnn lä.wt sich
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der vergröberte Homomorphismus

r: I\1k _k --~ Nk - k zu einem 'f: rlI > N anheben. Es
o 0

folgt ein Satz' von Maranda: M~ N <=) Mk ~Nk für ein
*k > k. Für den Fall R = R (also R komplett) wird gezeigt 9o

daß J\!I reduzibel ist, falls IVIk (als (Rk , r
k

) -Gi tter) für ein

k > 2k reduzibel ist. Dabei benutzt man die eingpngs erwähnteo
Beschreibung von Gi tterer1l.reite~ungen. Aus dem Be~neis ergibt

sich der Zusatz:

Mk"direkt zorlegbar für k > 2ko ~ M direkt zerlegbar.

SchlieBlich folgt (da rk artinscher Ring) die Gültigkeit des
) *Satzes von Krull-Schmidt für den Fall R = R 0

Böge, S.: Geschlechter von Gittern. (4)

Sei K· ein a.lgebra.ischer ZR.hlkörper 7 R seine T'I1aximalordnung,

A eine separable K-Algebra und reine R-Ordnung von Ä. Es

werden (R,r)-Gitter M,N, ... betrachtet, die in einem festen

A-Modul V liegen. Das Geschlecht von M besteht BUS allen N mit
* *M,.~N1' für alle 11 • Nach Vortrag 3 besteht diese Isomorphie

automatisch für alle 1 i(P), und da man nach Vortrag 1 end­

lich viele Komponenten be~iebig vorschreiben kann, gilt für

die Anzahl g der Geschlechter
~

g= ßg1/- *
wobei g1! die Anzahl dor Isomorphieklassen in V

lI
ist. Nech

Vortrag 3 ist g~ < CO, da die Ringe H/1fk in unserem Falle

endlich sind. Also ist g < ro •

Zur Bestimmung der Anz8hl der Isomorphieklass.en im Geschlecht

eines festen Gitters M sei V zunächst A-irreduzibel und D sein
Endomorphismenschiefkörper. Man sieht leicht ein, da~ N genau

dann dem Geschlechte von M 8ngehört, wenn es ein Y in der

Idelgruppe In von D gibt mi t 'f ~~1 = N. Ferner ist N~M genau

d2nn~ V\Tenn es ein· entsprechendes Hauptidel ( 'f E: DX
) gibt.

Die Anzahl der Isomorphieklassen im Geschlecht von M ist also

gleich der .Anzahl der Doppelnebenklassen DX'f U (M) ('f ~ I
D

),

wobei U(M) die (offene) Untergruppe derjenigen.~bedeutet,

für die 'fM = M. Aus der KOI:lpaktheit von IO/rf- (±O = Idole

der Norm 1) folgt sogleich die Endlichkeit dieser Zahl. All­

gemein folgt sie durch Induktion nach der Länge der Kompo-
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sitionsreihe von V unter Berücksichtigung der Endlichkeit von

t (~\[ 9 N) ~

JRcobinski, Ho: Darstellungen einer Gruppe von Primzahlordnung
über_Z. (5)

Hier ist R = Z~ G eine Gruppe der Ordnun~ p, und ~der Gruppen­

ring ZG. Sei Kp der Körper der p-t~n Einheitswurzeln, q seine

Maximalordnung und 1 das über p liegende Ideal von 0-. Identi­

fiziert oan die Gruppenalgebra QG mit Q ffi Kp ' so findet ~an r
in der MaxiQalordQ~g B = Z &1T wieder und zwar als Urbild der

Diagonalen unter der kanonischen Abbildung B ~ Z/p $ Z/p = B
(man beachte, daß tri" -:::: z/p kanonisch). Die Diagonale vo~ B
heilJe k (k ~ Z/p), der Kern Zp ffi 11 der Abbildung B ~ B

werde mi t r bezeichnet.

Die (z 9 B) -Gitter sind leicht zu kla.ssifizieren·. Ist Lein

solches, so zerlegt es sich entsprechend der Zerlegung von B
......, ~ ... ~

in L E11 LI. Recluktion nlodulo FL liefert einen B-Modul L Ci) L
1

0

o ~ ~ 0 .,

L ist durch die Irrv~rianten /A- = diIJkLo ' )/'= dimkL
I

und die

Steinitz-Invariante c(LI ) des ~-Gitters LI eindeutig festge­

legt.

Einem (Z,r).-Gi tter lVI ist auf natürliche 'Veise ein (Z 9B)~Gitter

L = BM zugeordnet. Man hat also (Z,(')-Teilgitter M von L zu
: ~

untersuchen, die L über"B erzeugen. Das Bild M in L ist d~rch
--,,...., . ~ ,.y

die Zahlen r = dimk(L n M)9 s = di~k(Ll n M) und
~ 0 ~

t = dimkM - (r+s) bis auf Auto~orphismen von L eindeutig be-

stin1mt. Es gilt nun der Satz, daß r,s,t und die Ide8.1klasse

c(L1 ) von K ein vollständiges und bis Ruf die Bindungp .
"s = t = 0 :;> c(Ll ) = 1" unabhängiges Invariantensystem der

Isomorphieklasse von M bildeno

Es gibt 2h + 1 Isomorphieklassen unzerlegbarer (Z,r)-Gitter,
wobei h = Klassenzahl von Kp .

Behr, Ho: U~~e~legbar~_~odulnüber einem Gruppenringo (6)

Sei G eine endliche Gruppe, R der Ring der ganzen Zahlen in

einem algebraischen Zahlkörper K. Wir bezeichnen mit n(RG)

die Anzahl der Isomorphieklassen unzerlegbarer (R,RG)-Gitter.
-1(-

Entsprechend: n (R~ G) 9 n (R~G) usw. . Für Primzahlen p bedeute

Gp eine p-Sylowg~uppe von G.
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Satz: n(R~ Gp ) < co (ylp) für alle p => n(RG) < 00.

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

I. Sei R' = (r ~ KI r g~nz für alle ~ I(G:l)}. Dann gilt:

n (RG) < (X) <=> n (R 'G) < CX). Da.bei ~:vird die Tats ache ausgenutzt,

daß für einen Ring S Bit R C S C K jedes SG-Gitter durch Ko­

effizienteneTweiterung aus einem RG-Gitter entstehto

11. n(R'G) < ro <=> n(R
1

G) < 00 für alle f I (G:l). Sind M,N

R'G-Gitter j so ist N genau denn direkter Summand von M~ wenn

jeweils R1 N direkter Sunnand von R1- M ist für alle; I (G :1) •

Teil (=> ) von Aussage II ist trivial, da jedes R1- G-Gi tter

aus eineIlI R 'G-Gi tter ilentsteht".

111. n(R7 G) < CD => n(R~ G) < m • Man schließt wie in (11)

I11i t -Hilfe des LeI:llnaS 9 dal~ I'I genau dann direkter SW11Eland von ~"~

* *ist (M, N R'1 G-Gi tter), wenn dies für R~ N und R~ M gilt. Der

Schluß in umgekehrter Richtung funktioniert nicht mehr.
* *IV. "f Ip, n(R1 Gp) < 00=> n(R'1 G) < 00. Für den F811 R = Z

folgt aus dem hier bewiesenen Satz Teil «=) des Satzes von

Heller-Reiner-Jones: n(ZG) < 00 <=> G zyklisch der Ordnung
< p2 für alle p. p

Kneser, M.: Der S8tZ vop Heller-Reincr-Jones! d(7")-
..~.:;

Sei R lokaler Ring zu einem Primideal 1 eines algebraischen

Z8.hlkörpcrs. Es V\rird hier bevTiesen, da13

Satz: n(RG) < CD => n(K*Gp ) ~ 3 (1/ p ).

Falls es sich um den rAtionalen Zahlkörper hpndelt, folgt

hieraus der noch fehlende Teil des Satzes von Heller-Reiner­

Jones. Urrr die ÄquivR.lenz der in (r) bis (IV) des letzten Vor-
. .

trages gemachten Endlichkeitsaussagen auch für den allgemeinen
-x-

Fall zu beweisen, müLte noch gezeigt werden, daß nCK G ) < 3
* p -=> n(R Gp ) < 00 • Ob dies stimmt, ist (bis auf den rationalen

FR.II) noch unbekB.nnt.

*Zum Bew8isc des obigen Satzes, sei n. (RG) die AnzRhl der un-

zerlegbaren RG-Gitter, die auch beim Übergang. zur Komplettie­
*rung R unzerlegbar bleiben. Ein Standardargument mit dem

* *Satz von I(rull-Schmidt für R zeigt, dajj n(RG) < 00 => n (RG ) <CD.
p

Der Rest des Beweises stützt sich auf folgenden Satz von Dade

(in leichter Abwandlung): Sci G eine abelsche p-Gruppe mit
*~Ip, und sei n(K G) 2 4. Dpnn gibt es zu jeder nRtürlichen

Zehl nein unzerlegbares R*G-Gitter M mit K*M ~n(K*G)
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(frei er IHodul rrl~t 1; 11 Erzeugenden). Hieraus folgt nun 7 daß

n(K*G ) > 4 =) n* (RG ) = C). Die Voraussetzung II Gp abelsch if

p ~ P
ist für uns unwes8ntlich~ da Dan im nicht-abelschen Fall zur

maximalen abelschen E'aktorgruppe übergehen kann, welche dann

nicht zyklisch ist und deshalb mindestens 4 unzerlegbare Dar-
*stell~~gen über K hpta Der Satz von Dade gilt übrigens auch

.,~ ->E-

für R~K anstelle von R ~ K 0

Kunz, E.: Der Satz von Bass-i~rre. (8)

In diesem Vortrag ist R noethersch, reine endlich erzeugte

R-Algebra, M ein endlich erzeugter r-Modul. Wir betrachten

das Spektr~m X der maximalen Ideale von Ro Der f-Rang f(M)

von M ist das Maximum der ZRhlen n, derart, daß n~ (frei vom

Range n itbeI~ I~) direkteI~ Summa.nd der Lokalisierung I\a fürx x
alle :{ E: X ist 0

S8"t~~ ....C~.?~.?=.§~~~!~.~e 2~ Ist der f-Rang von T\1 gröBer 81s die Dimen­
sion von X, so ist r~direkter Summand von M.

Ein System S = {s11 ... 9sh} ~M heiUt frei und direkt im

Punkte x, wenn der von ihnen erzeugte Teilmodul von Mx frei

und direkter Silllmand von M isto Die Menge R(S) derjenigenx
x E Xy in denen S frei und direkt ist, ist offen in X, und ist

gen8.u d8.nn gleich X, Vlenn S einen freien, direkten Sumlnanden

von M erzeugt. Ist S frei und direkt in ~ und S' ein zweites

System derselben Länge h und mit denselben Werten (Restklassen

. mod x~.1) s i 0 (x) = s 0" (x) in x, so ist 8.uch S' frei und direkt in
l l

x. AIJ_c ffi2.ximaJ_en, in :x: freien lInd direkten Syst"eme hR.ben die

gleiche Ltnge 0 DV.. rcl'1 Indulction rtA.ch k ~" 0 1}Tird nun der folgen­

de Satz bev'ie8en"~ Sei F C X abgeschlossen 7 {sI' ..• ' sh} c lVI
frei und Qirekt Ruf dem KODp~ement C(F), und sei k eine Zahl

zwiscb_en 0 llnd f(l\1)·-h einsc11J_ieJjli~h. Da.nn gibt es zu vorgegebe-

nen Punl:ten Xl~ ••• ,An E: F ,-md Werten vI' ... 7Vn (vi E: M/xß.1)
ein sEM und eine abgeschlossene Menge F' C X mit

(a) [sI' , .. ,sh,sj frei und direkt auf C(F u F')7

(0 )

(c)

3 (x_~) .:..: 'I. ,
...L l
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Armbrust 9 M.: Projektive Moduln - lokal. (9)

R sei ein kompletter, diskreter Bewertungsring mit QuotiGnten­

körper K. r sei R-Ordnung in einer separablen K-Algebra, Mein

projektives (R 9 r)-Gitter.

Dann ist NI "'-' ii1 ( r 8 1 ) (& ••• 6) ri (re) mi t geeigneten Viel-
- r r

fachheiten n i , wobei feil minimale orthogonale Idempotente vonr
bedeuten. Dies Ergebnis folgt sofort aus dem Satz von Krull­

Schmidt, es wurde jedoch p.uch ein BGiTveis skizziert 9 der ohne

diesen Satz auskommt.

Puppe, D.: Projektive Moduln - global. (10)

Ist /\ ein artinscher Ring mit Radik31 ~, so besteht eine

eindeutige Beziehung zwischen den unzerlegbaren projektiven

A -Moduln PI' ..• ' PTI (direkte Summanden von Ä) und den irre­

duziblen ~-Moduln P1, ••. ,P : es ist P. ~ P./~P.• Bei die-n l l l

ser Basi·svlElhl für die Grothendieckgruppe P (/\) der (endlich

erzeugten) projektiven A-Moduln bzw. für die Grothendieck­

gruppe G(A) 811er (endlich erzeugten) A -I'1oduln, wird die

kflnonische Abbildung P (1\) --~ G( 1\) gere.de durch die

klassische CprtRn-Matrix c(/\) gegeben. Ist det c(/\) 1 0
9

so

folgt für projektive Moduln P und P': pt und P sind genau dann

isomorph, wenn sie dieselben Kompositionsfaktoren h~ben.

Seien R,K, r ,X ~1irie in Vortrag 8, r 8u13erdem noch R-projektiv,

P und P' endlich erzeugte r -proj ektive r-IVIoduln.

I. R lokal mit maximalem Idep.l x. Es sei det c ( r /xP) ~ O.

Dpnn gil t : K ~ P IV K ~ p' =) P /V P , •
R - R -

Also: . I( ® P frei vom Rpnge n über Kr ==>- P frei vom
··bR rRange n u er .

11. R noethersch, det c ( r /xr) =t= 0 für alle x C X. Ist K Q9 P
Rfrei 'vom Rpnge n über Kr 9 80 ist P frei vom Range nx

über r für alle x ~ x.x
111. Dies setzt man mit dem Satz von B8ss-Serre zu folgendem

Satz über Gruppenringe RH (H: endliche Gruppe) zusammen:

K ~ P frei vom RR,nge n über Kr rni t n > dirn X => rist
R"

. direkter Summand von P •

.N.B.: Ne.eh Brp.uer-Nesbitt ist c (A) nicht singulär, wenn /\

Gruppenalgebra über einem Körper ist. "
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tom Dieck, T.: Gruppenringe über Dedekirl;dschen Ringen. .( 11 )

"Hier ist R wieder dedekindscho Es sei H eine endliche Gruppe s

p endlich erzeugter~ projektiver RH-Modul. Es wird vorausge­

setzt~ daß K die Char?~teristik 0 hat.

Satz: Ist 1 das einzige Element von H9 dessen Ordnung Einheit

in R ist, so gibt es eine Zerlegung P ~F @ Po mit F frei

über RH und P projektives Linksideal von RH.
o

Mit Hilfe der Ergebnisse von Vortrag 10 folgt dies aus dem

Satz, daß (unter denselben Voraussetzungen über Einheiten)

K ~p über KR frei ist. Dieser folgt wiederum aus einem Satz
R

über die kanonische Abbildung A,: P(RR") --7 G(KH) der

projektiven Grothendieckgruppe von RH in die volle Grothen-

.dieckgruppe von KH (NoBe: alle unsere Moduln sind endlich er­

zeugt). Es gilt nämlich für KR-Moduln M mit zugehörigem

Charakter ~M : lvI E::: Bild( .::l) <=> ~M(g) = 0 für alle g E::: H,

deren Ordnungen Nichteinheiten von R sind. Es wurde nur Teil

(=» dieses Satzes beiNiesen, da. er ja zum Bevveis der obigen

satze ausreicht 0
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