< : [E20/000¢,
Mathematisches Forschungsinstitut -
Cberwolfach

Thgungébeéricht
Funktionalgleichungen

vom 5. - 1¢. Juli 1985 (3. Tagung)

1) Vom 5. Bis 10. Juli 1965 fand im Mathematischen Forschungsinstitut Cber-
wolfach‘die dritte Tagung liber Funktionalgleichungen unter der Leitung der
Professoren J. AZE‘:L (Debrecen-Xéln), ©. HAUPT (Erlangen) und A. OSTRCWS-
KI (Basel) statt.

Erdffnet wurde die Tagung mit der Begrilung durch Herrn Professor HAUPT.
Sodann nahm Herr CSTRCWSKI den 70. Geburtstag von Herrn MAIEP zum An-
laB, um kurz auf das bisherige Werk dieses uele‘arten 1nsbesondere aus dem
Gebiet der speziellen Funktionen und Funktionalgleichungen hinzuweisen. An-

schliefend begannen die Vortrige.

Wie bei der letzten Tagung kam zunichst wieder der Problemkreis der Abel-
schen Funktionalgleichung zur Sprache: diesmal aber handelte es sich vor
allem um die Frage der Eindeutigkeit der Lésung sowie um die damit zusam-
menhédngenden Probleme der stetigen Iterierten. Letztere Probleme wurden

in einigen spéteren von der Abelschen Gleichung unabhingigen Vc;rtriigen wei-
ter verfolgt. Ein Leitmotiv anderer Vortridge kann durch die Stichwsrte Funk-
tionalgleichungen iiber Vekturriumen und Algebren gekennzeichnet werden.
Daneben kamen diesmal auch Funktionaldifferentialgleichungen und Funktional-

gleichungen fiir Distributionen und Mengenfunktionen zur Sprache. Andere Vor-

trage legten erneut beredtes Zeugnis ab von der Fille der Beziehungen, die
sich von der allgemeinen Fragestellung der Tagung zu den verschiedensten

anderen Gebieten spannen.

Bei der Tagung von 1863 waren ungeldste Probleme in einer Liste zusammen-.
gefallt worden, Erfreulicherweise konnte diesmal einem Bericht liber den
Sfand dieser Probleme entnommen werden, daf eine ganze Anzahl von ihnen
inzwischen teilweise oder vollstindig gelést worden sind und zu neuen Prob-

lemstellungen Anlafl gegeben haben.

?) Die diesjidhrige Tagung wurde auch deshalb fir die Te11nehmer eine Tuelle
reicher Anregungen, weil eine Reihe neuer Fragenkreise zur Behandlung ka-

men. Auch fiir das nichste Jahr ist schon mit vielen neuen Ergebnissen und
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Methoden auf unserem Gebiet zu réchnen; daher ist auf unsere Anregung hin
von der ins.titutsleitung fiir Juni 1966 dié vierte Taglng tiber Funktionalglei-

chungen vorgesehen.

3) Es ist erfreulich, dafl so viele der Eingeladenen trotz mancher administia-
tiver Schwierigkeiten ommen konnten. Insgesamt waren 1& Teilnehmer an-
wesend, davon 14 aus dem Ausland,und zwar ¢ Amerikaner, 1 Franzose,

1 Israeli, 1 Jugoslave, 1 Kanadier, 2 Polen, 1 Schweizer und 5 Ungarn. Die

Teilnehmer waren die folgenden:

Teilnehmer:

‘Aczé€l, J. Debrecen, Ungarn; z. Zt. Ko6ln)
Coifman, K. Tel Aviv, Israel, Genf, Schweiz
Eichhorn, W., Wiirzburg

Fenyd, I., Budapest, Ungarn; z.Zt. Rostock
Haupt, C., Erlangen

Henney, D., Washington, USA

Hosszd, M., Miskolc, Ungarn

Kdrteszi, F., Budapest, Ungarn
Kiesewetter, H., Rostock

Kucharzewsizi, M., Katowice, Polen
Kuczma, M., Katowice, Polen

Kurepa, S., Zagreb, Jugoslawien

Maier, W., Jena

MC®Kiernan, M.A., Waterloo, Canada
Meynieux, R., Clamart, Frankreich
Cstrowski, A., Basel, Schweiz

Thiesman, H.P., Alexandria, USA

Vincze, E., Miskole, Ungarn

4) Kurzfassungen der Vortrége sowie die Problemstellungen und Bemerkun-

~gen folgen (getrennt voneinander) in chronologischer Reihenfolge.

MAIER, W.: Abbau singuldrer Linien.

Fiir abc # o, s # 1,2, bilde man mit Riemann’s {-Funktion die L&sung des
Systems

(1) V(a, b)
(*)

Mit b/a = @ und | arcw| <m ist V(1,w) inw analvtisch und in s meromorph.

c;s V(ca, cb) = V(b,a) =
V(a, a+b) + V(b, a+b) + (a+b)”%¢(s) .

Die Halbachse w < o ist dann eine singuldre Linie von V(l,w) = V(») und
das Néherungsverhalten bei rationalen p/q< o kann nach Kluyver analysiert

werden. Es miissen dazu auer V(w) weitere analytische Funktionen und
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deren Funktionalgleichungen beriicksichtigt werden. Wahrend V(w) in einer
geschlitzten Ebene existiert, kénnen ihr eindeutig automorphe Fuﬁktionen

einer w-Halbebene zugeordnet werden, mit w < ® als natiirlicher Grenze,
(=]

¥ UCZMA, M.: Konvexe Losungen der Abelschen Funktionalgleichung

Es sei f(x) eine in einem Intervall (a,b), -« < a<b< +», konkave Funktion,
so dal a< f(x) < x in (2,b), f (x) > o fast iiberall in (a,b) und

hmx-»a+o f’ (x) = 1. Dann besitzt die Abelsche Funktionalgleichung

Alf(x)} - A(x) = 1 eine bis auf eine additive Konstante einzige konvexe Ldsung
in (a,b). Daraus ergibt sich auch, daf f(x) eine einzige reguldre Iterations-

gruppe zuldgt.

CCIFMAN, R.: On the unicity of solutions of the Abel-Schréder functional
equations. '

We say that the continuous function ¢ is regular-A at b if the limit

lim (A x+b) - w(x+Db)
X-+0 co()\ox+b) - o(x+Db)

exists for every X\ > o, .()\O is fized). Let f be a continuous increasing func-
tion defined for x € [C, ao] such that O< f(x) < x, x# 0. We have the fol-
lowing theorem: The necessary and sufficient condition for the functional
equation
f(o(x)) = w(ax-1), o<a<l
to possess a solution regular-A at 1/(a-1), is that the limite
lim n®) - fn(ao )

n-e fn+1(ao)~ fn(ao)

= A(x)

. exists and that A is a continuous monotonic function. Morever the regular-A

solution such that cp(ao) =a_ is unique.

KARTESZI, F.: Uber die Funktionalgleichung f(g(x)) = g(f(x)) und die
Thomsen-Bedingung.

Es wurde eine allgemeine elementare und anschauliche Methode fiir die Be-
trachtung der Funktionalgleichung f(g(x)) = g(f(x)) gezeigt (mit einigen von

didaktischem Standpunkt aus interessanten Beispielen).
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e MICHEL, H.: Uber k-te Wurzeln von Permutationen beliebiger Mengen;
Bericht von M, KUCZMA.

Es werden notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, daf
eine Permutation P auf ciner beliebigen Menge eine k-te Wurzel, also
- eine Permutation & mit ~’.?.-k = P besitzt. Weiter wird erértert, wie man
jede Permutation in eine, in gewissem Sinne maximale Strémung von Permuta-
tionen einbetten kann. jede solche Strémung 1:#8t sich als Lésung der Trans-

lationsgleichung interpretieren.

MCKIERNAN, M.A.: Two functional equations arising from parameter
invariant variational problems.

i

‘ In a second order variational problem J‘L{xl, X, ¥ 1} dt, the parameter in-

variance leads to the functional equation
L{x, A%, A % 1+p,xl} = AL{x, %', ¥ 1
for X > 0 and all y. The derivative with respect to A and U, evaluated when

(A, ) = (1,0) implies the Zermelo conditions

X b4 ' (summationoni=1,...,n).

In the general problem with derivatives of order up to m, the Zermelo condi-

tions read

m (r-p+1)l .
. Z r! _(§L be 90 if "<p<m
‘ : -p)! _(r)i - -7
fp (PPt D) L if p=1

It is shown these conditions are also sufficient, (Euler’ s eguation if m = 1),

The analogous problem for multiple integral problems is also discussed

KUCHARZEWSKI, M.: Funktionalgleichungen, die in der Theorie der linearen
homogenen geometrischen Cbjekte auftreten

Die Bestimmung aller lincaren homogenen geomectrischen Cbjekte kann man
auf die Bestimmung aller Lésungen der Funktionalgleichung

(1) F(A)-F(B) = F(A-B)

zuriickfihren, die die Bedingung

(2) F(E)=e

erfillen. F bzw. A sind quadratische nichtsinguldre Matrizen der Ordﬁung

F Deutsche © @
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m bzw. n und E bzw. ¢ Einheitsmatrizen entsprechender Crdnung. Die

ol

Lésungen von (1) wurden ohne irgendwelche Regularitdtsvoraussetzungen
im Falle m < n bestimmt. - Das ¥lassifikationsproblem der geometrischen

Cbjekte fiihrt zur folgenden Funktionalgleichung

(3)  Gls,) = HEE () ),

wobei G bzw. F gegebene Funktionen sind und H- eine gesuchte Funk{ion
ist. H muf tberdies umkehrbar sein. Die Funkti=3ha1g1eichung (2) ist bis-
her nicht gelést. Man kann aber eine Methode angeben, mit deren Hilfe
man in gewissen Fillen wenigstens eine Lésung von (3) finden bzw. zeigen

kann, dafB (3) keine Lésung besitzt.

' THIELMAN, H.P.: Functional equations involving derivatives

The equation

(1) () = at(g(x)) , |
Where r indicates differentiation, is considered. Special cases are treated. -
It is shown that if g(x) is its own inverse, for example g(x) = b/x, or

g(x) = -x+c, then equation (1), which is knowm as a hystero-differential
equation, can be reduced to an ordinarv differential equation of order “r,
possibly{with variable coefficients. In case r = 2, and g(x) = b/x, equation
(1) can be reduced to a fourth order ordinary differential equation of the

Euler type with two boundary conditions.

‘ ACZF:L, J.: Funktionalgleichungen in Topologie und Graphentheorie

1) In Analogie zum topologischen Abschlufaxiom von Monteire wird €s un-
tersucht, unter welchen Bedinguhgen in abelschen Halbgruppen mit Einsele-
ment _
f(x+v) = £(x) + £(v) wvnd £ (x) = f(x)
aus |
2 2
x+y+ 1 (x)+1(y)=1f(x+y), £(3) = 0

folgen (Gegenbeispiel zeigt, dal das nicht immer der Fall ist).

2) In Analogie zum 3atze, dafB in endlichen vollstédndigen gerichteten Graphen
es Eckpunkte gibt, aus denen alle andere durch Wege erreichbar sind, wird
es untersucht, unter welchen Bedingungen fiir Ldsungen der Translations-
gleichung f{f{x, u),v) = f(z, urv}, u,v,utv € U, x, f(x,u) € ¥ die Existenz

eines x € X mit f(xo, U) = X, aus dem Bestehen von y ¢ f(x, U)® x € f(y, U)
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fir alle X,y € X folgt. - Anschauliche Deutung und geometrische Anwen-

ks

dung.

EICHHCORN, W.: Uber die multiplikativen Abbildungen endlichdimensionaler
Algebren in kommutativen Halbgruppen

Gegeben sei die multiplikative Abbildung f: A-H (H eine multiplikative -
kommutative Halbgruppe).

SATZ 1. Ist A einer direckten Summe von vollen Matrixalgebren iiber

einem beliebigen Kérper K isomorph, so besitzt f die Testalt

(1) fx) = my (v, ()m, (v, (x)). .. m_(v_(x)),
wobei die m_ (o =1,...,s) multiplikative Funktionen von vc(x), den irredu-
. ziblen Teilern der allgemeinen (generischen) Norm (vgl. Tacobson, Osaka

Math. J. 15 (1963), 25-53) des allgemeinen Elements A

w = + i = 1 1 \ = 1
X goeo §1e1+. . '+§n-1en—1 von A sind (eo Einselement von A,\)o(eo) ).
Alle Abbildungen der Art (1) sind multislikativ. - Die Voraussetzung des
Satzes ist z.B. in jeder halbeinfachen assoziativen Algebra iber einem al-

gebraisch abgeschlossenen Kérper K erfiillt.

SATZ 2. Ist A die Algebra der Zuaternionen oder der Caylewschen Zahlen
Uber einem pythagordischen Kérper (vgl. Weyl: Classical Groups, Princeton

1946, S.13), so gilt

f(x) = £(]x|) (| x| =Ji§1 gl , k=3 bzw. 7).

. - Hieraus folgt die L6ésung des Problems von Olga Taussky: f(x) = |x| ist
| die einzige Bewertung der reellen Tuaternionen oder Cayleyschen Zahlen,

fir die f(2) = 2 ist.

SATZ 3: Unter allen endlichdimensionalen assoziativen (bzw. nichtassoziati-
ven alternativen) Algebren mit Einselement e iiber dem reellen Zahlix6rper R
ist die Algebra der reellen Tuaternionen (bzw. Cayleyschen Zahlen) die ein-
zige, die eine Eigenschaft der folgenden Art besitzt: Fiir jede multiplikative
Abbildung f der Algebra in die reellen Zahlen R gilt

£(x) = £(7,(x)) mit T(x)>0 far xf0 (1 (%) € R).

G‘ASPAR, GY.: Die Charakterisierung der Determinanten n-ter Crdnung
der Dimension p mittels Funktionalgleichungen; Bericht
von E. Vincze

A
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Es sei R ={a,b,...} ein Integritdtsbereich der Charakteristik Null. Das

p

System der n" Elemente a €ER (c.i=‘1,2,...,n; i=1,2,...,p)

0.10.?. . .ap

nennt man eine Matrix n-ter Crdnung der Dimension p iiber R und bezeich-
(p) (p) g(p)

(2) in

net sie: A(p)= [a ]. Das System R der Matrizen A
: @8y .0y n

172
bildet ein Modul. Zu diesem Modul kann man die Elemente von Rn

mehrfacher Weise als Cperatoren anwenden:

i i :
[mrs( ))[aon a a 1=0z o ( );la a. pa a ]
1%2° % e et R U Lot W Rl
- [ad, a a ]Emrs(l)] B [T aﬁ. | a \)a. a m\)S(l)] :
® 172" p VoSt %ni T n-it2  Yp

SATZ: Ist ’13(11’ e 1Zq ) eine Abbildung von Rn(p) in R, die den nachstehen-

den Forderungen geniigt: ' |

, (i,,...,1, ) (i,,...,1, )
(I) & 1 2q (A(p)+ B(p)) == 1 2q (C(p)) ,
(yynnnnis ) . G.,...,i. )
() s 1 T m, PMa®hy g Myp T P00
(1<rx<q),
G,,...,i, ) . i,,...,i, ) .
® (q+1 <\ < 2q), -
h Goyonnis) |
am  » ! 2q° g P)) - 4

q ’ |

wobei in (I) die Summenbildung auf sdmtliche Blattkombinationen nach irgend-

(i)
einem Index auszudehnen ist, ferner |[mrs g ]I gewohnliche Determinante

(,)
von [m 2 ] ist - so ist
rs
)
(A(p))

die Determinante n-ter Crdnung der Dimension p von A

(i,,...,1;
3 1 2q

(p)

nach den

Indices a. , a. ,..., a. .
1 1 1
1 2 2qa

a
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MEYNIEUX, R.: Conditions suffisantes de différentiabilité pour certaines
solutions d’ équations fonctionnelles

Soient: q, 1, m, n entiers > 1; £ ouvertde qu Rq,; U (resp. V, W) image

‘ ‘ de A par 1’ application (u,v) - u (resp. v, utv); X = Rl, Y = Rm, Z = Rn;
x (resp. y, z) application continue de U dans X (resp. V dans Y, W dans Z);
D ouvertde X x Y, tel que [x(u); y(v)]€D pour tout (u,v) € £; o application
continument différentiable de D dans Z.
HYPOTHESES: 1) (u,v) € 2= olx(u), y(v)] = z(u, v).

| - 2) ©uels que soient a € U et I’ouvert V' C V tels que

N Ker (cpn)z’;o ={0}, ou §0= x(a) et ol (cpn)’g

X Ve A 5
{a} v L, Oon a ney(v.v)

\ désigne la différentielle en € (application lindaire de R1 dans Rn) de la
. fonction particlle chn définie par 1’ égalité qon(g) = o(§,n).

CONCLUSION: 1) x est continument différentiable dans U.

2) z cst continument différentiable dans W,

TAUSSKY, O.: A determinantal identity for quaternions and a new eight
square identity; Bericht von W. Eichhorn

THEOREM 1. Let 51, 52, Nys My be four real quaternions with g, 7 0.

Let X be the matrix
( 51 & )
N My

\ / .
Define detX = -€_m §A1§ + €.m,. Then detX-detX = detXX* ,
1'1°1 >2 12

. By a‘-

. is understood the quaternion conjugate to a. By X* is understood the

transposed and conjugate matrix., Note that detX # det X*. - It follows:
THEOREM 2. Let XysooesXgl Fioeens g be two sets of indeterminantes.

Assume that all of Xy5...,X, are zero, Then the following identity holds:

8 8 4
2¢ 2 2 i a2
in zyi -izltFi<xj,yk)] + SERi(xj,ykn .
L L

(Pi bilinear polynomials of xj, M Ri fractional expressions of xj, yk).

VINCZE, E.: Uber cinige assoziative Funktionen

Es wurden die Lésungen der folgenden Gestalten (I)-(III) von Assoziativi-
tidtsgleichung F[F(x,y), z] = F[x, F(y, z)] untersucht und bestimmt (ohne
irgendwelche weitere Voraussetzungen fiir die vorkommenden Funktionen):

o®
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n .
(1) F(x,y) = z gi(x)hi(y) (ns_ 2; fir n> 2 ist es ein ungeléstes Prob-
i=1

lem), wobei x,y, gi(x), hi(y) in einem beliebigen Kdérper K der
Charakteristik Null liegen;
(II) - F(x,y) = Gl g(x),h(y)] (alles ist reell), mit den Eigenschaften fiir
G(u,v): G(uv,w) = G(u,w)G(v,w) und G(w,utv) = G(w, u)G(w, v);
(II1) F(x,y) = f'l[g(x) * h(y)], wobei x, ¥, F(x,y) Elemente einer Halb-
gruppe ¢ sind, die Cperation. % eine beliebige (nicht-kommuta-
tive) Gruppenoperation ist und f'1 eine umkehrbare Funktion be-

zeichnet.

ACZﬁ!L, J.: Bericht liber den Stand der 23 "1963-er Oberwolfacher Funk-

tionalgleichungsprobleme'.

Folgende Probleme sind teilweise oder vollstdndig geldst worden (Numme-
rierung wie in Archiv d. Math, 15 (1964), 435-444):

21. (Homomorphismen der multiplikativen Gruppen von Algebren): Teil-
ergebnisse (insbesondere iiber Quaternionen und Cayleyschen Zahlen) wur-
den von W. Eichhorn gefunden (Habilitationsschrift und Journal f. reine

u., angew, Math, 1966).

19. (Allgemeine Lésung von F(XY) = F(X)F(Y), wo X,Y n-dimensioﬁale,
F(Z) m-dimensionzale Matrizen sind); Lésung bzw. Reduktion fiir m f_ n
wurde von M. Kucharzewski und A. Zajts gefunden (Annales Polon. Math.
1967). |

14. Aus f(x+y) = f(x)+f(y) fast tiberall (im Sinne des ebenen Lebesgue-

Masses) folgt f(x) = fo'(x) fast tiberall (im Sinne des linearen Lebesgue-

~Masses) wo fo(x+y) = fo(x) + fo(y) uberall; bewiesen von W, B, Jurkat

(Proc. Amer. Math. Soc. 16 (1965)) und N.G. de Bruijn (unpubliziert).

13. Aus f(x+y) = £(x) + £(y) (aberall) und f(=) = f(x) (x fo) folgt

x
f(x) = cx (liberall); bewiesen von W.B, Jurkat (ebenda), und S. Kurepa
(Glasnik Mat. Fiz. Astron, 19 (1964), 23-36) und R.O. Davies (unpubli-

ziert),

5. (Unter welchen Bedingungen folgt aus der Konvexitit von f die aller
reellen Iterierten fs); Teilergebnis: A. Smajdor (Archiv d. Math. 1966)

1 . .
hat ein Beispiel gegeben, wo die E—te Iterierte einer konvexen Funktion
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. nicht konvex sein kann,

auf Teilmengen der Menge der reellen Zahlen, die nichtkommutativ sind,

- e o oy e - . - - -

(Archiv d. Math. 15686).

QSTROWSKI, A.: Uber die Konvergenzverhidltnisse beim Gradientenver-
fahren

Es wurde das besagte Verfahren in der Form angesetzt: gv+1 = Ev—tuvzpv
(v=290,1,...), wobei F’ (§V) = u\)cpv der Gradient von F(€) in gv und ny
der Betrag von F’ (gv) ist, ’fbv ist ein Einheitsvektor, der mit @, einen

. Winkel < -%—rr - 2y bildet. Unter geeigneten Voraussetzungen kann bewiesen
werden, daf fﬁnvz konvergiert, Wenn gv nicht konvergiert, so ist die
Menge der Hiufungsstellen der 5\), ¥ ein Kontinuum, auf dem die Hessesche
Determinante F ebenso wie gradF {iberall verschwindet. Weitere Analyse
zeigt, dafl im 2-dimensionalen Falle die Konvergenz auch gilt, wenn z.B.
F analytisch ist. Im allgemeinen Falle, wenn zbv -0, = O(K.\)) ist, 148t sich
zeigen, daf} der Rang der Hesseschen Determinante von F héchstens n-2

ist.

KUREPA, S.. : Cn a r~nlinear functional equation -

In this paper R denotes the set of all reals and ©:R~R a function which

satisfies the following nonlinear functional equation detAn(xlb, ve s xn) =9

2

Z 1 I A is i i =
(xl, e yne R, n>2) where i, 1s nXn symmetric matrix such that (Al)fl 4Q(xl)

(An)ij = Q(xi+xj) - Q(xi-xj). Under certain assumptions on 2 the function ©
is of the form ¢(x) = @(l)xz.

Pl

HOSS5ZU, M.: Cn some composite functional equations

By specializing the functional equation of associativity, distributivity etc,
such that the solution be homogeneous resp. isomorphic to the addition etc.
we obtain a certain type of composite functional equations. Conversel);',

_ this type of functional equations can be solved by reducing them to the asso-

ciativity resp. distributivity, etc. equations.
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KIESEW ETTER, H.: Mehrdeutige Lésungen der arctan-Funktionalglei-
chung

+
f(x)+ f(y) = f( T-gy ) besitzt nur dann nichttriviale stetige Losungen, wenn

mehrdeutige Funktionen f(x) in Betracht gezogen werden. Von diesen ist
¢-arctan x die allgemeine, mehrdeutige, stetige Lésung; ein Zweig dieser

Funktionen allein ist aber keine Lésung der Funktionalgleichung im Grofien.

FENYé, I.: Die Distributionenlésungen einer Funktlonalglelchung von
S. Kurepa

Es wurde bewiesen, dafl jede Distributionenlésung der Funktionalgleichung

f +f =f + f eine in den Variabeln symmetrische Distri-
Xxty,z . X,y X, yt+z y, 2z

bution ist. Daraus folgt unmittelbar, daf jede nichtsymmetrische Lésung
der in Frage stehender Funktionalgleichung nichtmefbar ist, - Erscheint

demnichst in den Math, Nachrichten.

FENYC, I.: Uber die Funktionalgleichung f(x+y)+ f(x-y) - af(x) = g(x)h(y).

Eine Lésungsmethode fiir die im Titel stehende Funktionalgleichung wurde
mittels der Theorie der Distributionen gegeben, welche - im Gegensatz
der schon bekannten - ganz kurz ist. - Erscheint demnichst in Glasnik

Math. -Fiz, i, Astr.

HENNEY, D.: Structure theorems of set-valued additive fuhctions

Let Y denote a Banach space énd let C(Y) be the space of all non-empty,
bounded, closed, convex sets of the space Y. The space C(Y) forms a
semi-linear space under the operation of algebraic addition of sej:s and
algebraic‘multiplication of a set by a scalar, If V is a neighborhood of
zero in a locally convex topology of the space Y then the family of sets
N={B:AcB+V, Bc A+V} _constitutes a base- of neighborhoods for the
set A in C(Y). This topology is said to be the weak (or strong) topology

-of C(Y) if it i3 generated by the weak (or strong) topology of the space Y.

THECREM: If A(t) is an additive function defined on the set of positive
numbers S with values in the space C(Y) then the fol}owing conditions are -
equivalent: 1) A(t) is bounded in an open interval (c,d); 2) A(t) is conti-

nuous at a point t€S in the weak topology on C(Y); 3) A(t) is continuous

in the strong topology on C(Y); 4) A(t) is continuous at every point t€S
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for the strong topology on C(Y); 5) A(t) is of the form A(t) = A(1), for all
t € S, - Generalizations of these results to additive set-valued functions on

basis c¢ones in Ennach spaces will be precented.

1. Bs wird nach einem / nnlogon der Mikroperiodizitit bei automorphen Funk-
tionen gefragt und ein Kunstgriff skizziert, womit man iiber stetige Losungen
f von Funktionalgleichungen der Gestalt

f(x+y) = Flx, f(x), £(y), f{G[x, f(x), f(y)1},...]

und allgemeiner (die allgemeinste Gestalt, an die er anwendbar ist, ist

. nicht bekannt) beweisen kann, dafl sie, falls nicht konstant, so streng mono-

ton sind (iiber I braucht nichts vorausgesetzt werden). I £ CZ’éL

2. Prove or disprove the following statement: Let & be the set of all reals
f: R+ R on additive function (i.e. f(x+y) = f(x)+1(y); x,y € R). If there is a
continuous function g: R-R which is not a polynomial and such that

gl f(x)]= f{ g(x)] holds for all x € R then f is a continuous function.
S. KUREPA

3. Bemerkung (zu den Vortriagen der Herren M, Kuczma und R, Coifman):
Aus der Funktionalgleichung
(1) [f(x)-£(y)][f(ax)-f(2=)] = [ £(x)-£(2)][ f(ax)-f(ay)]

[x,y,z reell; a=konst.; f{x) stetig, reell]
folgt f(ax) = klf(x) + k2 (kl, k2 = konst.), die ein Spezialfall der Abelschen
Funktionalgleichung ist. Die Lésung der Gleichung (1) hat G, N. Sakowits
(Kiew) - als ungelstes Problem - aufgeworfen. Man kann beweisen, daf die
Funktion f(x) auf dem Intervall I<x<a (bzw. -a<x<1) beliebig gew&hlt
werden kann und f(x) auf Grund dieser Funktionswerte fiir alle x fortsetz-
bar ist. Man muf hier mehrere Unterfille unterscheiden, je nachdem, daf
k1> 1, k1 =1,0< k1< 1, -1< k1< 0, k1 = -1, kl< -1 ist. Wegen der Stetigkeits-
eindeutig bestimmt.

. VINCZE

voraussetzung fur f(x) werden auch f(0), 'f(l), f(a) und k2

4. In Ann. Polon. Math, wurde bewiesen, daf falls eine, fiir alle reelle x
erklirte reelle Funktion «(x) die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) o(2x%) = Zcp(x)z-l; (2] o(x+2m) = ofx); (3) @(x) ist stetig; (4) o(x)> 0
. 1 . ‘ 1 » 1 . 1 N 3 . i =
fir x €(- S o ) und o(x) < ) fir x e(_2n o .); dann ist o(x) = cos x.

(I) Ist die Stetigkeitsvoraussetzung fiir die Giiltigkeit des Ergebnisses we-

sentlich? (Vermutung: Ja). (II) Kann man aus den obigen Voraussetzungen
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alle Eigenschaften der cos-Funktion, .ohne Vorkenntnisse der: trigonometrischen

. . o
Funktionen, herleiten? M. KUCZMA

5. (ﬁas Problem brieflich mitgeteilt von H. Michel) Gegeben sei eine Gruppe
G, G* die Endomorphismenmenge von G. Gesucht sind die Lésungen der Trans-
lationsgleichung F[ F(=, x), y1= F(a, x+y), wobei a€ G, x,y rationale Zahlen sind
und F(a, x) € G* gilt. Dabei ist die Teilmenge der rationalen Zahlen, inder x, v
variieren diirfen, maximal zu machen. Wichtiger Spezialfall: G torsionsfreie,
abzéhlbare und Abelsche Gruppe. Die Lésung dieses Problems ist fiir Anwen-

dungen in der Ergodentheorie von grofer Bedeutung. M. KUCZMA

6. Let R be the set of all real numbers. Find 2ll functions f:R-R such that
f(x+y)+f(x-y)=2f(x)+2f(y) (x,y€R) and f(x)=x4f(1/x) (x€R, x# 0). Canone

S.KUREPA
7. (I) Welche Struktur mufl eine Untermenge der reellen Zahlen haben, auf der

es nichtkommutative éngeordnete Gruppen gibt? (II) Welche Struktur muf eine

- . -

gibt? (III) Welche Struktur muf eine Untermenge der reellen Zahlen haben, auf
der es nichtkommutative :mgeordne'te Halbgruppen gibt? (IV) Gibt es auf der Men-

ge aller reellen Zahlen nichtkommutative angeordnete Halbgruppen? - Fir (I)

und (II) sind Teilergebnisse in der Arbeit "J. Aczé1-G. Pickert, Nichtkommuta-

. . " ’
tive monotone Gruppen, Archiv d. Math, 17 (1966)" enthalten. J. ACZEL

8. For a given quasigroup (€, +) and a, b€ & solve the functional equation

f(x+y) = f(x+b) +f(aty), ¥x, y€C. The solution depends on 2a,b, It is easy to see
(Uber eine Verallgemeinerung der Distributivitéiégleichung, Acta Sci. Math.
Szeged 1964) that a,b may be choosen only such that (2, 0) defined by

(x+b) O(at+y) = x+y, (vx; y€£) be isoraorphic to (7, +). Which are the possible

sets of such elements 2,b? In a group a,b may be arbitrary. M HOSSZI’J

9. Let vy be a cyclic operator with period n. The solution of

n .
Z f(y'x) = 0
i:

is f(x) = g(x)-g(yx). Conversely, the solution of g(x)-glyx) = 0 is

'n .
gx) =) fy'x)
i=1
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with an arbitrary function f. Find similar examples of such ''conjugate"
functional equations! For linear cyclic equations a systematic theory is

given by S. PreSic in Belograd. M. HOSSZU

10. Can the solution of the ''normsquare' equation n(x+y)+n(x-y) = 2n(x)+2n(y)
be given by a bilinear function without supposing the commutativity of the
"addition'' inside of n? Partial results are by T. Majthay in Budapest.

M. HOSSZU
11. © sei die multiplikative Gruppe, die die reellen Cuaternionen x # 0

- - s me - - a-

bilden. Hat jeder Automorphismus f von ©% die Gestalt f(x)=p(]x]| )c-lxc,
(|x| = J;i_-), wobei c eine beliebige Cuaternion # o und p eine multiplika-
tive Abbildung der nichtnegativen reellen Zahlen in die reellen Zahlen ist?

» V. EICHHORN
12, Dasselbe Problem fiir die Cayleyschen Zahlen D, (Statt "'Gruppe'' muf
aber "Loop'' stehen, statt ¢ Yxc ein "innerer Automorphismus' von D
/vgl. Jacobson, Rend. Palermo 7 (1958), 66-67/)?

W. EICHHCRN
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