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Funktionalanalytische Methoden in der numerischen Mathematik
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Leitung: Prof., Dr.Dr, h.c. L. Collatz, Hamburg, Prof, Dr.H, Unger, Bonn

Da das Thema der Tagung allgemein formuliert war, wurden Vortrige
liber verschiedenartige Teilgebiete der numerischen Mathematik gehalten,
ausgenommen;die Bereiche Rechenmaschinen und Programmieren, Die

meisten Vortrag_endén beriéhteten iiber neue oder modifizierte Verfahren. -

~und iliber deren Erprobung an Beispielen, u.a. iliber kontinuierliche und

diskrete Verfahren fiir Anfangs- und Randwertprobleme, Eigenwertaufga-
ben, numerische Integration und Differentiation, iber Methoden zur Be-
stimmung des Fourierspekirums und der Approximation. Es seien ferner

einige Vortriage hervorgehoben, in denen, wie es scheint, grundlegende

Sétze aus einigen Gebieten (z.B. Eigenwertaufgaben, Iterationsverfahren)

gebracht wurden, die bekannte Resultate in neuem Zusammenhang er-
scheinem lassen und Anregungen zur Entwicklung neuer Verfahren geben,
Dabei wurden neben der Funktionalanalysis auch andere Gebiete der Ma-

thematik herangezogen,

Insbesondere am Beispiel von Randwertaufgaben partieller Differential-

gleichungen wurde der folgende Problemkreis diskutiert: Die vorliegenden

- Aufgaben kénnen prinzipiell durch Diskretisierungsverfahren niherungs-

weise geldst werden, COft haben jedoch speziell vorgelegte Aufgaben ihre
eigenen Schwierigkeiten, die eine allzu schematische Behandlung aus-

schlieen, Die jeweils notwendigen Vorarbeiten, z.B. Wegschaffen von

Singularitdten der L&sung durch Transformationen, Auswahl von Ansatz-

funktionen und Fehlerorthogonalitéits-Prinzipien sollten fiir gréfere Klas-

~sen von Aufgaben schematisiert und, soweit méglich, in die Programme

flir Rechenanlagen eingebaut werden.

Besondere Schwierigkeiten bereitet der Riickschlul von diskreten auf kon-
tinuierliche Probleme. Theoretisch kann dieser Schritt durch Interpola-

tion und verwandte Methoden bewerkstelligt werden, Die abschlieende
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Behardlung des kontinuierlichen Problems erfordert aber in der Praxis

oft einen betrédchtlichen Aufwand. Ein weiteres wichtiges Problem ist der

Einflufl der Rundungsfehler und im Zusammenhang damit die Beurteilung

der Giite von Ndherungen, die auf Rechenanlagen ermittelt worden sind,

Mehrfach wurde betont, dafl es notwendig sei, die Methoden immer wieder

an den von der Praxis gestellten Aufgaben zu priifen,
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i v (x) = f(x,v{x)), v('xo) = v, in x <x<?
bzw, A
x
v(x) = v_+ [ #5,v() dx in x <x<?,
x
kurz °
v = Tv,

gilt nach dem Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen fiir das Itera-
tionsverfahren

Vigl T Tvk (,k =~'O,'1', )
unter der Voraussetzung L < 1 die Fehlerabschitzung

) 3 o= '
” V—Vk+1” i —]TI_,— ” Vk+1-v (k 0, l,oao)o

N

Dem Charakter einer Anfangswertaufgabe ist es angemessen, die Norm

Ivlls max 1Y mit  a{x) > 0
SxX <X<X
o— -1
nicht fiir ein festes Intervall, sondern als Funktion der
rechten Intervallgrenze zu definieren:
Il s Max  |¥)] L
———— 3y > .
@7t a@y Mt a®)>0;
entsprechend ist die Lipséhﬁﬁ%b’h stante L(x) als Funktmn der rechten
Intervallgrenze einzufthren. (L1'r J.Albrecht, Zur Wahl der Notrin beim
Iterationsverfahren fir Anfanac fertaufgaben ZAMM 46 (1966));

ALBRECHT, J.: Der ooi*male Relaxatmnsfaktor be1 den Glelchungen

-_......---..._---._...—_-__---——-n-—------------------—
—__._..._-m.‘——.-_—-.-..—-_---.-——--—-----—----———--——--
_.-.——._........—.__._-..—...-——---—--..—-----———_—--—-—a-—-----
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Das Verallgememerte Einzelschrittverfahren

vk+1'vk+w{TL k+1+TRk+r-vk} (k=0,1,...)

zur Ldsung eines linearen Gleichungssystems
v=Tv+r

konvergiert bekanntlich unter den Voraussetzungen

1) T = T
2) 0 (T)< 1
3) CXw< 2,
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Durch gecignete Walk’ der Reihenfolge, inder die finiten Glei-
chungen des Mehrstellenverfahrens fiir Au = r(x,y) durchlaufen werden,

gelingt es, den optimalen Relaxationsfaktor w der durch

opt’
p(Lw_ )) # Min p(L(w))
OPYT - gcw<2

mit L) = (B-wT )™ ((1-w) E+u Ty)

definiert wird, zu bestimmen.

BACHMANN, K.H. Fehlerschranken fiir numerische Lésungen von

. Ein Einschlieﬁungssatz von J. 3chréder (ArAch. rat. Mech. Anal, 4 (1 959/69_),
177-192) wird auf Anfangswertprobleme bei gewshnlichen Differentialglei-
chungssystemen u’ = f(u) angewandt. Als Iterationsverfahren dient das
Picard-Lindeloffsche Verfahren. Mittels der Vorzeichen der ersten par-
tiellen Ableitungen der Funktion f wird eine Funktion H(x,y) konstru-u
iert, die aus Schranken x und y fiir die gesuchte Lésung neue Schran-
ken H(x,y) und H(y,x) erzeugt, Die Berechnung von H(x,y) mittels
numerischer Cuadratur wird an Schranken x und y fiir eine durch das
Eulersche Verfahren gewonnene N&herung ausgefiihrt. Das entstehende
numerische Verfahren ist dem verbesserten Eulerschen Verfahren &hn-
lich und liefert Einschlieffungen mit éiner Genauigkeit zweiter Ordnung,
BULIRSCH, R. und J. STOER: Asymptotisché Fhlerachranken bei Ex-

e n e e o e e e - -

Ein Diskretisierungsverfahren zur Schrittweite h liefere als Approxima-
tion fiir den gesuchten exakten Wert T(0) die Ndherung T(h). Fiir T(h)

existiere eine Entwicklung

_ 2 2k 2k+2
T(h) = T(0)+Tlh +.,.+'rkh +'rk+1(h)h .
Y > ~- > > > . .
Berechnet man T(h) fiir hi hi+1 .o hi+k e und extrapoliert im
Sinne von Richardson, so erhélt man als Fehler fiir den extrapolierten
Wert T,
i _ .2 2 . "
Tk Lad T(O) = hi o 00 hi+k O'(hi 3 e 0 e hi+k): O(, o )beSChrankt.
_ i i i+1 i 1e fie

Definiert man Uk durch Uk: = ZTk - Tk , 8o gilt fiir den Fehler
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2
- - h
i 2 2 _ i+k+1
Uk" T(o) = -hi .‘.hi‘l‘k {O(hi,...’ hi+k)- hz o(hi+1,""h1+k+1)}
i
2
hi+k+1
<<1 und fiir h.< h. o(.,, J=~oth, . ,...) ist, ergibt
i— 1 i i+1
hi o)
sich Einschliefung von T(0) durch ; und U; Bei festem k
und i = i +1 .. steigt mm{T U } monoton und fillt

0 b4
max{T , U } monoton (praktische Kontrolle der Einschlieflung). )
Anwendung auf num. Guadratur, Eigenwertprobleme, Anfangswertauf—

gabe fiir Systeme von Differentialgleichungen u.a. . (nach Modifikation),

COLLATZ, L.: Monotonie bei gewshnlichen Diffgin, 4.Ordnung

Gegebene Differentialgleichung (Gleichung fiir Biegung eines Trigers

im einfachsten Fall)

Ly =r(x) mit Le = (@) im Intervall J = {o,1) der reecllen
x-Achse, a(x) und r(x) in J gegebene stetige Funktionen, iiberdies
a>0 in J,or.GC2 (J). .

Uwp sei einer der folgenden 5 Randvektoren (Indices o,1 bezéichnen die
Stellenx = 0, bzw., x = 1):

s ’ N " _v
{ch,ch’cp E "Cp }: {Cp > "cpo.-cpl:’cpl}:

1 1 o
N R
1" 1" h 1y ¢
{ cpl }-(acpl) }'

(Diese Randausdriicke entsprechen bekannten Lagerungsfillen eines Tra-

gers).
Dann gilt der elementar beweisbare Monotoniesatz:

Fiir jede Funktion €(x) € C4(J) mit Le>0 in J, Ue >0 gilt

e_>_0 in J.

Die (starke) Stabilitdt{ und die Konsistenz eines Differenzenverfahrens

hingen von den verwendeten Normen ab, DAHLQUIST hat fiir bestimmte
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Normen algebraische Stabilitdtskriterien hergeleitet, Verschiedene an-
dere Normen sollen daraufhin diskutiert werden, ob sie es gestatten, die
von DAHLQUIST bentitzten Meihoden und eine Verallgemeinerung davon
zu libertragen. Die Verallgemeinerung besteht darin, daB man sich bei

dem Differenzenverfahren fir die stetige Abhingigkeit der Lésung

einschlieBlich gewisser Differenzenquotienten von der rechten Sei-

te und den Anfangswerten interessiert.

ELSNER, L.: Einschliefungssiatze fiir Eigenwerte nichtnormaler Matrizen

A e w . P S e G G G G Em v G D M W S G m G - - - S (R S e W - . S D WE R S A em a e T Ch e GE G W e

Sowohl der Satz von Krylow-Fogoljubow wie der Quotientensatz erlauben
bei normalen Matrizen die Einschliefung eines Eigenwertes, wenn ein
Vektor und sein Bild bekannt sind. Beide S#tze kénnen leicht aus einer
Ungleichung hergeleitet werden, Mit Hilfe der von Henrici definierten B
"Abweichung von der Normalitit'' gelingt es nun, aus derselben Unglei-
chung auch Einschliefungen fiir die Eigenwerte nichtnormaler Matrizen

zu gewinnen, Fir den Einschliefungsradius sind leicht obere Schranken

angebbar. Mit &hnlichen Miiteln kénnen Abschitzungen hergeleitet werden,

die die Ordnung des Fehlers besser wiedergeben und die sich auch auf

die Abschitzung der Spektrclvariation {ibertragen lassen,

FORSTER, P.: Ein Existenzzatz ur'id"Feﬁiéfé’ﬁééﬁéif’z’ﬁﬁgeh fitr gewisse

- G w1 - = - " o= o e W S e = . - —— = = m W S+ m G G G A G % Gn = e S e wv e

e e e en e e e et e e o e e e e - -

(u))(u)

1) Fiir das lin. Randwertproblem L[y] = 7‘ (pu(x) y = r(x)
. u=o

y(“')(l) - CJ

y(u)(o) = (u = 0,.,.,m-:1) pm(x)>p>0

oo
werden unter geeigneten Voraussetzungen iiber die pu(x) und r(x) m1t
Hilfe der Greenschen Funktion eines Nachbarproblems von x unabhén-
gige und abhédngige Fehlerabschitzungen fiir Niherungslésungen angege-
ben. Eine Abschétzung von G. Bertram (*Tum.Math .1, 181-185 (1959))
wird dabei um den Faktor /4m-1 verbessert,

2) Fiir das Problem Lly] = F(x,y,..., y(m-l)) mit denselben Rand-

‘bedingungen sei fiir y,y € c?m) (0,1

(m- 1)(

(i) Fx,y(x),...,y z)) ctetig, und
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RE 2| < gpyted) glmy

F(Xay:--oxy

py 2m-1 2 —
- 1 -
sei erfiillt mit K<J§ - p*Em (Em = 4 . [(rznr_nl)l.] V2m-1
| 2 ( m-1 )

Es werden Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des RW problems be-
wiesen und eine vom Defekt ausgehende Fehlerabschitzung hergeleitet,

(Beispiele).

HADELER, K.P.: Ungleichungen zwischen den Momenten linearer

e wn r o e = et S e o= e W M e M G e e m En S G e W R M AN S e W G TR = e W e W

- e o = e - -

.. Es werden verschiedene Ungleichungen angegeben und ihre Stellung zu-
einander untersucht, Eine Verallgemeinerung der Ungleidmung von Diaz-
Metcalf wird hergeleitet und der Zusammenhang mit Einschliefungssétzen
von N,J. Lehmann dargestellt. Einige andere Ungleichungen lassen sich
aus dieser gewinnen, Die Ergebnisse werden benutzt, um untere Schran-
ken fiir den gréfiten Eigenwert von beschrénkten symmetrischen Opera-
toren, insbesondere von Hilbert-Schmidt-O_vperatoren, zu berechnen, Es
wird gezeigt, dafl die Ungleichung von Diaz-Metcalf ein Analogon des

Templeschen Satzes ist und in vielen Féllen mit ihm &quivalent ist.

HILGERS, H.: Ein Verfahren zur Hilbert-Tschebyscheff-Approximation

Sei V ein normierter R-Vektorraum, g€V, WCV ein Unterraum
endlicher Dimension und KC W eine abgeschlossene konvexe Teilmenge,
Ist nun s : W ~IR streng lonvex, so existiert eindeutig x* € K mit

lg-x*|| + s(x¥) = ixelii{(llg--xll + s(x)), was auch in folgender Weise gedeutet
X
werden kann: Mit
ri= |lg-x*|| und K_:={x|x€Kpn |g-x|| <r} gilt s(x*) = 1€né s(x)
¥ - X
Beispiel: V = C(T) mit der Tschebyscheff-Norm || x| = max | x(t)|

- teT -
und s(x) = {g-x, g-x}l/ 2 ein durch das gewdhnliche Skalarprodukt induzier-

tes Funktional in diesem Raum. Es wird ein Verfahren zur Minimisierung

der Funktion ||g-x|| + s(x) gebracht und gezeigt, wie man mit Hilfe sol-
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cher gemischten Approxirriationen ein xp K mit ||g-x || = inf “ g-x”

. x€K
gewinnt,

RUNCK, P.O.: Uber die Konvergenz linearer Operatoren in Banach-

Es seien X, Y zwei B-Rédume und {Tn : X - Y} cine Folge stetiger
linearer Operatoren, die X in Y abbilden, Gefragt wird erstens nach
notwendigen und hinreichenden Bedingungen derart, daB fiir alle x einer

linearen Teilmenge 7C X
I Tnx - TxHy—* 0 (n- =) gilt, wobei der Grenzoperator T in &
. erklirt, linear und abgeschlbssén sei,

Zweitens interessieren Aussagen liber die Konvergenzgeschwindigkeit
der Folge {Tn}, die durch

I (Tn- T)x ”y (x € o% c ) definiert sei.

Es wird gezeigt, daf"man diese Probleme zuriickfiihren kann auf solche,

die durch S&itze vom Banach-Steinhausschen Typ gelost werden.

Sodann wird eine Anwendung auf ein Problem der Interpolationstheorie

und ein Problem der Approximationstheorie gegeben,

SCHONHAGE, A.: Lecbesgue-Konstanten bei numerischer Differentiation

Fir stetig dffb, F(x) wird das Lagrangesche Interpolationspolynom

n

Ln(x) = 2 F(xi) li(x) zu X < Xy oo < xn gebildet und der Zusammen-

io -
hang zwischen F’(x) = f(x) € C mit L’n(x) untersucht., Man erhilt Pro-

je.ktion‘en An : C - {Polynome | n-l}- An"" f= L’n . Die Normen

-1 . |
n - n
e, = max ) =% )| ) B@| o (a<x<b)
k=1 i=k
werden fiir die speziellen Knoten x\fn) = - cos (}ﬂ) als O.(lg n) ab-

geschitzt, Fiir beliebige Knotenwahl gilt || An:l || » =, so daB nie fiir

alle f€ C Anf—’ f moglich ist.
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Es wird eine umfe}_ssende, einheitliche und einfache Theorie fiir ""selbst-
adjungierte" Rand-Eigenwertprobleme bei gewdhnlichen Differential-
gleichungen und -gleichungssystemen gegeben. '

Allgemeinheit und Anpassungsfihigkeit erreicht man durch folgende Be-

trachtungen:

1) Man untersucht Systeme erster(und héherer) Ordnung, auf die man

explizite Differentialgleichungen hdherer Ordnung zuriickfithren kann,

2) Es wird eine Verallgemeinerung des Begriffs der Selbstadjungiert-

heit zu Grunde gelegt. Man bezeichnet ihn mit ""S-hermitesch'’,

| . 3) Die betrachteten Eigenwertprobleme werden auf die Theorie vollste-
tiger hermitescher Cperatoren liber einen Satz von Wielandt zurick-
gefiihrt, Man erreicht damit eine fast rein linear-algebraische Theo-

rie fiir die betrachteten Eigenwertprobleme.

Im zweiten Teil wird ein sogenannter "'Normalfall" betrachtet, Fir ihn
kann man alle méglichen Randbedingungen charakterisieren und aufzéh- ‘
len, AnschlieBend wird gezeigt, daf sich eine grofle Zahl bekannter Prob-

leme in diesen Normallfall einordnen léBt.

SCHRODER, J.: Fehlerabschitzung bei partiellen Differentialgleichungen

Y . - D G G S G W ” Gn W SR SR e e e e G e W e S WD S S SR Ge MR SR G S D G Mn SE G W @S SR G WS &4 eh G @ B Wn W

. Fir die erste Randwertaufgabe bei Differentialgleichungen der Form
-Au = f(x,y,u) wurde eine Methode zur Berechnung eciner Niherungs-
16sung 9(x,y) und zur Abschédtzung des Fehlers dieser Nz‘iherungslésung_‘_
beschrieben. Es wurde iber die numerischen Ergebnisse bei verschiede-
nen Beispielen berichtet, Z.B. wurde die folgende Aufgabe behandelt:
Bu=e” for |x|, |yl <1, u=0 auf dem Rande. Eine genauere Dar-
stellung der zugrunde liegenden Theorie und eine Beschreibung des be-
nutzten (Rechenanlagen-) Programms bindet man in den Proceedings des

: IFIP:Congress 65 in New York. Die numerischen Experimente werden
fortgesetzt und sollen auch auf komplizierte Probleme ausgedehnt wer-

den,
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STETTER, H.J.: Numerische Approximation des Fourier-Spektrums

" Die Parameterintegrale

T T
[ tivcoswtat bzw. [ t9sinwtdt
o o 1
werden als Funktion der Verédnderlichen w durch Polynome in o 2pP-

proximiert. Die Koeffizienten dieser Polynome werden unmittelbar

aus den Funktionswerten von -f an diskreten Stellen gewonnen, ohne daf
in die Rechnung trigonometrische Funktionen eingehen. In den Fillen,
wo die Fouriertransformierte von { wie eine Poter_xz von —:)- abklingt,
liefert dieses Vorgehen mit geringem Rechenaufwand die nnmerischen

Werte der Fouriertransformierten fiir eine gewisse Menge von

)
T
w~-Werten mit sehr grofler Genauigkeit. Im wichtigsten Fall T = 2m

(Fourier-Analyse) besteht .;O;T gerade aus allen natiirlichen Zahlen,

BRUHN, G., Vortr. W. WENDLAND: Die niherungsweise L&sung von

- . . - s G W A WD G e . - M e - G n e - =
- - o - e . . = - S e e M G em o Gn e T G A . . MR e . e ST GRS WS e e e Em e mw v e wm e

P e e ke e R R R R R ]

Man kann den stetigen aber nicht notwendig vollstetigen Cperator einer

linearen Funktionalgleichung in einem Banach-Raum durch N&herungs-

operatoren, z,B. Operatoren endlichen Ranges ersetzen. Im letzten Fall .

entsprechen die Niherungsgleichungen linearen Gleichungssystemen. Es
werden hinreichende Kriterien angegeben, wann diese Ndherungsglei-
chungen auflésbar sind und die Niherungslésungen gegen die Lésung _c}ér
Funktionalgleichung konvergieren. Zur Auflésung der N&herungsglei-

chungen kann man ein rekursives Verfahren angeben.

Anwendungsbeispiele sind lineare Integralgleichungen zweiter Art mit
singuldrem Kern und unendliche nicht notwendig regulédre Gleichungs-
systeme, Das Verfahren ist z. B. zur Diskretisierung der Stieltjes-Inte-

gralgleichungen der Potentialtheorie verwendbar.

Ist der Banach-Raum ein separabler Hilbert-Raum, so ergibt sich als

Spezialfall die Konvergenz des Galerkinschen Verfahrens.

o ®
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