
< •

Mathematisches FQ~~chungsinstitut

Oberwolfach

Tagungsbericht

24

• ,1

FunktionälanalYtIsclle IVlethoden-in·"dernü'iri.-e-rischen Matl1emäffIc
~-~~~~-~~~~-~-~~-~-~~~~~----~~~-~~.~-~-~~~-~~~~~~~-~~~~~~-

vom 160 - 21. November 1965

Leitung: Prof. Dr. Dr. h" Ce L~ CollatzJ Hamburg.. Prof."Dr. H. Unger, Bann

Da: das Tbema der Tagung allgemein formuliert war.. wurden Vorträge

über verschiedenartige Teilgebiete der numerischen Mathematik geh"alten"

ausgenommen:;die B"~reiche Rechenmaschinen und Programmieren. Di~"

meisten Vortrag.enden berichteten über neue" oder modifizierte Verfahren< <

"und über deren Erprobung an B.~ispielen-, u. a. über kontinuierliche und

diskrete Verfahren für Anfangs- u~d Randwertprobleme, Eigenwertaufga­

ben.. numerische Integration und Differentiation, über Methoden zur Be­

stimmung des Fourierspektrums und der Approximation. Es seien ferner

einige Vorträge hervorgehoben~ in denen, wie es scheint, grundlegende

.Sätze aus einigen Gebieten (z. Be Eigenwertaufgaben, Iterationsverfahren)

gebracht wurden.. die bekannte Resultate in neuem Zusammenhang er­

scheinern lassen und Anregungen zur Entwic~lung neuer Verfahren geben.

Dabei wurden neben der Funktionalanalysis auch andere Gebiete der Ma­

thematik herangezogen.

Insbesondere am Beispiel von Randwertaufgaben partieller Differential­

gleichungen wurde der folgen<je Problemkreis diskutiert: Die vorliegenden
< -

Aufgaben können prinzipiell durch Diskretisierungsverfahren näherungs-

weise gelöst werden" Oft haben jedoch spezieil vorgelegte Aufgaben ihre
r ~.

eigenen Schwierigkeiten, die eine allzu ~chematischeBehandlung aus­

schließen. Die jeweils notwendigen Vorarbeiten, z. B. Wegschaffen von

Singularitäten der Lösung durch Transformationen" Auswahl von Ansatz­

funktionen und Fehlerorthogonalitäts-Prinzipien sollten für größere Klas­

sen von Aufgaben schematisiert tlnd, soweit möglich., in die Programme

für Rechenanlagen eingebaut werden..

Besondere Schwierigkeiten bereitet der Rückschluß von diskreten auf kon­

tinuierliche Probleme., Theoretisch kann dieser Schritt durch Interpola­

tion und verwandte IVlethoden bewerlcstel1igt werden. Die abschließende
                                   

                                                                                                       ©



·~.[~r ..".

"
f": .[

...,.
l.~~:. C': ... , !-: .'.

··::···.i·.) nl:.

,'r
• J..J

',' ,. ,:T
. . ;, ~:~ .' .~

""".,..:
~ '-.1.. "

;:1(J .'.'\

".~). -..'

. :..'i. •
..r....

~ ~..~.. .Y.~·.~· .. ":

:::I..!:'

: • ~ •• "-.~ '.: a ~

~: !.

.: f t~J. ...... '~r .':~ ::.: .... J .cI '.;'. ..:;:r jj.

                                   
                                                                                                       ©



- 2 -

Behar;dlung des kontinuierlichen Problems erfordert aber in der Praxis

oft einen beträchtli~henAufwand. Ein weiteres wichtiges Problem ist der

Einfluß der Rundungsfehler und im Zusammenhang darJ."lit die Beurteilung

der Güte von Näherungen, die auf Rechenanlagen ermittelt worden sind.

Mehrfach wurde betontl daß es notwendig sei.. die Methoden im~er wieder

an den von der Praxis gestellten Aufgaben zu prüfen.

Teilnehmer-:

•
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ALBRECHT., J .. : Zur--Fehlera"bschätz-ung b"elm Iteia1rönsverfahren füT
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P1.nfangswertatifga"beo·
--." ..~-- .......... .- ~ .. .- -. --- .... -- ... - -~

Bei Anfangswertaufgaben
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v k+1 ;= Tvk (k = 0; 1:, • • • )

unter der Voraussetzung L <"1 :-die ·Feh·ie,:~a:bschätz\lng

x < x < ?
0-

x < x < ?o - · I

in

(k '= 0" 1, • • • ),~

- 3 -

v(x ) .~ V
\ 0 0

}~

= v
o

+ f f(S;v{§))dx
je

o

v(x)

V' {x} = f(x, -~'(x»),

ku,rz

V :: Tv ,

gilt nach de:m Fixpunktsatz fiir kontrahiere'nde Ab'bildungen fÜr das Iter'a:~

tionsverfah're'n

....

mft11 v ll' . Max
,x <x<,x

0- - 1

nic'ht für ein fest'es Intervall, sondern als Funkt'ion 'de'i~

re eh te n I:.,n te r va 11 g r e n'z e zu definieren:

'11 v II ( ) f Max rv:(g. rlx _.-
x <S <2~ a(s)
0- - .

•
- --, --. , ., ,-. ; - ~;. " ':. - ::' :' t:~.~,~ -- " .; '~ . :

e-ntsprech~nd ist die I.lipschitz!{onsta,nte L(x) als Ftinkti6nd~er rechten

IntervaÜgrenze einzuführen~tLH;;: J.Albrecht~ zti~ W~hl der NoHn beim
Iter;ä'ti'ohs~le'rfahren fÜl~ Pinfang~~'ljerta.tlfgaben~ 'ZAMM 46 (1966)) •

ALBRECHT. J.: ~~:_q~t::~.~~j~}~{~!~~~!i.?~~!~~!c:t:~~~i_~:~;.~!~i~!t~~~~
oes ,.~~4e_hrstel~eltverfahrens,_.f.Ür di~.1 .,Randwert~üfgabe
~~-~-~~~~~~~~~~~-~~~~-~~~~~~~~~~~~~~~~--~~~~-~~~

:.L '. f" ~ · . , - '._- -~,_.,. t -'." ., : '" ~ «i: '"< ,:.
~1~_~~?~~~?!!:.~1:':.~t!~~~lJ:~~~~~_~~~:;.:~~~~t):=~~1~9~~~:~:
ti.S..G,hein Gru.ndbere~,c.h

Das verallgemeinel~teEinzelschrittverfahren

v k+1 :;: v k + tu ( T LVktl -i- T R v k + r - v k} t-k ~ o~i, ... )

zur Lösung eines linearei'1 Gleichungssys·tems

v = Tv + r
konv'ergie'rt bekanntlich unter den Voraussetzungen
1)

2')

3}

T = T;'

P (1') <: 1

O'<w<2~
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Durch geeignete Vlab".der Reihenfolge, inder die finiten Glei­

chungen des Mehrstellenverfahrens für ß u = rex, y) durchlaufen werden"

gelingt es" den optimalen Relaxationsfaktor W t' der durch
op

p (L(w t)):= lVIin p (L(w))
op . 0<(1)<2

mit

e.

•

definiert wird, zu bestimmen.

BACHMANN" K. H.: Fehi"e-rE3chranken ~für -num-eri"sche Lösungen von
-~~~--~~-----~~~-~~~--~~-~--~~~~~-~~-~~~~~

Ein Einschließungssatz von J. Schröder (Arch. rat. Mech. Anal. 4 (1959/60),
. .

177-192) wird auf Anfangs\vertprobleme bei gewöhnlichen Differentialglei-

chungssystemen u' = f(u) angewandt. Als Iterationsverfahren dient das

Picard-Lindelöffsche Verfahren. Mittels der Vorzeichen der ersten par­

tiellen Ableitungen der Funl{tion f wird eine Funktion H(x., y) konstru­

iert, die aus Schranken x und y für die gesuchte Lösung neue Schran­

ken H(x" y) und H(y, x) erzeugt. Die Berechnung von H(x, y) mittels

numerischer- C'uadratur wird an Schranken x und y für eine durch das

Eulersche Verfahren gewonnene Näherung ausgeführt. Das entstehende

numerische- Verfahren ist dem verbesserten Eulerschen Verfahren ähn­

lich und liefert Einschließungen mit einer Genauigkeit zweiter Ordnung•

BULIRSCH, R. und J. STOER: ~~l~~!~t~~·~~~_r::~!~:r:~~ii~c:.I:~~~!i_e.!~~~:

!~C:I:c:l!l!~~z:~~~I:f~~i~.!1~

Ein Diskretisierungsverfahren zur Schrittweite h liefere als Approxima­

tion für den gesuchten ex akt e n VI ert TeQ) die Näherung T(h). Für T(h)

existiere eine Entwicl<lung

2 2k 2k+2
T(h) = T(O) + T1h + ••• +T kh + Tk+l(h) h •

Berechnet man T(h) für h. > h. --I > ...> h. k>... und extrapoliert im
1 1+ 1+·

Sinne von Richardson, so erllält man als Fehler für den extrapolierten

Vlert T~
i (0' - h

2
h 2 ( h) ( ) b nktT k - T I - ... i" ••• i+k (J h i , · · ., i+k' (J. • • eschrä •

Definiert man U~ durch U~ :
i+l i= 2Tk - T k' so gilt für den Fehler
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h
2

l+k+l 1Da 2 « und für h
i

< h i a(hi , ••• ,.) ~ a(h
i
+

1
' ••• ) ist, ergibt

h. .0

1 · i
sich Eins chließung von T(O) d~rch .T~ und U

k
• Bei festem k

und i = iO' i +1 , . .• steigt mine T~, U
k
l

} monoton uIl:d fällt
. .0

max( T ~, U~} m~noton (praktische Kontrolle der Einschließung).

Anwendung auf num. "~uadratur, Eigenwertprobleme.. Anfangswertauf­

gabe für Systeme von Differentialgleichungen u. a •• (nach Modifikation).

Gegebene Differentialgleichung (Gleichung für Biegung eines Trägers

im einfachsten Fall)

Lcp = r(x) mit Lcp - (a cpff)tf im Intervall J = <0, 1> der reellen

x-Achse, a(x) und rex) in J gegebene stetige Funktionen.. überdies
2

a. > 0 in J I Cl, E C (J ) .

Vcp sei einer der folgenden 5 Randvektoren (Indices 0" 1 bezeichnen die

Stellen x = O.J bzv/. X = 1):

[ cp rn i rn rn'} f cp0 • _rn on , rn cp 1 )o ' 't' 0 ' 't'1" -'t'l ' t , 'T' 't"1 1- 1 '

•
{

{

"

"

rn _rn" } (
't'l' "t'l·

CPi.' , - (0. cp~'r }.

n

(Diese Randausdrücke entsprechen bekannten Lagerungsfällen eines Trä­

gers).

Dann gilt der elementar beweisbare Mon 0 ton i e s atz:

Für jede Funktion e(x) E C
4
(J) mit Le> 0 in J, Ue > 0 gilt

e: > 0 in J.

DEJON, B.: V"erglelch \.;ersc"h1edener No"i:'men" bei l\i1ehrs'chri~tditfer'en:'
~~~~----~-~~-~~~-~~~~~-~~-~~~~~--~~---~~~--~-~~~--~-

Die (starke) Stabilität und die Konsistenz eines Differenzenverfahrens

hängen von den verwendeten Normen ab. DAHLQUIST hat für bestimmte
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Normen algebraische Stabilitätskriterien hergeleitet. Verschiedene an­

dere Normen sollen darauf11in diskutiert v/erden, ob sie es gestatten" die

von DAHL~UIST benützten l\/Iethoden und eine Verallgemeinerung davon

zu übertragen. Die V erallgell~einerung besteht darin" daß man sich bei

dem Differenzenverfahren für die stetige Abh~ngigkeitder Lösung

ein s chI i e ß 1ich gev/isser Differenzenquotienten von der rechten Sei­

te und den Anfangswerten intel"'essierto

ELSNER, L.: Elnscllfießli"ngssätz"e "flir Elgen\verfe'-nichtriorma~erMa-t-rl"zen
~~~~~-~~~~---~-~-~~-~-~-~-~---~~~~~~-~~---~~~~~~~-~-~~

Sowohl der Satz von Krylo\v-Thgoljubovv wie der 01~otientensatzerlauben

bei normalen Matrizen die Einschließung eines Eigen,vertes, wenn ein

Vektor und sein Bild bel{annt sind. Beide Sätze können leicht aus einer

Ungleichung hergeleitet werden. Mit Hilfe der von Henrici definierten

"Abweichung von der Normalit:it" gelingt es nu.n, aus derselben Unglei­

chung auch Einschließungen far die EigenvIerte nichtnormaler rVIatrizen

zu gewinnen. Für den Einschließungsradius sind leicht obere Schranken

angebbar. Mit ähnlichel'l 1'lIittel:1 !{ö:1nen l\bschätzungen hergeleitet werden,

die die Ordnung des. Fehlers besser wiedergeben und die sich auch auf

die Abschätzung der Spel{tr~.l:,ariationiibertragen lassen.

FORSTER, P.: ?!~~~~~~e~~-?!~_~~c!.-!.~~l~i~.?~~!1!i!~·~~~~~!~!_g:~~~"~~

fineare lInd niclltlirie2.re--Raildwertaufgaben
-~~~-~~~~~-~~--~-~~---~~~-~~~~~-~-----

1) Für das Un. Randwertproblem L[y] =~ (pJ.l(x) y(J.l»(J.l) = rex)
J.l=O

(~= 0-,. ~ .,m-l) pm(x) > p> 0

werden unter geeigneten Voraussetzungen über die plJ. (x) und rex) mit

Hilfe der Greensehen Funl{tion eines ~Jachbarproblemsvon x unabhän­

gige und abhängige Fehlerabschätzungen fl:ir l\Jäherungslösungen angege­

ben. Eine Abschätzung von G.. Bertram (}~·!umo IVlath .1, 181-185 (1959)

wird dabei um den Faktor 1/4m-1 verbessert.

2) Für das Problem L[y] = F(x, y, ••• , y(m-1» mit denselben Rand=

_bedingungen sei für YJY E C{2m) [0, 1J

(i) F (x, y(x), ••• , y(m-1) (x» 8tetig, und
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IF(~ fm-I)) ~(~ ,...., (rn-I) I I (rn-I) ~(m-l)1x" y, ••• , y - .&. X" y~ ... I :l ) <!( y . - y maxx

) .(Ern =K< J; · p • Emsei erfüllt mit
4

2rn
-

I
[ (rn-I)!] 2J2rn-l

. - TI ( 2m.-=i) "-
2 fil-1

Es werden Existenz und Eindeutigke.it der Lösung des RVif problems be­

wiesen und eine vom Defekt a~sgehende Fehlerabschätzung hergeleitet.

(Beispiele) .

HADELER, K. P.: l!~g~~i3~1~.?~:3_~~i~~~~-~_<!.~~M~~:.~~e.!i_!i~~'::.::!

Operatoren

Es werden verschiedel1.e Ungleichungen angegeben und ihre Stellung zu­

einander untersucl'1t. Eine Verallgemeinerung der Ungleichung von Diaz­

Metcalf wird hergeleitet und deI" Zusammenhang mit Einschließtingssätzen .

von N. J. Lehmann dargestellt" Einige andere Ungleichungen lassen sich

aus dieser gewinnen. Die Ergebnisse werden benutzt, um untere Schran­

ken für den größten Eigenwert von beschränkten symmetrischen Opera-
_..- --

toren" insbesondere von Hilbert-Schmidt-Operatoren" zu berechnen. Es

wird gezeigt, . daß die Ungleichung von Diaz-Metcalf ein Pknalogon deos

Templesehen Satzes ist und il'1 vielen ~ällen mit ihm äquivalent ist.

HILGERS, H.: ~i~_~:~!a!:~~~-_Z~!_!.Ii~t:~~t:!~~~I:~~X:~~:!!:~ pp;.?~.!~~~~

-~··!':.ti-~~~ _~~~~!l.?.?~.?_

Sei V ein normierter IR.-Vektorraum, g E V I v~! C V ein Unterraum

endlicher Dimension und I{ C Vif eine abgeschlossene konvexe Teilmenge.

Ist nun s: Vif -+ m streng l-~onve::K-, so existiert eindeutig x* E K mit

Itg-x*II + s(x~~) = inf <lIg·-xll + s(x), was auch in folgender \lleise gedeutet
xEK

werden kann: IVlit

. r : = 11 g-x* n und K..~· = {x I x E 1</\ 11 g-x 1I < r J gilt s(x*) = inf sex)
xEKr

Beispiel: V = C(T) mit der Tschebyscheff-Norm 11 xII = max I x(.t) I
-- -- / tE T --

und sex} = {g-x, g_x}l 2 ein durch das gewöhnliche Skalarprodukt induzier-

tes Funktional in diesem Raum. Es wird ein Verfahren zur Minimisierung

der Funktion Ilg-xll + sex) gebracht und gezeigt, wie man mit Hilfe 801-
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eher gemischten Approximationen ein x K mit
p

gewiJh"t.

11 g-x 11 = in! 11 g-xll
P xE K

RUNCK, P.O.: Uberdie Konvergenz llnearer--Ö-per-atoren in Banach:-
~~~~~~---~~-~-~~~~-~~~~~~~~~--~~-~~~~~~~~~~~~---

Es seien XI Y zwei B-Räume und {T : X ..... Y} eine Folge stetiger
n

linearer Operatoren.. die X in Y abbilden. Gefragt wird erstens nach

notwendigen und hinreichenden Bedingungen derart, daß für alle x einer

linearen Teilmenge :0 c X

"T x - T x tl ~ 0 (n ~ co) gilt" wobei der Grenzoperator T in :8
n y

erklärt, linear und abgeschlossen sei.

Zw~itens interessieren Aussagen über die Konvergenzgeschwindigkeit

der Folge [T } .. die durch_. n
IJ (T - T) x 11 (x E G.* C :{:~) definiert sei.

n y

Es wird gezeigt, daß"man diese Probleme zurückführen kann auf solche,

die durch Sätze vom Banach-Steinhausschen Typ gelöst werden.

Sodann wird eine Anwendung auf ein Problem der Interpolationstheorie

und ein Problem der Approximationstheorie gegeben.

Für stetig dffb. F(x) wird das Lagrangesehe Interpolationspolynom

n
L (x) = '\ F(x.) 1.(x) zu x < xl •.. < x gebildet und der Zusammen-

n L 1 Ion
1=0

hang zwischen F' (x) = f(x) E C mit L' (x) untersucht. Man erhält Pro­
n

jektionen A --- C -+ {Polynome n-l} A -1 f = L' • Die Normen
n-l n- n

lIA~~ll1 = m:fX I (Xk - Xk~l) I I li(x) I (a< x< b)
k=l i=k

werden für die speziellen Knoten x (n) = - cos ( v rr) als O. (lg n) ab-\) n
geschätzt. Für beliebige I(notenwahl gilt "A "'-1 tI -+ 00 .. so daß nie für

n-
alle fEe A f .... f möglich ist.

n
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"SCHNEIDER~ A.: S-hermite'sche --Rand':-EIgenwe-rtprobleme
-------------------------------------

Es wird eine umfassende, einheitliche u"nd einfache Theorie für tfselbst_
-- -

adjungierte tf Rand-Eigenwertprobleme bei gewöhnlichen Differential-

gleichungen und -gleichungssystemen gegeben.

Allgemeinheit und Anpassungsfähigkeit erreicht man durch folgende Be­

trachtungen:

1) Man untersucht Systeme erster(und höherer) Ordnung.. auf die man

explizite Differentialgleichungen höherer Ordnung zurückführen kann.

2) Es wird eine Verallgemeinerung des Begriffs der Selbstadjungiert­

heit zu Grunde gelegt. lVIan bezeichnet ihn mit "S-hermitesch".

3) Die betrachteten Eigenwertprobleme werden auf die Theorie vollste­

tiger hermitescher Operatoren über. efnen Satz von""Nielandt zurück­

geführt. Man erreicht damit eine fast rein linear-algebraische Theo­

rie für die betrachteten Eigenwertprobleme .

In~ zweiten Teil wird ein sogenannter "Normalfall" betrachtet. Für ihn

kann man alle möglichen Randbedingungen charakterisieren und aufzäh­

len. Anschließend wird gezeigt.. daß sich eine g~oße Zahl bekannter Prob­

leme in diesen Normallfall einordnen läßt.

SCHRÖDER~ J.: Fehleräbschätzungbei 'partle"[fen- Differentlalgieich-ungen
~~-~--~~~~-~~~-~-~~-~~~-~~~-~-~-~~-~~~~~~~-~--~---~

Für die erste Randwertaufgabe bei Differentialgle~chungender Form

-ß u = f(x, Y.. u) wurde eine Methode zur Berechnung einer Näherungs­

lösung cp{x~ y) und zur Abschätzung des Fehlers dieser Näherungslösung

beschrieben. Es wurde über die numerischen Ergebnisse bei verschiede­

nen Beispielen berichtet. Z. B. wurde die folgende Aufgabe behandelt:
u .

-ß u= e für IxL Iyl < 1.. u -= 0 auf dem Rande. Eine genauere Dar:

stellung der zugrunde liegenden Theorie und eine Beschreibung des be­

nutzten (Rechenanlagen-) Programms bindet man in den Proceedings des

. IFIP-Congress 65 in New York. Die num"erischen Experimente werden

fortgesetzt und sollen auch auf komplizierte Probleme ausgedehnt wer­

den.
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STETTER, H. J.: Numerische Approximation des Fourier-Spektrums
~~---~~~-~~~~~~-~-~~-~~--~-~~~~-~~~~--~~~-~~~-

:~r:~r:~:~~!>~.?.:.?-~~.?.~~c:~

, Die Parameterintegrale
T TJ f(t) cos w t dt bzw. J f(~) sin wt dt

o 0

werden als Funktion der Veränderlichen w durch Polynome in..!.. ap-
w

proximiert. I?ie Koeffizienten dieser Polynome werden unmittelbar

aus den Funktionswerten von f an diskreten Stellen gewonnen, ohne .daß

in die Rechnung trigonometrische Funktionen eingehen. In den Fällen..

wo die Fouriertransformierte von f wie eine Potenz von ..!.. abklingt,. w
liefert dieses Vorgehen ,mit geringem RechenaufvJand die nnmeriachen

VJ erte der Fouriertransformierten für eine gewisse Menge G
T

von

w-Tviferten mit sehr großer Genauigkeit. Im wichtigsten Fall T = 2rr

(Fourier-Analyse) besteht PT gerade aus allen natürlichen Zahlen.

BRUHN, G., Vortr. 'lI. VJENDLAND: !?~:_~~~~I:~~~~~~~~~~<!.~~~II!.?A·

~i.?~~!~p::~.?§.!t!~~~c:l$~:~~~r:.~:.~-~·~~-~~~~~·~~l~~:!i~:.?_
Operat6i~e"li--inBanach-Räumen
~~~~~-~~~-~-~--~~~-~-~~~--~~

Man kann den stetigen aber nicht notwendig; vollstetigen Operator einer

linearen Funktionalgleichung in einem Banach-Raum durch Näherungs­

operatoren, z. B. Operatoren endlichen Ranges ersetzen. Im letzten Fall

entspreche!) die Näherungsgleichungen linearen Gleichungssystemen. Es

werden hinreichende Kriterien angegeben, wann diese Näherungsglei­

chungen auflösbar sind und die Näherungslösungen gegen die Lösung der

Funktionalgleichung konvergier~n. Zur Auflösung der Näherungsglei­

chungen kann man ein rekursives Verfahren angeben.

Anwendungsbeispiele sind lineare Integralgleichungen zweiter Art mit

singulärem Kern und unendliche nicht notwendig reguläre Gleichungs­

systeme. Das Verfahren ist z. B. zur Diskretisierung der Stieltjee-Inte­

gralgleichungen der Potentialtheorie verwendbar.

Ist der Banach-Raum ein separabler Hilbert-Raum" so ergibt sich als

Spezialfall die Konvergenz des Galerkinschen Verfahrens.
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