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Tagungsbericht

Arbeitstagung des Mathematischen Seminars fiir Studien-
referendare unter Leitung von Gym. Prof. F. Raith

vom 5. bis 7. Februar 1966

Unter der Leitung von Gymnasialprofessor Fritz Raith trafen sich
Anfang Februar die Studienreferendare (Fachrichtung Mathematik) des
Freiburger Seminars zu einer Aussprache liber Fragen der mathemati-

schen Didaktik im Gymnasialunterricht,
Vier Referate wurden gehaltéh und anschlieBend diskutiert:

1) Dr. G. Augustin: " Zahlentheoretische Probleme im Schulunterricht",

2) Dr, G. Aug'usti‘n: "Teilbarkeit und eindeutige Primfaktorzerlegung'
sowie "'Bemerkungen zur Verteilung der Primzahlen",

3»)' Frl. U. Schulze: "Einfilhrung einiger Begriffe der Mengenlehre im
traditionellen Unter- und Mittelstufenunterricht”;

21A) Gym: Prof. F. Raith: "Zur Einfilhrung der Vektorrechnung' (?)

Teilnehmer:

1. Augustin, Dr.G. 12: Raith, F., Gym. Prof.
2. Burkhard, Dr.A. 13. Scholzel, H.

3. Doll, W. 14. Schulze, U.

4, Feger, F. 15, Siebert;, A.

5. Henninger, F. 16. Siegel;, H.

6. Hibler, D. 17. Stepping,

7. Krais, J. 18, Storch, P.

8. Kramer, H. 19. UnmiiBig, B.

9, Langer, R. 20, Walter, F.

10. Martin, D. 21. Weidenbach, W.
11. Rohrbacher, H.

(I) Die Tagung wurde mit einem Referat iiber ''Zahlentheoretische Prob-
leme im Schulunterricht'' von Herrn Augustin erédffnet. Der erste Teil
beschiftigte sich damit, wie man die "Transzendenten Zahlen"

in Mittel- und Oberstufe behandeln kénnte., Der Schﬁler sollte mit dem
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Begriff der transzendenten Zahl vertraut gemacht werden, bevor
von 7 und e geredet wird. Die Reihenfolge bei der Behandlung

transzendenter Zahlen kénnte folgende sein:

1.) Definition der algebraischen und transzendenten Zahl,

- T GRS D WP s G B T W Se e T S @S I G T WS D G G S G G P TR G WS Wn G S SR WP SR R G GE ee B *u =

Eine Zahl heifit algebraisch vom Grade n, wenn sie Lésung der

n
Gleichung > a, x" =0 (anf 0, a, ganzrational) ist., Jede nicht
V=0

algebraische Zahl heifit transzendent.

2.) Nachweis der Existenz franszendenter Zahlen, ohne ein Exemplar
. anzugeben, Dazu beweist man zunidchst den Satz: Die Menge der
’ algebraischen Zahlen ist abzdhlbar, Mit Hilfe des 2. Cantorschen
- Diagonalverfahrens erh#lt man: Die Menge M = {x|v < x < 1} ist
nicht abzihlbar, Daraus folgt die Existenz transzendenter Zahlen,

(Cantorscher Beweis).

3.) Angabe einer als transzendent erkannten Zahl,

Um transzendente Zahlen zu konstruieren, macht man eine Aussa-
ge iliber die Approximierbarkeit einer algebraiséhen Zahl durch
rationale, Das erste Ergebnis in dieser Hinsicht erzielte Liouville,
der den Satz bewies: Fiir jede algebraische Zahl a vom

Grade n> 1 existiert eine von a abhingige Konstante ¢ > 0, so dafl

@ fiir alle ganzrationalen Zahlen P, Q mit Q> 0 gilt
P c
l Q- =< | > — .
n
a3 |

(Zum_ Beweis vergleiche Hardy-Wight: Zahlentheorie, Olden
burg-Verlag).

Der Satz von Liouville wird herangezogen, um die Transzendenz
der Zahl - —
-v! ‘
a =Z 107" = 0,11000100...
v=1

nachzuweisen, Angenommen die Zahl a ist algebraisch vom Grade

< N; sei n> N und

n
1
a = z 10 ' = = —CIQi (P ganzrational, Q = lon').
\):
Dann ist
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v =n+l

a-a_< 2.0 L 5. Q7N

also ist a nach dem Satz von Liouville keine algebraische Zahl

vom Grade < N und da N beliebig gewéhlt war, ist a transzendent,

4,) Das schwierigste Problem, nidmlich die Frage ob eine vorgeleg-
te Zahl transzendent ist oder nicht, scheint im normalen Schul- )
Q unterricht nur selten angreifbar zu sein. Doch hielt es def Vortragen-
de durchaus fiir méglich, in Arbeitsgemeinschaften und guten Klas-
sen den Hermiteschen Beweis fiir die Transzendenz von e durchzu-
filhren, Der Beweis beruht auf der folgenden, von Hermite angege-
genen Integralformel: Sei g(x) ein Polynom vom Grade N; durch

partielle Integration findet man

a . N
(*) ea' I g(x) -e'xdx = -G(a)+G(0) .eG. mit G(x) = z g(\))(x).
0 beg

Die weitere, auf der Integralfofmel fufende Beweisidee ist folgende:
Angenommen e ist algebraisch vom Grade n (der Beweis ist not-

wendig ein Widerspruchsbeweis!), dann gibt es ganzrationale Zahlen

. a, (v=1,...,n) mit

n
v
I3 ° =
) Zave 0 (2> 0).
V=0
Miltipliziert man (¥) nacheinander mit @y Bgaeees BY und addiert

die erhaltenen Gleichungen, so wird

n - n n Vv
G(0) - z a,, e’ - z a, G(v) = Z a, e’ fg(x)-e'xdx.
V=0 v=0 V=0 o
Mit (*%*) folgt
n
v
V=0 V=o

. - n \YJ
Z a - G(v) = -z a «e’ oj g(x) - e Tax.
Man schétzt nun die rechte und linke Seite dieser Gleichung ge-
1 trennt ab und erhilt einen Widerspruch, Also ist die Annahme
(*%*) falsch, d.h. e ist transzendent. Bei der Durchfiihrung der
Rechnung kommt es darauf an, das Polynom g(x) geschickt zu
wéahlen, (Zur Durchfiihrung dés Beweises vgl, etwa Ostrowski:
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Vorlesungen iiber Diff, « und Integralrechnung Bd.III).

Inder Diskussion wurde auf die didaktischen Sc¢hwierigkeiten beim
Beweis des Liouvilleschen Satzes und des Hermiteschen Transzendenz-
beweises fiir e hingewiesen. Man war sich einig, daf der im Referat
vorgezeichnete Weg hochstens in eiher Arbeitsgemeinschaft einen pad-

agogischen Erfolg haben wird;

(II) Als Ergdnzung zum Unterstufen-Unterri.cht waren
die Ausfilhrungen iiber "Teilbarkeit und eindeutige _

Primfaktorzerlegung'; sowie die 'Bemerkungen zur Ver-

@ _ teilung der Prinzahlen' gedacht,

Ist in einem Integritatsbéreich I (nullteilerfreier, kommutativer Ring)

die Gleichung ‘ . ‘

asx = b mit x¢€1I
l6sbar, so heift a Teiler von b geschrieben a/b., Zwei Ele:
‘mente a, b€ I heiflen invers, wenn a*b=1 ist; Alle Elemente; die
ein Inverses besitzen; heifien Einheiten. Die Einheiten sind Teiler
jedes Elementes von I, Elemente; die durch Multiplikation mit einer
Einheit auseinander hervorgehen; nennt man assoz iiert, EinEle=
ment; das keine Einheit ist und nur durch sich selbst, durch Einheiten
und assoziierte Elemente teilbar ist, heift Primelement,

. ~ Diese Begriffe werden im Folgenden nur fiir den Integritéts be-
reich der ganzen Zahlen I benétigt. Einheiten sind +1,
assoziiertes Element zu a ist a und -a; Primelemente sind die
Primzahlen, Bei der Untersuchung von Teilbarkeitsfragen in I, ge-

niigt es; sich auf positive Teiler zu beschrénken,

Der Fundamentalsatz der Arithmetik: B

Jede natiirliche Zahl n>1 16t sich als Produkt von Primzahlen dar-

stellen und zwar, wenn man von der Reihenfolge absieht; auf nur eine

Weise.

Zum Beweis benétigt man

1) den g:g:T zweier Zahlen: Die Zahld = (a,, az) heilit g-g-T
_von a, und a,, wenn gilt d/a.1 , d/a2 und x/a:,1 /\x/az x/d.

Zur Bestimmung des g+g-T dient der Euklidische Algorithmus.
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2,) Hilfssatz 1: Sei a,, a € IO. Dann ist die diophantische Glei-
chung -
31:{1 + azxz = d
in ganzen Zahlen x,, X, € 10 16sbar,

n
3.) Hilfssatz 2: (Erster Satz von Euklid). Ist das Produkt T[ a,
v=1..
durch eine Prinzahl P teilbar, so ist wenigstens einer der Fak-

toren durch P teilbar.

Ist n eine Primzahl, dann gilt der Fundamentalsatz, Sonst wendet man
vollstédndige Induktion an. Fir n= 4 gilt die eindeutige Primfaktoren-
zerlegung, Fir m < n sei die eindeutige Primfaktorenzerlegung bewiec-
e sen, Ist n keine Primzanl, so folgt aus der echten Z%‘legung n=a-b
die endlicht Primfakiorenzerlegung von n, etwa n= \]Ll Pv . Die Ein-

deutigkeit beweist man mittels HS 2, indem man die zweite Zerlesung

n = ﬁ q]J annimmt und zum Widerspruch filhrt, -

p=1
Als Beispiel fiir einen Integritétsbereich, in dem keine eindeutige
Primfaktorzerlegung gilt, wurde der Integritdtsbereich mit den Ele-
menten a +1i+b 5 angegeban, Primelemente sind 2, 3, 1 +iﬁ,

1-i/5 , aber es gilt 23 = {1+i/5)-(1-i/5 ).

Nur als kleine Bemerkung war das folgende iiber Primzahlen Gesagte

gedacht:

1, Es gibt der Primzahlen mehr, als jede vorgelegte Zahl, (Euklid)
2, Das Sieb des Erathostenes kann mit Erfolg schon in der
Sexta zur Bestimmung der Primzahlen < N herangezogen werden,
3. Eine allgemeine Formel fiir die n-te Primzahl existiert nicht, Das
von Euler angegebene Poiynom f(x) = x2+ x + 41 liefert zwar fiir
x=1,2,..,,39 Primzahlen, aber fortlaufend keine weiteren,
4, Es gibt beliebig lange Abschnitte in der Reihe der natiirlichen Zah-
len, die keine Primszahlen enthalten, ndmlich z. B,
nl+2, nt+23, ..., n!+n, ~
5. Als Primzahlzwillinge hezeichret man 2 Primzahlen, deren Diffe-
renz 2 ist. Es ist eine ofizne Frage, ob die Anzahl der Primzahl-
zwillinge endliich isi, Beispiele: (5,7); (11,13) (17,19),

6. Man interessiert gich dafiir, wieviele Primzahlen < N existieren,
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Sei n(N) =Z 1,
P<N

Gaufl vermutete, Hadamard und de la Vallé-Poussin beweisen

N
log N

m(N) ~ (Primzahlsatz).

7. Jede geniigendgrofle ungerade Zahl 148t sich als Summe von 3 Prim-
zahlen darstellen (Vinogradoff 1938), Noch unbewiesen ist die Gold-
bachsche Vermutung: Jede gerade Zahl 146t sich als Summe von

2 Primzahlen darstellen.,

(III,) Im weiteren Verlauf der Tagung referierte Friulein Ulrike
Schulze iiber die ""Einfithrung einiger Begriffe der Mengenlehre
im traditionellen Unter- und Mittelstufen-Unterricht". Sie zeig-

te im Verlauf ihres Referates die Mdglichkeiten fiir eine Behandlung

mengentheoretischer Grundbegriffe in einer Quinta und einer Unter-

tertia.

Als ein wesentliches Ziel in Unter- und Mittelstufe ist zunichst das _
Begreifen von strukturierten Mengen erwiinscht. Dabei war das Unter-
richtsziel, das sich Frl. Schulze in Quinta gesteckt hatte, 'Operationen
zwischen Durchschnitt und Vereinigung von Mengen einzufithren, Die
einzelnen didaktischen Schritte waren: endliche, unendliche, leere

. Menge, Gleichheit von Mengen, echte, uneigentliche, elementfremde

Teilmengen,

Es zeigte sich, dafl die Quintanerinnen spontan zahlreiche Beispiele
von Mengen mit Elementen des tédglichen Lebens zu nennen wufiten,

und daB auch die Einfithrung einer symbolischen Schreibweise keine
Schwierigkeiten bereitete, Auch die Einfiihrung von endlichen Zahl-

Mengen verlief reibungslos.

<

An einfachen Beispielen wurde dann defir;_iert: endliche, unendliche,
leere, gleiche Mengen, Anhand von Venn-Diagrammen wurde Teilmenge,

uneigentliche und leere Teilmenge eingefiihrt,

Interessant war dabei, dafl die Quintanerinnen - im Gegensatz zu den
Untertertianerinnen -~ sehr rasch einsahen, dafl es vorteilhaft ist, die

leere Menge unter die Teilmengen jeder Menge zu rechnen.
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- . = 7 -
Eine Schiilerin gab mit der Frage, in welcher Bezichung die beiden

Mengen A = {1, 4, 7, 10} und B = {1, 5} stchen, den Anstofl zu Be-
trachtungen iiber Operationen zwischen zwei Mengen, zunichst also des
Durchschnitts, Dabei zeigte sich bei der graphischen Darstellung des
Durchschnitts von drei Mengen A, B, C, daB die Schiilerinnen zwar
sofort A NB N C erkannten, anstelle von A N B jedoch nur B
|
|
|

ANB - ANBN C angaben. Die anschliefende Einfithrung der Verei-

nigungsmenge zweier Mengen bereitete keine Schwierigkeiten,

In ciner abschlieBenden Klassenarbeit wurde u.a, folgende Aufgabe
e gestellt:
A enthdlt 35, B 40, C 24, ANB 12,
BNC 4, CNA 3 Elemente, ANBNC 1 Element,

Gefragt wali nach der Anzahl der Elemente in AU BU C, Diese Aufga--

be wurde von 1/4 der Klasse gelost.

In U 3 wurden die grundlegenden Begruffe (endliche, unendliche, leere
Menge, Teilmenge, Durchschnitt und Vereinigung von Mengen) methodisch

ghnlich eingefiihrt wie in Quinta.

Aus Mengen—Bildern wurden zusitzlich folgende Gesetze erarbeitet:

1. Kommutativgesetze: AUB = BUA, ANB = BNA,
. 2. Assoziativgesetze: (AUB)UC = AU (BUC),
3 (ANB)NC = An(BNC)
sowie die Distributiv-Gesetze: v
AU(BNC)=(AUB)N (AUAC),
AN(BUC)=(ANB)YU(ANC),

Dic erarbeiteten Grundbegriffe fanden nun ihre Anwendung bei der L&-

sung von Gleidh ungen und Ungleichungen,

Dabei sind die Elemente der Menge festgelegt durch die Bedingung,
Losung einer Gleichung zu sein und einer bestimmten Grundmenge

anzugehdren,
Beispiel: M1 = {x/x € NaAx<10},

An weiteren Beispielen wurde dann graphisch und rechnerisch gezeigt,

daB sich bei Anderung der Grundmenge die Losungsmenge dndern kann,
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Zum AbschluB wurde dann das Gelernte zur Lésung folgender Unglei-
chungen verwandt:
M2 = {x/x€GzA (x+5) - (x-2) > 0}

wurde aufgeldst in

{x/x Gz A (x+5) > 0}

M21

M,, = {x/x Gz A (x-2) > 0}
M, g, = {x/x Gz A (x+5) < 0}
M,, = {x/x Gz A (x-2) <0}

er zeigt sich dabei, dafl

(M) N My,) U My 0 M, ) = My, UM,, .

In der abschliefienden Diskussion wurde allgemein die Notwendigkeit
einer frithen Einfilhrung mengentheoretischer Grundbegriffe anerkannt,
Herr Raith regte an, nicht nur Zahlenmengen, sondern auch Mengen

zu verwenden, deren Elemente Buchstaben oder sonstige Symbole sind.

(IV.) Zur Ergidnzung und Vertiefung der im Herbsttertial erdrterten
Problemkreise (affine analytische Geometrie) referierte Herr
Raith iiber Probleme, die sich bei der Einfilhrung der Vektor-

rechnung ergeben. Er gab dabei vor allem eine Einfiihrung in die Még-

lichkeiten, das alternierende Produkt als Hilfsmittel in der affinen

Geometrie zu verwenden,

Zunichst entstand eine lebhafie Diskussion, ob man das Axiomensystem
des linearen Vektorraumes ''doktrindr' angeben soll, oder ob man sie

genetisch motivierend entwickeln sollte.

Eine Fiille von geometrischen Problemen legt die Verwendung von
Vektoren nahe, so z.B. beim Tetraeder die Frage nach der eventuel-
len Existenz des Héhenschnittpunktes oder die Bestimmung des Schwer-

punktes.

Eines der Hauptanliegen des Oberstufenunterrichts ist die Behand-
lung der affinen Abbildungen, Um eine affine Abbildung A zu definie-
ren, geniigt es, zu fordern, daB Geraden in Geraden und Parallelen
in Parallelen ﬁbérgehen. Fir den zugehorigen Vektorraum bedeutet

das:
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A (a+bv)=A(a) + A(bd)
A () )
A (o) = 0

A (a) und hieraus folgend

Eine Betrachtung der Produktbildungen von zwei Vektoren zeigt, dafl
sowohl das iibliche skalare Produkt a . b wie auch das sogenannte
"Vektorprodukt'" a.x b in der affinen Geometrie keinen Platz haben,
Hierfiir empfiehlt sich das alternierende Produkt [a,b]. Als moti-
vierender Zugang wird die orientierte Parallelogrammflidche, die von
den beiden Vektoren ¢ und b aufgespannt wird, als deren '"Produkt"
[a,b] aufgefafit. Es handelt sich aber dabei um eine Abbildung der
Vektorpaare aus ﬂ&zx %2 in dem: zugrundeliegenden Skalarbereich
(meist den Kérper der realen Zahlen). Es empfiehlt sich, bei der Be-
handlung dieses ''alternierenden Produktes', zunichst einige Eigen-
schaften, die dieses Produkt besitzen soll, den geometrischen Kennt-
nissen liber den Flidcheninhalt zu entnehmen, um dann etwa folgende
Auswahl zur axiomatischen Grundlage fiir diese Produktbildung zu

nehmen:

1,) Das Distributivgesetz:

[a,c] + [b,¢]
[a,6] + [a,c] .

[e+b, c]
[a,b +c]

2.) Die Homogenitit:

[ra,b] = Ae,8]; [a,ub] = u.[a,b]
3.) (a,a] =0
4,) [9*11, ‘sz] =1

Als Folgerungen ergeben sich hieraus

a) [b,a] = -[a,b] (Beispiel fiir ein nicht kommutatives
Produkt!)

b) [Aa,a] = 0

c) [ea+rxb] = [a,8]+x([b,0] = [0a,b]

Jeder Vektor des %2 ist als Linearkombination der Basisvektoren

Ty 'mz darstellbar., Dann gilt:
x, ¥, |

"zyz"

[59] = (xlyz-xzyl).[’rll, ‘VLZJ = lez-xzyl =
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Damit ist der Zusammenhang zwischen alternierendem Produkt und
zweireihigen Determinanten hergestellt, und die Rechéni‘é‘geln fir De-
terminanten gehen - bis auf die Stiirzungsregel - aus deneén fiir das

alternierende Produkt hervor,

Aus [Aa,a] = 0 folgt, daB das alternierende Produkt zweier linear
abhéngiger Vektoren verschwindet. Es 148t sich zeigen, daB auch die
Umkehrung gilt. Zwei Vektoren sind also genau dann linear abhéngig,
wenn ihr alternierendes Produkt verschwindet. Geometrisch inter-
pretiert: Sind die beiden Vektoren parallel oder ist einer von ihnen der

Nullvektor, so verschwindet der Fldcheninhalt und umgekehrt.n

Weiterhin 148t sich ein beliebiger Vektor ¢ im ﬁz als Linearkombi-
nation von a und b darstellen

o Le,®] o

fa,c] .
[a,6] °

[a,5] °°

Anwendung auf lineare Gleichungss'ysteme:

Das homogene System

[
o

a1x+b1y

)

1}
[

X + b2 y
ay ' b1 ;
besitzt mit ¢ = () und b = (p_) entweder nur das triviale L&-
sungspaar x =y = 0([a,b] # 0), oder, wenn [a,b] = 0, die Lésungen

x=b Y= -ays sowie jedes Vielfache dieses Lﬁsungspaares.

1 ?
Im inhomogenen Fall

ax+b1y=c

1

)

}
0

x+b2y-

ergeben sich die Loésungen:

x=%—§—:—?j; y=€1—’,2]j,falls[a,b]‘7‘0.
Untersucht man, wie eine lineare Abbildung A auf das alternierende
Produkt wirkt, so zeigt sich, daB im singulédren Fall [A(?Ll),A(»mz)] =0
das alternierende Produkt im Bildraum verschwindet, im regulédren
Fall k= [A('nl), A('nz)] # 0 dagegen alle alternierenden Produkte
mit der gleichen Zahl k multipliziert werden. Geometrisch bedeutet

der reguldre Fall, dafl die Flichen aller Parallelogramme mit k mul-
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tipliziert werden,

Auch der Flicheninhalt eines beliebigen Dreiecks mit den Eckpunkten
A, B, C und den Ortsvektoren a, b, ¢ 148t sich mit Hilfe des alter-

nierenden Produktes darstellen:
1
F(A: B,C) = '2-' {[O,b] + [b:C] + [C,_Q]}.

Es zeigt sich, daB diese Flédcheninhalte translationsinvariant, wie auch
gegeniiber denjenigen affinen Abbildungen invariant sind, fiir die k=1

ist.
Anwendungen auf die analybtische Geometrie:

Q Ist a der Ortsvektor eines festen Punktes A und g ein Richtungsvektor,
so 148t sich die Gerade darstellen
I) c¢c=a+)g Beiderseitige alternierende Multiplikation von I)
von rechts her liefert:
[t -q,g)=0.

) r=a4u(b-a) Ist die Gerade in der Zweipunkteform gegeben,
so liefert alternierende Multiplikation mit b von
rechts:

[F-alb-a] = o.

Es folgten die Behandlung der "Allgemeinen Geradengleichung' und

von Schnittpunktfragen mittels des alternierenden Produktes.
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