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Tagungsbericht
Arbeitsgemeinschaft fiir Angewandte Mengenlehre
12, bis 16. April 1966
Im Mathematischen Forschungsinstitut OCberwolfach fand unter der orga;
nisatorischen Leitung von Dr, W, Felscher eine Tagung statt, bei der .
iiber neuere Arbeiten und Ergebnisse mathematischer Logik und ver-

wandter Gebiete der Mengenlehre berichtet wurde..

Nach einem einleitenden Bericht von E. Specker iiber den Beweis von

. P, Erdﬁs und A. Hajnal fiir die UnmefBbarkeit von unerreichbaren Zah-

len folgten einige Vortrége iiber Unabhéngigkeitsbeweise in der Mengen-
lehre J. Derrick und F.R, Drake zeigten die Unabhang1gke1t des Aus- "A_
wahlaxioms fiir beliebig groie Kardinalzahlen von einer schwachen Vari-
ante der verallgemeinerten Kontinuumshypothese mit Hilfe der Forcing,-;’:
Mathode und generischer Modelle, Fiir das hierfiir konstruierte Modell
’ze1gte R.B. Jensen, daf dort das Auswahlaxiom fiir beliebige wohlgeord-
‘nete Mengen von nicht leeren Mengen gilt, Aulerdem skizzierte F.R. )
Drake die kiirzlich bekannt gewordene Methode von Dana Scott fiir Unab-
hiangigkeitsbeweise in der héheren Arithmetik mit Hilfe von Modellen mit

Werten aus einer Booleschen Algebra, die das Forcing vermeidet.

‘ Der Vortrag von K, Potthoff brachte Definitionen und Eigenschaften von
' Modellen fiir Sprachen héherer Ordnung, die fiir die Konstruktion und Un-
tersuchung von Nichtstandardmodellen geeignet sind und fiir die de';' End-

lichkeitssatz durch Konstruktion von Ultraprodukten bewiesen werden kann,

Die folgenden Vortrige behandelten Fragen der Algebra. R. Keriz‘.woff )
brachte einige Sitze iiber unendlichstellige Algebren, die sich ohne Aus-
wahlaxiom beweisen lassen, E. Felscher berlchtete iiber ratlonale Aqui-~
valenz von Algebrenklassen und daraus sich ergebende Fragen, Uber eine
Arbeit von G. Gritzer tiber freie Algebren iiber Axmmensysteme 1  Stufe
berichtete H, Osswald, Ein ‘Vortrag von J, Bammert iiber die S- Algebren,
die auf Rasiowa und Sikorski zuriickgehen, brachte die Anwendung der
algebraischen Methoden auf 1die' Logik. In seinen drei ausfiihrlichen Vor

trédgen iiber Coboolesche K’até‘g»orien und die Vollstdndigkeit von Theorien

.
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entwickelte F. W, Lawvere die Anwendung der Theorie der Kategorien
auf die Logik, indem er den Begriff der elementaren Theorie und ihrer
Modelle definierte und dann fiir konsistente Theorien den Vollsténdig-

keitssatz zeigte.

Teilnchmer:
Bammert, J. ~ Freiburg
Crossley, Prof. J.N. : - Oxford
Diener, Dr.K,H, Kéln
Derrick, Dr.J. Leeds
o Drake, Dr.F.R. | Leeds
' Felscher, Dr.W. Freiburg
Jensen, Dr,.R.B. - Bonn
- Kerkhoff, R. Freiburg
Lawvere, Prof.F.W. Ziirich
Oberschelp, Dr.W, | Hannover
stwal_d, H., Hannover
Potthoff, K. - Hannover
Richter, M, F_‘réibux"g
Schumacher, D. : © . Freiburg N
Siefkes, D. - Heidelberg
. Specker, Prof.E. . Zirich
Thiele, Dr;E.J . ‘ ‘Hannover
Volger, H. Freiburg
Vortragsausziige:

- s o - -

SPECKER, E.: Unerreichbare Zahlen, B

Bericht iiber den Beweis von P, Erdés und A'. Ha’jﬁal fur die ﬁnmeﬁbe{r-
keit von unerreichbaren Zahlen, (P. Erdss und A. Hajnal. "On the
structure of set-mappings'' and ''Some remarks concerning our paper
"On the structure of set-mappings' '', Acta Mathematica Acad. Sci.

Hung. 9 (1958) and 13 (1962)).
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- DERRICK, J., DRAKE, F.R.: The independence of the Axiom of Choice
at arbitrarily high cardinals from a set
theory including a weak Generalized
Continuum Hypothesis.

Let ®(S) be the value of the Hartog’ s aleph-function at the set S; i.e, for
any set S : ®(S) = {ala is an ordinaland 3 a1 - 1 mapping from a onto
a subset of S}. Let M be any model of Zermelo-Fraenkel set-theory

(ZF) plus the axiom of choice,

If K is an infinite regular cardinal of M and Rel[M, for every cardinal
a if a < K then 2a < K], where Rel[ M, £] denotes the relativisation of
the formula ¥ to M, then a model N is constructed by the method of

‘ forcing and generic sets for which:

1. Rel[N, for every cardinal a; there is an R which well-orders

B(a) iff a < K], where P(a) is the power set of a

2. Rell[ N, there is no prime ideal ¥ such that ‘bk(K) c ¥], where ‘Dk is

set of all subsets of K of cardinatity < K

3. Rel[N, for every a < K: if ®(F) = a there exists f such that O(f) = a
and for all x €a: F x $0 - % € F%], where D(X) = {x] Jy:<x,y>€X]}

4, Cardinals are absolute; i.e, for every a
(@ € M and Rel[M,a is a cardinal)) iff (@ € N and Rel[N,a is a

cardinal])
5. Rell[M, ¥ (Ba))] = Rel[N,R(P())] for every cardinal a € M

It follows that if M is a model such that for every cardinal a € M
%
2'a = hiﬂca [where e.g. G is one of the functions of ''"Powers of regular
T

Cardinals" - W.Easton, (Princeton, 1964 - Ph.D. Thesis)] thenin N

the following weak variant of the generalized continuum hypothesis holds:

(%

e N = ::_}.
For every initial a: 2 (@) = 2 o +1)

It also follows from 1. above that if Z«Za is any cardinal of N such Ra< K
then 2&‘1 =% _c_ is true in N.
G a

By a further conétruction using the method of forcing and generic sets a
model N’ can be constructed from M in which 1.-5. above still hold an

for which, in addition:

- 6. Rel[N, for every a > K there exists F such D(F) = a for which there
DFG FDoerl;E;C:rfgsgememschaft L . © @
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is no f such that O(f) = a and for every x € a if F °x # o then
£°x € F %].

DRAKE, F.R.: Independence proofs for higher order arithmetic.

A brief outline was given of Dana Scott’ s method for obtaining independence
proofs for nigher order arithmetic, using Boolean valued models and avoid-

ing the notion of forcing.

JENSEN, R.B.: Nach einer Konstruktion von R. M. Solovay wurde gezeigt,
daBl in dem von F,R. Drake und J. Derrick konstruierten Modell das Aus-
. . wahlaxiom fiir beliebige wohlgeordnete Mengen von nicht leeren Mengen

gilt.

POTTHOFF, K.: Beweise mit Hilfe von Nichtstandardmethoden.

Es wux‘fde eine Objektsprache definiert, die fiir die Konstruktion und Un-
tersuchung von Nichtstandardmodellen geeignet ist; in dieser Sprache
kénnén auch Aussagen iiber Bereiche von Funktionen und Relationen ge-
macht werden, Die zugehérige Klasse von Interpretationen ist beziiglich
Uf‘c"r‘aproduktbildung abgeschlossen, so daBl der Endlichkeitssatz fur diese

Sprache durch Konstruktion von Ultraprodukten bewiesen werden kann,

‘ KERKHOFF, R.: Sitze iiber unendlichstellige Algebren, welche sich ohne
Auswahlaxiom beweisen lassen.

Ist IF = (F, (fi)ié I> eine Peanoalgebra iiber der Menge X, so ist sp(o),
der Support eines Elementes 0 € F, die kleinste Teilmenge von X, in

deren Erzeugnis das Element 0 liegt.

Ist A

= (Ki)iEI eine Familie von Mengen, sosei LL=1 U K. und
M(a) = U LM, i€l
n<w

Es wurden ohne Auswahlaxiom die folgenden S&tze bewiesen:

1a) Ist A = (Ki)iGI eine Familie von Mengen, (F, (fi)iE I> Peanoalgebra
vom Typ A iiber X, dann existiert zu jedem 0 € F eine Abbildung

jx von M(8) in X, so daB} sp(o) € x(M(8)).

1b) Ist A = <a§>§< eine ordinale Ordinalzahlfolge, (F, (fg )§<13> Peano-

6}
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algebra vom Typ A iiber X, so existiert zu jedem o € F eine injekti-

ve Abbildung b von sp(c) in M(A), ferner existieren card (sp(o)) und

card (M(8)) und es ist card(sp(0)) S card d(M(3)).

= i i i F,(f -

2) Ist A (a€>§<8 eine ordinale Ordinalzahlfolge, (F, ( §)€<ﬁ) Peano
algebra vom Typ A, A und B Algebren desselben Typs, p ein Homo-
morphismus von F in B, q ein Epimorphismus von A auf B, dann
gibt es zu je zwei Elementen o und T aus F einen Homomorphismus v

von F ip A mit qv(o) = p(o) und qv(T) = p(T).

FELSCHER, W.: Rational equivalences of classes of algebras.

Co_nsider two classes of (abstract, possibly infinitary) algebras %, € oi:_
‘ different types Al, A2. A bijection £ from ® onto € is called an equi-

valence if corresponding algebras have fhe same carrier, An equivalence

% is functorial if the functorial isomorphism, induced between the cate-
gories defined by ® und §, commutes with the forgetful functors. An
equivalence is rational, if in algebras éorresponding unter % the (primitive)
Az-operations can be defined by Al-terms and the Al-operations can be
defined by Az-terms - (where these terms shall depend on ® and € only,

not on particular algebras).

Theorem 1 A(essentially due to Malcev): If € and € contain free algebras
with sufficiently many generators, then any functorial equivalence is

‘ . rational,

Theorem 2: A rational equivalence from % onto € can be extended to a

rational equivalence from &(#), ‘the equational closure of %, onto G(€).

Corollary: If ®,€ are rationally equivalent and % is equationally definable,

then so is €.

Some more related questions were discussed.

BAMMERT, J S-Algebren und ihre Anwendungen.

o = (F,S,H) heiBt formales System, wenn (F,S) ecine absolut freie Al-
gebra ist und H ein Hiillenoperator ﬁber. F, derart, daB fiir Teilmengen

BC F und Endomorphismen g stets gilt: g(H(B)) < H(g(B)).

Gibt es in 5 speziell eine zweistellige'Operation-' mit (a—a)€ H(9),

4|
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(a=c) € H({a=b, b-=c}), b € Hfa, a-‘_.-.b;v}f_g)_‘,_i(a-'b) € H{({b}), so heiit o

quasideduktiv in Bezug auf diese Operati‘pp'. Fiir ein quasideduktives

System 0 wird die Klasse A(0) der S-Algebren zu ¢ definiert als die Klas-
se aller (E, T, e) derart, daB (i) (E, T) eine Algebra ist mit Typ (T) =
=Typ (S), e€ E, (ii) aus a~b=b—=a=ce folgt a=b, (iii) fir alle
Homomorphismen f von (F,S) in (E,T) und alle BS F mit f(B) c{e}

gilt f(H(B)) < {e}. Die Klasse A(0) ist gegen Subalgebren, Produkte und

isomorphe Bilder abgeschlossen.

o = (F,S,H) heiflt vollstindig, wenn a € H(B) genau dann gilt, wenn fiir
alls S-Algebren (E, T, e) und alle Homomorphismen f von (F,S) in

(E, T) mit f(B)< fe} stets auch f(a) = e gilt. Es gilt der Satz:

Ein quasideduktives System ist genau dann vollstindig, wenn fiir jede Opera-

. Q : 3 o1
tion S; in S (ihr Typ sei Ti) und alle Argumentfolgen (a)\))\ 671 und

(bk ))\ E,Ti gilt: (Si(a)\)

er” Si(bx)x E’ri) € H({a)\-* b)\ I\ € Ti})', Der Beweis

: i
beniitzt die Lindenbaumalgebren des Systems o fiir Teilmengen A C F;

das sind die Faktoralgebren von (F,S) nach den kanonischen Aquivalenz-

.relationen der Fuasiordnungen < die definiert sind durch: a< ,b

genau dann, wenn (a-_' b) € H(A). ]?ie‘Lindenbaumalgebra fir A=§¢ };u einem
konsistenten System ist freie S-Algebra iiber der Basis von (F,S). .
Fir ecinige spezielle Systeme sind die S-‘Algebre"nA ohne Be zﬁg auf 0 gekenn-
zeichnet. Sind zB Gk’ Gi’ op_, Gd’ oa, cq jeweils die Systeme der klas-
sischen, intutionistischen, _positiven, derivativen Aussagenlogik, der deri-
vativen Aussagelogik mit a-stelligen Konjunktionen und Disjunktionen, der
Cuantenlogik, so ist A(ok) die Klasse aller Boolescher.z'Algebren, A(cr_i)
die aller Brouwerschen Verbinde, A(op) die aller subjunktiven (=pseudo-
relativkomplementidren) Verbidnde, A(o d) die aller geordneten Mengen -
mit einer Subjunktion, A(O’a) die aller a-vollstédndigen subjunktiven Ver-
bande, A(oq) die aller orthokomplementidren modularen Verbidnde mit

einer Semisubjunktion (Semisubjunktionen existieren stets).

Auf Grund spezieller algebraischer S#tze lassen sich dann tiber diese
speziellen formalen éysteme weitere Aussagen gewinnen, Die Methode

der S-Algebren geht auf Ragiowa und Sikorski zuriick,
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OSWALD, H.: Freie Strukturen {iber Axiomensystemen 1, Stufe,

Um freie Algebren in der Modellklasse M(Y) eines Axiomensystems 7,

- das beliebige Formeln der Cuantorenlogik 1. Stufe enthdlt, definieren zu
kénnen, filhrt G. Griatzer in seiner Arbeit ''Free Algebras over first
Order Axiom Systems'' (Publications of the Math, Inst. of the Hung.
Acad. of Sci., Bd. 8 (1963)) den Begriff des Inversen in Analogie zur
Gruppentheorie ein und definiert damit die Begriffe Y-Unterstruktur

und Y-Homomorphismus,

LAWVERE, F.W.: Coboolean Categories and Completeness of '"Theories'',

. An elementary theory is defined to be a small category T with finite
products.containing two objects A, B such that all objects of T are finite
products of A’a and B’s together with two distinguished morphisms
1 - B called "true'" and ''false' [ 1 being the empty product] such that
for any X, B x X = X + X with the injections induced by true and false,
and such that for any f, cp_such that domain (f) = domain (), codomain (p) =

= B there is a morphism Qf[q)] : codomain (f) = B such that for all i:

codomain (f) - B: | X £ >Y
: (not nec, /
N ' . 1,)7/ =
3,00 b= poiff ol £y g \comm.) jt:[ﬂ
y Y,
8
' where }- are the ordering relations corresponding to a canonical Boolean

structure on each T(X, B) by the assumption Bx X =X + X [where
T(X, B) dehot‘es. the set of morphisms X - B]. It is shown that "equality"
is a special case of this operation }., Also every first order theory in
the usual sense (with =) gives rise to a unique such T, and every T
arises from (many but ''equivalent") first order theories. A modelof T
is a functor M: T — ¢ into the category of sets which preserves products,
takes B to a two element set, and which takes }f[cp] into the (charac:
teristic function of the) image under (f) M of (the subset whose charac-
teristic function is) (p) M. The uniyerse of a model M is (A)M and all

" models are automatically "normal"f, Defining a sentence of T to be an
element of T(1, B), one defines consistency, completeness, and logical

validity in the "usual'' way.
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a morphism T -+ T, of elementary theories where T

has the property

I I

that the representable functor TI(l, ) TI = ¢ is a model. TI is ob~- -

tained through use of a prime ideal in the sentences of T, where T~ T

is constructed as the adjunction of an adjoint pair as follows: define a

T-theory as an elementary theory, exept instead of } one has equality

. : ‘s A, Y X Y¥B beeing arbitrar
g YX Y- B.eY{-—i,xY,)lff(‘.-ue)Yl' SRR ; g arbitrary
and A: Y~ Y X Y beeing the diagonal, and for each X > VY, Y% B one has

¢

e

Tcp[cp] =g X—— Y
fgf=t Yy
¥
®-fgo B
def

A forgetful functor ThT - TH is defined by }f[cp] = goA

clem
(gf, idY) ey s which by general algebra has an adjoint,

These developments seem to have the following interest:

--—.-------—-—--.——-—-——-------

- o= -

2) A precise mathematical object is constructed corresponding to ''Sinn-

Bedeutung'' distinction,

3) It is possible that closer inspection of the constructions yields a proo_f
that the prime ideal theorem implies the generalized completeness theo-

rem (without A.C.).
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