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Tagungsbericht
Arbeitsgemeinschaft iiber lokale analytische Geometrie

24, bis 29, April 1966

Die Tagung wurde von R, Remmert (Goéttingen) geleitet,

Teilnehmer:
Behr, H., Goéttingen Kobayashi, Berkeley - Mainz
Brandis, A., Tibingen | Kupisch, H,, Saarbriicken .
Dref3, A., Berlin Legrady, Hamburg

‘ . Gabriel, P,, Strafiburg Leptin, H., Heidelberg
Hoechsmann, K. Tikingen Puppe, D., Saarbriicken
Kegel, O.H., Frankfurt Thoma, E., Miinster
Klingenberg, W., Mainz Tillmann, H.G., Mainz
Knebusch, M., Hamburg v. Waldenfels, W,, Jiilich

Kneser, M,, Géttingen

Die Grundlage dieser Arbeitsgeméinschaft waren Manuskripte von
Grauert-Remmert, Auflerdem wurden herangezocgen:

S€minaire H, Cartan 1960-61, Exp. 18-21 (von Houzel)
(fiir die Vortrdge 1, 4, und 6)

Abhyankar: Local analytic geometry, Acad.Press 1964
(Vortrag 2)

Serre: Faisceaux algébriques cohérents, Ann, Math, 61 (1955)
(Vortrag 4)

Vortragsausziige:
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k sei ein vollstindig bewerteter Kérper (Bewertung: | 1), k{ Xysoees xn}
die k-Algebra der formalen Potenzreihen in n Unbestimmten XiseearX o

]R_r: sei die Menge der positiven, reellen n-Tupel, also

n . n _ . '
¢ = = t d
R, : {1 (tl, cees tn), t € R, t, > 0}. Fiir jedes t € ]R+ wird durch
| t

Hf”': = 9| a ...V tn eine Norm in k{ Xiseeos xn} definiert,

n 1'.0

DFG Deutsche E
Forschungsgemeinschaft ©




UFG

Deutsche
Forschungsgemeinschaft

-1

sraigl/l

Futitanie

soo™ sofdosltemoriis
stlowesd )

©




-2 -
B,:* ] | f||t < =} ist eine Banachsche k-Algebra, und

k[[xl, ceos xn—;l] 1 = 1 éJIR:l Bt heifit die A;gebra der konvergenten

Potenzreihen iiber k in xl, ooy xn.

Es seinun t€ ]R; festgehalten, B:= B, Wle= H‘ und
B':= k[[x,....,x, 3] N B.

Weierstrass’ sche Formel: Sei g = Z g, x: € B, g, € B’ ; der Koef-
)

fizient g sei eine Einheit in B, derart daf

Hx: -g- gs-l | <e. t: , 0<e< 1, Dann existieren zu jedem
f= z fv x: € B, fv € B’ eindeutig bestimmte Elemente q € B und

o
r € B’[xn] (Polynomring) mit grad r< s, so dafl gilt: f=q- g+r.

Es bestehen die Abschétzungen:

S = \Y €
R N RS

Ir -

n
o~
[

\YJ €
x| aan

Sind zusédtzlich g, f¢€ B’[xn] und ist grad g = s, so ist auch

q € B’[xn:l .

[=<]

- D e . . ey S e W AP wp an E. - - S e GO m e W e =

g, € B; der Koeffizient gs sei eine Einheit in Bf’ derart dafd

1 gll <e- t: , O<ec< 1. pam gibt es ein normiertes

S -
=) - g 5
Polynom w s-ten.Grades aus B’l:x_rl ] , so dafl gilt: g = e -w mit
einer Einheit e € B,
Es bestehen die Abschitzungen: || xi - ol < 2 t:

2¢e
1-2¢ °

0oo=1
lelte -1 <

Ist g ein Polynom in X » SO auch e.
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SATZ 3: o seiein k-Algebrenhomomorphismus von k[[xl, ceea X 1 ]
in k[[x oo X | ] ~dy die Matrix

3 (%)), . 0s 00x_))
( A(x

)
19 e o Xm)
¢ ist injektiv, falls m<n und rgdp =m und

@ ist surjektiv, falls m>n und rg dp = n,

SATZ 4: Es seien f,,...,f € k[[x yeeesX -I], r < n Nichteinhei-
1 r 1 n- -
ten (d.h, fp(O,..,,,O) # 0) und
a(fl,...,fr)
a(xl:ooo,xr)

det (0,...,0) # 0.

Dann gibt es einen Epimorphismus T von k|:[ Xjsvees xrl -I:,
auf k[[xr_*_1 seoes Xn-l] , sodaB Kern T = (fl, .. .,fr) und

T (x\)) =X fir v>r, 7T isteindeutig bestimmt und es ist

Kern 7 = (xl- T(xl),.,.,xr- T (xr)).

Folgerung (Implizite Funktionen): Die Voraussetzungen seien wie in

O e - . Ve U - e S e e N YR AR e W am e = ) o W e e

Satz 4; dann gibt es eindeutig bestimmte Nichteinheiten

gyseees 8. € kl:[xrﬂ,...,xn_l] ,» sodaB f (g, ...., g,

xr+1,...,xn)-=0 fir v=1,,,.,r,

SATZ 5 (Henselsches Lemma): Kk sei algebraisch abgeschlossen,

k|:[x1 seess xn —|] ist ein Henselscher Ring, d.h,:

b b-1 S
Ist ww,x) = w + al(x)w . +.. .+ab(xt)> € k[[xl seves xn_l][W_I
und gilt w(w,0) = (W-Cl) 1.. . (w-ct) t mit paarweise ver-

‘schiedenen c,, ..., ¢, € k, so gibt es normierte Polynome

wj(w,x) € k[[xl,...,xn_l] [w_lb, j=1,,..,t mit

w=w w, (w,0) = (w-c) J. Die w, sind eindeutig

1 t’
bestimmt und paarwelse teilerfremd in k[[ Xpseees X :|] (w].

* o e w

3. DRESS, A.: Satz von Cartan-Riickert

R T e —

Definitionen: a) D C IR heift Dreiecksmenge: <==> JJ 5 >0 und

fiir jedes v=1,..., n-l eine positive, monoton wachsende Funktion

. n
8, (t,,q+++» t ), sodall D die Menge {(tl,...,tn)_ € IR+|

' ’ +
tn<6n, t <$é (b) sees t

n-1 n-1'n"’ 1<61(t

g e tn)] enthilt.

o®
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menge von k ,

c) Es bezeichne

~ ' 3N
14 “) 1, 0 ¢
A = /1 . * \n und A’ = . : n+ld ;
. A \ il
[ o - 1/)‘ o 1
e e ee—
n ' n+l
N » ’; n 3 'E‘ ‘ .
dannist: & =k und A ., / LEL TC:_An_'_1 , n>2 heifit

Forschungsgemeinschaft

1
- c ep C ¥ ’
g-Menge Tcp E--An(— An+1 ),! so dgﬁ Tcp o< T fiir € T’,
T Az heiflt q-Menge, falls T p-Menge (A2 = k1 ).

HILFSSATZ: Ist k unendlich und nicht trivial bewertet, so gilt
1) g-Mengen sind dicht in An.
2) Zariski-offene Teilmengen sind q-Mengen,

3) Durchschnitte zweier q-Mengen sind q-Mengen,

SATZ (Cartan-Rickert): M sei ein Teilmodul eines endlich erzeugten
freien k[[ Xysenes X :|:l -Moduls. Dann existiert eine q-Menge
c j E 3 .o ey
QM < An und zu jedem Erzeugendensystem hl' hm von M
und jedem o € QM eine Dreiecksmenge D = Do (h1 seces hm) und
eine Schrankenfunktion L :D - R_, so daB fir jedes h€ M Ele-
mente a,,...,a_ € k[[x seves X ‘I] existieren mit
1 m 1 n-
)
h = ah
g HH
Folgerung: Ist M ein Ideal in k[[x1 ewes X '|] , soist M N B,

abgeschlossen in Bt .

und Ho(au)ut < L(t,9) lom|l, fir t €D,

4, BRANDIS, A.: Kohidrente Garben, Kohérenz der Strukturgarbe

Es seien X ein topologischer Raum, ¢ eine Ringgarbe iiber X,7 und 7

%-Moduln; % oder %/U bezeichne die Einschrinkung von ¢ auf U € X,

Definitionen: a)

T heift endlich, wenn es zu jedem x € X eine Um-

gebung U von x und eine natiirliche Zahl p gibt, so daB die Folge

&xp-»fnU

U - 0 exakt ist.

o®
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Schritten s1 seees Sr T (U,m) die Ralatlonengarbe R (s1 seees Sr)
endlich ist.

¢) T heifit kohdrent, wenn es endlich und relationsendlich ist,

a) Sind in einer exakten Folge 0-&-T:- 7 - 0 zwei Moduln kohérent,
so auch der dritte, '

b) Sind ® und ? kohidrente % -Moduln und ist ¢ : ! - % einHomo-
morphismus, so sind auch im ¢, ker ® und coker ® kohirent,

¢) Sind M und M kohdrent, so auch HomQI (T, 7).

SATZ (Oka): Ist k ein vollsténdig bewerteter Korper, so ist die Garbe

D n der Keime holomorpher Funktionen iiber K" kohédrent,
k

- S ) G G W R G R W e e G e G S G S ST b Y D WD AR D D U Gh AR S G MR A S eR L TS WS WD D R W W e

I. Eine Abbildung f: X - Y zweier top. Rdume heifit e_rlq.l_lgl_x wenn
sie stetig und abgeschlossen ist und fiir jedes y € Y die Faser
f-l(y) endlich ist, Ist F eine Garbe iiber X, f: X~ Y, so ist
das c_lg_r:e_k_t_?_l_a_}l_c{ f F von F eine Garbe tiber Y, die durch
-V, f f) = "(f"IV F) fir V C Y gegeben ist,

Ist X hausdorffsch und f endlich, so gilt
:a) Ein Halm des direkten Bildes ist direktes Produkt der Halme in

den Urbildern: d.h. (f F) = '[[’ F

xer-liy) ¥

b) fo ist ein exakter Funktor.

II. Sei Q offene Umgebung von p= (y,c) € k™ x km, S eine kohi-
rente Garbe iiber Q, p isolierter Punkt von Tr S N (y X km)
(Tr S = Tréager von S). Dann gibt es Polizylinder Z und W
um y bzw, ¢, soda U=2Xx W C Q und es gilt
a) Die Projektion ¢ : Z x W~ Z induziert eine endliche Abbildung
von TrS N U in Z,
b) ch(SU) ist kohdrent.

o®
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Raum und Qx Garbe lUber X ist, falls es eine offene Uberdeckung__
{U} von X gibt, so da (U, sxl U) ¥ (A,H) ist, wobei A Null-
stellengebilde eines endlichen Ideals I von 9 n | V. und

H= (9 | V/1) ist. k

k
Eine analytische Abbildung von (X, 9 ) in ( "QD ) ist gegeben

durch ein Paar von Abbiidungen: f: X Y und f, : 99 - fOEJ x°

SATZ: Ist X hausdorffsch und * : X » 7 eine endliche analyti-

sche Abbildung analytischer Rdume (iiber einem algebraisch abge-

schlossenen Grundkoérper) und S eine kohdrente Garbe iiber X, so
o ist § S kohdrent iber Y

Korollar: i (X) ist analytische Menge,

6. GABRIEL, P.: Endliche analytische Rdume iiber S und kohirente

. e h Gh G e R T G W W P WS SR S e S S GG AN T P G e WD G GD SR G G D SR SR P W Gh OB Sh Gn AR G We W W

Sind X und S analytische Rdume, p: X - S eine analytische Abbil-
dung, dann heiflt das Paar (X,p) ein analytischer Raum tiber S, Jedem
solchen Raum kann man das direkte Bild seiner Strukturgarbe Dx zu-

ordnen: T(X) := po(i)x). (X)) ist eine Algebrengarbe iiber QS und

-

ist ein kontravarianter Funktor.

‘ Theorem: T liefert eine Antifiquivalenz zwischen der Menge der ana-

lytischen Rdume tber S mit endlicher Strukturabbildung p und der

Menge der kohdrenten 9O -Algebren.

S
Die inverse Abbildung Sp (Spektrum), die jeder QS-Algebra U einen
analytischen Raum Sp ¥ iiber S zuordnet, wird durch Lésung des fol-
genden universellen Problems gewonnen:

Gesucht ist ein Tripel (Sp¥, Py Sp¥ - S, Py : U -7 Sp¥) (wobei _
Sp¥ ein anal. Raum, Py eine anal. Abbildung und Py ein SS-AIgebren-
homomorphismus sein zoll), so daB fiir jedes ) : ¥ »I' (X) genau ein

¢ : X - Sp¥ - existiert, derart dafl die folgenden Diagramme kommutie-

ren:

8

x--2. g T (X) < --®-- (Sp )

\ % ,

o\ ¥ s
"

.Y P
g A
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SATZ: Falls & kohirent ist, existiert ei-Pe Losung.

Zum Beweis zeigt man Folgendes:

a) Die Einschrinkungen einer globalen Losung sind lokale Losungen.
b) Ein globales Datum, das lokal - ~Lﬁsung ist, ist auch global Ldsung.

¢) Lokale Losungen lassen sich "verheften''.

Eine lokale Lésung bekommt man so: Fiir geniigend kleines V ist ¥/V

von der Form SV[XI, cees Xn-” (Fy,..., F ) mit O = DS/V und
‘Eﬂ
F €T(V, 9,)[X,,-+., X_ |- Dann setzt man
Sp¥% = N (F,,...,F) (N = Nullstellengebilde).
n 1 r
: k XS
. 7. KNEBUSCH, M.: Dimensionstheorie analytischer Rdume

- - —— - - - - > e e Eh e as D SR AR W e Eh W e e e

Ist A ein lokaler, noetherscher Ring mit maximalem Ideal - , so de-
finiert man die (Chevalley-)Dimension von A durch
. - . - ‘ A .
dim A := min {r|-| {xl, s xr} c e, /(x1 yeoes xr) artinsch}
Ist (X,H) ein analytischer Raum, so definiert man die Dimension von X
im Punkt x durch dimxX := dim Hx .
Wichtiges Hilfsmittel fiir die Induktionsbeweise ist das
der minimalen Primideale von A enthalten ist. Ist f aktiv und f € R

so gilt: dim A/fA = dim A-1,

. THEOREM I: X und Y seien analytische Rdume, M analitische Menge

in X, $#:X-Y seiendlich, Dannist dim_% (M) = max dim M.
y € =1 (p%
X€P (y)
THEOREM II: dimx X=d << 3 Umgebung U von x und eine endliche,

in x offene Abbildung o : U~ GC kd.

minimalen Primideale b» von A gilt: dim (A /p) = dim A. Ein analyti-
scher Raum X heifit reindimensional in x, wenn die Abbildung

z - dimz X fiir alle z aus einer Umgebung von x konstant ist,

THEOREM III: Gleichwertig sind (fiir einen analytischen Raum (X, H) )
a) Hx ist rein-d-dimensional,
b) X istin x rein-d-dimensional.
¢) 7 Umgebung U von x und eine endliche offene Abbildung
o: U~ GC kd .
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SATZ (Cartan-Oka): Die Idealgarbe i(A) einer analytischen Menge A

in einem analytischen Raum X ist kohérent,

Als Folgerung erhdlt man die Charakterisierung der analytischen Mengen
als lokale Nullstellengebilde endlich 'vieler analytischer Funktionen, Der

Beweis beruht auf dem foigenden

LEMMA: Die analytische Menge A sei enthalten in der offenen Menge
G des kn, a € A. sei ein irreduzibler Punkt. Dann existieren eine
Umgebung U von a und Funktionen f1 seses fm’ A €T(U,0), so
‘ daf}
1., UNA = N(fl""’,fm)’ ' 1(!-\)a = ('fl,..., fm)a .
2. A’ := N(0)N A liegt nirgends dicht in A,
3. 1(A)c = (fl"“' fm)c fir ¢ € UNA-A’).

Es wurden zwei Beweise dieses Lemmas gegeben, der erste stiitzte sich

auf den

HILFSSATZ: Ist a ein Ideal in k[[ Xiseeos X ﬂ mit den Eigenschaf-
ten
2) 8 C (xy.en., X)),
b) @2 (x,,...,% ), m<n,

oa .
c) 'a—x——EC! fiir V>,
A%

d) falls Charakteristik k# 0, ist 6 = A/E (Radekal), so ist

0=(x1,,,.,xm),,

Zum zweiten Beweis wurde verwendet, dal H_(H sei Strukturgarbe
von A) endlich und separabel iiber k[[xl seees Xy 1] ist, Dann hat
man normierte separable Polynome fi(xi; Xjseees xd) € ™(U, 0)[xi:]

fir i=d+1,...,n und eine Umgebung U von a, Es gilt:

N(fd+1 seoes fn) > UNA (dies geniigt statt Eigenschaft 1 dgs Lem-
mas); ist A, die Diskriminante von f,, so setzt man A:= [] A,
. ! i=d+1

(woraus sofort 2 folgt).

9, REMMERT, R.: Anwendungen es Saizes von Certan-Oka

e et e G Pe  w  Gh e W R S e e - A G WS L En E n n R WS S b 0 g

Sei M < X eine analytische Menge; M (j):= {x€ M | dim_ M > j} ist

Deutsche
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eine analytische Menge; MJ.:= M(j) - M(j+1) ist ebenfalls analytisch

und heifit j-dimensionale Komponente von M,

Punkt x wird definiert durch eibe:= dim(‘.«z/{,x /4‘%}2{ ), wo WL, das
maximale Ideal von H ist. Es gilt: eib X > dimxX.

Ein Punkt x € X helfst regular, wenn H isomorph einer Potenzreihen-

algebra ist. x ist genau dann reguldr, wenn eibe = dimxX ist,

Jagobi-Kriterium

k[[xl,... |:| /¢ kl:[x seees Xd:[]<'=—'> Jacobirang von

a = n- dlm(l{[y seees X |J /a
44(H) bezeichne das Nllradlkal von H; X heifit {'ggggl_e_r:t_ falls
4(H) = 0 ist,

S(X) bezeichne den "s‘i}igﬁléi_fe_rfbrt von X; falls X rein-d-dimensional

- . Em wm e e S v e Lt e e

ist, ist S(X) = {x € X ! eib_ X > d}, im allgemeinen ist

S(X) = U (X.NX)UTrl (H)U u S(X.).
() 1%<1 ) UTrl 14,5
Es gilt: a) S(X) ist eine analytische Menge,
b) Ist X reduziert, so ist S(X) nicht dicht in X,
10, REMMERT, R,: Normale Punkte und Normalisierung

Normahtatsk*‘xterlum fir Ringe: )

R seiein noetherscher reduzierter Ring, R die ganz- abgeschlossene

Hiille von R, o sei ein Ideal von R, das einen Nichtnullteiler enthilt,

Dann gibt es eine Einbettung ¢ von Hom (a a) in Q Quot1entenr1ng

von R derart, da@ RS Imo = {q€Q]|qe c e} © R. Ist ferner a = Ja,

so ist Imo = {qe ﬁl qQe < R}, gilt auBerdem: zu jedem

heRt: hatg_ R, so folgt: R ist normal <= Im o = R,

Sei nun (X, H) ein reduzierter analytischer Raum, I ein Ideal von H,

so daf Ix einen Nichtnullteiler enth&dlt, dann gibt es eine Einbettung o

von Hom (I,I) in Q(H) und Im ¢ ist kohédrent,

Die Idealgarbe I = 1[S(X\] des singuldren Ortes erfillt die obigen

Bedingungen: a) Es ist I=4I, b) zu h € H __|t h, I S H_.

SATZ 1 (Oka): Die nicht normalen Punkte von (X, H) b11den eine
analytische Menge, die im singuldren Ort enthalten ist,

SAT_Z 2: Ist X normal, so ist der singuldre Ort S(X) wenigstens

2~codimensional,

o®
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SATZ 3: Zu einem reduzierten analytischen Raum (X, H) existiert
eine Normalisierung, d.h, ein analytischer Raum (3(, ﬁ), so dafl

ﬁx reduziert und normal ist und eine Abbildung von (f(, ﬁ) in
(X, H).

Man beweist zunidchst, dafl die Normalisierungsgarbe H kohirent ist

und setzt X = Sp H (vgl. Vortrag 6).

H. Behr
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