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Ntlmerische Behandlung von Differentialgleichungen

20.C" bis 2 So. Juni 1966
J

Leitung: ProfoDr.Drch. c. L. Collatz (Hamburg)

P~ofo Drolngt\ Ho Unger (Bonn)

DU.reh die Bes.chränl{ung auf das Teilgebiet der numerischen Mathematik

der Anfangsvlert- llnd Randwertaufgaben bei gewöhnlichen und partiellen

Differel1tialgleichungen Viar es den Teilnehmern möglich, sich einen gu~.

ten Überblick über den augenblicklichen Stand dieses immer stärker an­

wachsenden und zu immel" größerer Bedeutung f~ die Anwendungen ge-...

langenden Gebietes zu versellaffen. Es wurde eine Fülle von Gegenüber­

stellungen l1nd Q~erverbindungen aufgezeigt~ von denen eine anregende ~

Wirkung auf die Forschung erhofft werden darf." In einer:-Reihe von Vor­

trägen wurden ,r.jes"entlich net.1e und interessante Me't:h0den und Erkennt­

nisse verm.ittelt, .

Die Ent":{ickl~ngs~endenzenlassen sich durch folgende - naturgemäß u~-_

vollständige - Aufzählung von Stichworten umreißen; Stabilität numeri­

scher Methoden" beso11ders im Wechselspiel zwischen Differenzen- und

Differentialgleichungen.. Verallgemeinerung von Methoden auf bisher un-·

erscl'11cssene Anv/endungsgebiete... besonders bei nichtlinearen partiellen

Diffcrentialgleichunge~>theoretische Untersuchungen zur besseren' Be~:_

urteilung und zum Vergleich verschiedener Methoden" neuartige Kombi­

nationCl'1 von bekannten Prinzipj.en der numerischen Analysis und- neue

Approximationsmeti1odc~o

Besonderer Wert vlurde auf Feh.lerabs~hätzungenund exakte Aussagen

allf G·eb:~.eten g'clegt~ die bis"her nur näh.erungsweise erfaßt werden konn­

ten, und hier \vurde V/ol1.1 ne..ch dem allgemeinen Eindruck der Tagungs~

teilnehmer ein großer Fort3chritt erzielt.

Die Dis1;;:u~sionenVT;J.ren sel1r lcbh8..ft und ermöglichten einen regen.wis­

sensch~.ftlichenAt1atnJJ.scl~o S:j~e g~_ngen teilweise über den Rahmen der

Einzel"i;t.lemen v:rei~ hinau.s, v\:o~al!S sich ',vertvolle und meinungsbildende

Aspekte über d.en Stand ~'1d die Ziele del-' modernen Numerischen Mathe-
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matik ergaben. Auch außerhalb der Arbeitssitzungen war ein intensiver

Gedankenaustausch festzustellen.

An dem Gelingen der von den Teilnehmern als sehr erfolgreich empfun­

denen Tagung hatten die wie immer ausgezeichnete Betreuung durch das

Mathematische Forschungsinstitut und dessen schöne Umgebung einen

hervorragenden Anteil.

Albrecht, Prof. Dr'. J., Hamburg Nitsche, J. Prof,. Dr., Freibur.g

Amann" H... Freiburg Opitz, Dresden

Anselone, Prof., z.zt. Karlsruhe Rozsa, Dr.P., Budapest

Ansorge, Dr.R.~ Clausthal Rieder, p., Karlsruhe

Babuska.. Prof. I ... Prag Schäfke, F. W., Köln-Lindenthal

Börsch-Supan, Prof. W • ., Budenheim.

Bohl, Dr. E ., Hamburg Scharf, V., Bonn

Brandt" 0 • .1 Bad Godesberg Schütz, K., Köln-Sülz

Bredendiek, E. ~ Hamburg Schröder I Prof. J. Köln

Bruhn" Dr. G., Berlin Schwermer, H., Berlin
,

Bulirsch, Dr.R., München Stetter, Prof.H.J., Wien

Dejon, Dr. B.~· Zürich stoer, J. I München

Collatz, Prof. Dr. L., Hambu~g Stöhr l P~of.·A. I Berlin

Dost, W. ~ Münster Törnig, Prof. Dr• .I W• I Clausthal

Falk, S., Clausthal Troch; J., Wien

Filippi, Dr. S ... Aachen Unger, H., Prof. Dr. Ing... Bann

Hadeler, K a P., Hamburg Walter, Prof. W ... Karlsruhe

Hack!, Dr. I ... Wien Wendland~ br. W., Berlin

Heinrich, Prof... Dresden Werner, Prof. H., Münster

Henrici, .Prof. P. 1 Zürich Wetterling, Dr. W., Hamburg

J oubert.. G. ~'. ~ Hamburg

Kraska, E. ~ Aachen

Krückeberg, Dr. F ... Bonn

Lahm~nn, Dr. H. E., Clausthal

Lohmann.. K... Bonn

Nickel" Prof. K., Karlsruhe

Nicolovius, Dr... R ... Hamburg
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Es wurde versucht~ folgende Vortragsauszüge nach sachlichen Gesichts­

punkten zu ordnen.

vortragsaüs·zuge:.
--~-------------

,
ROZSA... P.: E-in-Rekursionsverfahren ·zu·r --LÖsung-l1ne-arer ·-J;>ifferential~

----------------------------------------------~------
gle·fchun6g~systeme mit sing~larenl~oeff[zient~!lInatrize-n

---------------------------------------------------
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

(1 ) Pi: + Qx· = f(t)

•

mit beliebigen konstanten m-n-Matrizen P und Q. Mit Hilfe einer

geeigneten Transfo:rmation kann das System (1 ) auf eine NormaUorm

gebracht werden. (S. z. B. Gantmacher: Matrizenrechnung Bd. 2 S. 39).

Für praktische Zwecke ist es jedoch im allgemeinen vorteilhafter" fol­

genden Weg einzuschlagerl.

Wir schreiben die Gleichung (1) als homogenes· System

Ay = O. wo A= [P"Q.. f(t)] und y= [_tJ 'ist. Wird die 'Matrix A

auf Gauß-Jordansche Normalform gebracht, so zerfallt das System" auto­

matisch in ein System von r Differentiaigleichungen und in ei~ System
, "

,I von q algebraischen Gleichungen. Setzt man d·ie aUge·meine Lösung des

algebraischen Syste~s in das Differ·entia.lgleichungssystem ein" so er~
. -.

hält man an Stelle von (1) das reduzie'rte System. Px + Q x = '1 (tl •

Hier haben die Matrizen P und Q nUr noch r Zeilen und: n-q Spalten;

der Vektor x besteht aus n-q Kompone·nten x .• Falls die" Matrix P .
1 -_.-

nichtsingulär ist, kann das System. nach der üblichen Regel gelöst wer-

den. Andernfalls wiederholt man das Verfahren so lange~ bis mari ein

System mit nichtsingul~erKoeffizientemilatrix erhält.

HAJ;>ELER, K. P.: ·PE:.:_~~~f:t~!i~!.~i$}~·~~~ifi~~!~ti:.<:~~J!_!A~f~~~ri

Es wurde über eine im Kurs Differentialgleichungen I gestellte Übungs..

aufgabe berichtet. Sei R die ~Klasse rationaler Funktionen mit Zäh-
. . p~q "

lergrad < p, Nennergrad < q. Es wurde ein sehr über'sichtliches:Schema- - -
angegeben, aus dem sich für jede Klasse R p, q eine Differentialglei-

chung ablesen läßt, die" diese Klasse als Lösungsmannigfaltigkeit besitzt.,
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Die Differentialgleichungen wurden als Testbeispiele für numerische

Verfahren vorgeschlagen. Ähnliche Überlegungen scheinen auch an an­

deren Stellen vorzuliegen.. wenn auch mit anderer Zielsetzung(H erlei­

tung von Interpolationsformeln etc. ).

NIClmL~ K·o : (zusammen mit P. RIEDER) ~~~~~~\iE:.~.~~~~~-:~~!~:~§:

liehes Verfahren

Lösung von y = f(x., y), y(x) = y • Das R-K-Verfahren wird derart
o 0

modifiziert" daß noch r = ay + b + cx + dx
2

" y(x) = y exakt gelöst
. 0 0

wird. Ordnung: 4. Beispiele.

Es wird mit Hilfe der Lie-Reihen-Methode von W. Gröbner eine neue Lie-

Reihen-Methode von beliebig hoher Fehlerordnung zur numerischen Lösung

von Anfangswertaufgaben bei gewöhnlichen Differentialgleichungen ent­

wickelt. Am Beispiel des restringierten Drei-Körperproblems werden

Vergleichsrechnungen durchgeführt, wobei zum Vergleich die Potenz-
- --

reihenmethode" das Verfahren von Runge-Kutta-Fehlberg und das Ver-
-- -

fahren von Runge-Kutta-Shanks verwendet werden.

SCHWERMER, H.: ·Zur Fehlererfii"s-sung· bei---der numerischen Integration
------------------------------------------------
von gewohnilche-ri -Differentialglelchungssyste-men
--------------------------------------------ersterOrdnü'ng -mlt-·sp·e-zie-llen-ZweipunktVe-rfahren-·
----------------------------------------------

Das Fehlererfassungsverfahren gründet sich auf eine spezielle Zerlegung

des Gesamtintegrationsfehlers für jeden einzelnen Integrationsschritt.

Diese Zerlegung gilt ganz allgemein für Zweipunktver-!ahren. Es entstehen

drei Teilfehler., deren Summe der Gesamtfehler ist. - Für eine spez.ieJle

Zweipunktformel.. _die aus bestimmten Hermiteschen Entwicklungen her:

geleitet wird.. werden dann die einzelnen Teilfehler bestimmt. - Die Be­

rechnung der Teilfehler und der .numerischen Integrationswerte geschieht

mit Intervallarithmetik. - Das Fehlererfassungsverfahren gestattet eine

Bestimmung sämtlicher auftretender Fehler, das heißt sowohl des nu­

merischen Fehlers als auch des durch das Integrationsverfahren beding­

ten Diskretisierungsfehlers und der durch die spezielle S.truktur des Dif­

ferentialglei~hungssystemsentstehenden Fehlerfortpflanzung.
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OPITZ# G.: ~~~~~~t~~~:.~,:x:l~~!~r:.~~~~::_~~!~~~~~~~~_~!~~~~'y.?!:.~i~t::

p~!c:t.!~!!~~~x:~~!~:.~:~~~!l~~~~_~~~ ~~:_~~r~~~x:t:_~r:.~~.:~~~~~
von gewöhnlichen Differentialgleichungen
~~~---~~~.~~~~~~-~~--~--~~~~~-~~~-~~~~

Es sei w =q:(z), zEH (B Gebiet der komplexen z-Ebene), zo' zl"···' zn+l

ein beliebiges System von rt+2 paarweise verschiedenen Stützsteilen aus

Bund S -k die dividierte Differenz um cp~ die mit s -. s. 1 •••• ' sk gebil-
J J J+ .

det wird. Für alle rationalen Funktionen, die höchstens p Nullstellen und

q Pole besitzen, -gilt

•.
s
0, p+l

( *)

s I
o"n+l I
. . I = 0
. I

Sq, p+1 ••• S q, n+11
(p+q = n). Die Aussage ist Teil eines allgemeinen Satzes, der cp eindeutig

als Quotient zweier teilerfremden Polynome vom genauen Zählergrad p

und genauen Nennergrad q charakterisiert. (*) liefert sofort die gesuchte

Interpolationsformel, wenn man vorschreibt, daß die Näherung einer Klas­

se (p, q) angehören soll. Nume~ischeVersuche wurden bisher mit der

Klasse (2, 2) unternommen. Die Ergebnisse zeigen, daß die Interpolations- ­

formel inSonderfällen (Nähe von Polen der Lösung) mit Vorteil benutzt

werden kann.

•
DEJON~ B.: ~~~i!~~:~~~~~:!~~}!1_~E~~!1$!~~:ft..!.?!1_~~~_~~:~~~!~_<!i~

Startwerte

Bei Mehrschrittdifferenzenverfahren zur Approximation gewöhnlicher

Differentialgleichungen haben G. Dahlquist und P. Henciri verschiedene

Normen für ~ie Startwerte benützt. Die Wurzelkriterien, die~ zusammen

mit der Konsistenz des Verfahrens, die Konyergenz sichern.. sind für

beide Normen die gleichen. Dies ist bekannt. Es scheint noch nicht beob­

achtet worden zu sein, daß man bei der Norm. wie sie P. Henrici ver­

wendet und die schwächer ist als die bei G. Dahlquist, die Klasse der zu­

lässigen Differenzenverfahren fast bis auf die Klasse der konsistenten

Verfahren einschränken muß" damitdie Wurzelbedingungen hinreichend

für die Stabilität sind.
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STETTER, H. J.: Starke und schwache S-tabilität
---------------------------

Eine Diskretisierungheiße "stark stabil", wenn ihre Störungsempfind­

lichkeit nicht größer ist als die des ursprünglichen Problems, sonst

"schwach stabil" (falls .überhaupt stabil im weiteren Sinne).

Anwendung auf Systeme von s gewöhnlichen Differentialgleichungen

1. Ordnung (lokal) • .Störungsempfindlichkeit der Differentialgleichung

gegeben durch ihre Variationsgleichung e' = ge + cl, g mit Eigenwerten

Al 6 •• ,; 6 As

dominanter Eigenwert Al: ReAl > ReAa , a = 2(1.)s.

Störungsempfindlichkeit der Diskretisierung mit Schritt h:

Fehlergleichung (tin. Differenzengl. k-ter Ordnung) mit Grundlösungen

, (H ), 1-1- =l(l)k, a =1(1)5.. H : =hA •
~ cr 1 a a

, 1 (H) =exp (H) + 0(HP+ ). _ .

Bedingung für starke Stabilität: 1''t(Ha >I <max(exp ReH}. 6 l'l(Ht>1 >

~ = l(l)k~ a= 1(1)s

Stabilitätsbereich: RJ(H1): =(H:I ''t(H) I < max: (exp Re H1 # I' 1(Hl>l} c c 6

Diskussion einiger ~ugehörig~rFragen.. u. a. Demoil.stratio~.d·erstarkeE

Stabilität des Gragg-Bulirsch-Stoer~Verfahrens (Richardson~Extrapola~

tion bei modifizierter mid-point rule)~

HEINRICH.. H.·: Uber Differenzenverfahre'o -fÜr Randwertaufgaberi·-rnft ­
linearen Randbedingungen bei' g~wöhnP.chen-Differe.ntial--·
gleichungen 2·. Ordnung mit Fehlerabs·chätzürig----------
.-.-_...-_..... ..-. .... -- - - ~.-. _.-. - ... .-. ... ~.....'- _.- .....--~-~ ... - -- .. .- ..

Der Vortrag schließt an eine im Arch. Rat. Mech.Anal. 10" S.311-322
'. .

(1962) veröffentlichte Arbeit von J. W. Schmidt/H. Schöhheinz an.

Erverallgemeinert das dort für Differentialgleichungen vom Typ

-r' =f(x, y, y~) verwendete Prinzip der Herheitungeines Differenzen­

verfahrens mit ei.ner zugehörigen Fehlerabschätzung mi'btels eines Ver­

gleichssatzes auf den Fall von Randwertaufgaben der Form

Ly =f(x6y, ~)6 Ly = -(py' y +QY6 lineare Randbedingungen U1[y] =y t 6

.U2[y] =Y2 • Mit Hilfe der Greensehen Funktion zum Randwertproblen:.

Ly = 0 und Randbedingungen wird ein Näherungsoperator S z'um Inte­

graloperator T ~ der durch
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Ty =JG(x. S)f(S. y(S ))ds erklärt ist. konstruiert, so daß Quadratur-
a

formel und Differenzenverfahren zueinander passen. Dies wird da-

durch erreicht.. daß zur Interpolation die Funktionen q>(x).. ~(x) eines

Fundamentalsystems de~ Differentialgleichung Ly =0 verwendet

werden. Im Falle Ly = _y'l sind lineare Interpolation und Trapezfor­

mel die zueinander passenden Verfahren.

Der Vortrag wurde von H. Heinrich in Vertretung des Autors, H. Schön­
heinz, TH Dresden, gehalten.

KR ÜCKEBERG, F.: Fehlereinschließung durch Defekter~a's'sung--bel

-----------------------------------~------gewöhnli<?he-nundp-artlellen Differentlaigleichungen"
----------------------------------------------

Es wird eine Methode angegeben.. die es gestattetl für den Defekt eine

sichere und enge Einschließung zu gewinnen. Alle auftretenden Rundungs­

fehler werden dabei mitberücksichtigt. Ferner wird eine Methode· ange­

geben; die zur sicheren Einschließung der Lösung des Fehlerdifferen­

tialgleichungssystems führt, das üblicherweise unter Verwendung des

Defektes aufgestellt wird. Einige Weitere Anwendungen für die zum

Aufbauder genannten Methoden entwickelten Begriffe werden skizziert.

Zur Ergänzung werden Beispiele gebracht.

TÖRNIG1 W.: tJber K9n~ergenzberelche-vQnDifferenzapproxllii-ätionen
-----------------------------~-------------~-------
fi1~ quasilineare hyperbolische Anfangs~ertprobleme

----------------------------~------------------

Zur numerischen Lösungdes quasilinearenhyperbolischen Anfa'ngswert­

problems in der Normalform

A(x.. y~ u)u. + C(x, y~ u) A(x, y~ u)u =b(x.. y, u)y X

u(x,O) =f(x), a. ~ x. < ß

mit

der Diagonalmatrix C Und der n x n-Matrix A~ sind bisher mehrere

nachweisbar konvergente Differenzapproximationen in Rechteckgitter~

aufgestellt worden, welche .sämtlich die Approximationsordnung 1 be­

sitzen. Darüber hinaus existiert eine allgemeinere Konvergenztheo~ie

der Differenzapproximationen zur Lösung des Problems (*). Bei al­

len bekanntgewordenen Verfahren erster Ordnung ist es bisher nur

gelungen" ihre Konvergenz in einem hinreichend kleinen Streifen
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o < y ~ Y nachzuweisen. Dabei läßt sich über die Größenordnung von Y

zudem praktisch kaum etwas aussagen. Es läßt sich nun zeigen, daß

dieser schwerwiegende Nachteil nicht besteht, wenn die Koeffizienten

von (*) hinreichend glatt sind. Zum Beweis wird ein Gedanke von G·.

Strang (Num. Math. 6 (1964») sowie die 'erwähnte allgemeinere Theorie

herangezogen.

BRUHN.. G.: Ein Charä.-kterlstikenverfahren für in"stätlonäreStrömungen
. t ~~~~~-~~~-~~~~~_~-~~~~~_~~~~~_~~_~~_~~~~~~~~_~~_~~_~~

Gegens_~and des Vortrages ist die numerische Behandlung der partiellen

Differentialgleich~ngenfür die instationäre Strömung eines kalorisch

idealen Ga.ses~. Nebender reinen Anfangswertaufgabe werden auch An­

fangsrand·~er-taufgabenmit Rändern ohne Massendurchtritt betrachtet.

Während die üblichen Differenzenverfahren auf direkter Diskretisierung

der Differ_ent~algleichungenberuhen, werden bei dem vorliegenden Ver­

fahren die inneren Eigenschaften des Systems wesentlich berücksichtigt.
~

"D~zu wird. das System nach Einführung gewisser nichtintegrabler Dif-

ferentialformen ne~stder zugehörigen Pfaffschen Ableitungen- in Bezie- .

hungenauf seiner charakt~ristischenMannigfaltigkeit umgeschrieben~

Die. Di.skretisierung dieser Beziehungen führt dann zu einem Verfahren.'

das automatisch die für hyperbolische Differentialgleichungen typischen

Bestimmtheitsgebi~teber~cksichtigt. Praktisch durchgerechnete Bei­

spiele zeig~n keine Neigung zu Instabilitäten•

SCHA·RFI.V. :-. Ein Verfah-r~n zur Lösung des Ca"uchy~Problemsfü"r
. ..;..-'------------ -~--- ---- ..---------------------_..-

lineare--Sy-steme
~ ... --.-. -. ... -..-. ..~~~ -.-

Durch- Verallgemeinerung des Begriffes des Matrizanten einer Matr~

~l(t) auf ·lin,?are Differentialoperatoren D gelingt es, Reihenentwick-
- a u [

lungen für die Lösungen des Cauchy-Problems at = D u]_

u(O... x) = ,7: (x) zu gewinnen•. Die Form dieser Reihendarsteilungen

liefert die Möglichkeit zur Anwendung numerischer Methoden, durch

welche die Lösung in Schranken eingeschlossen werden kann.

ANSORGE-., R.: Zur Frage deryerallgemeinerung des Aquivaleri~satzes'

---------------------------------~._---~----------
von P~·D~- 1..Iax--- --- ... _.. .- -- -.-.- ~ ...

Es besitze die nicht notwendig lineare Aufangswertaufgabe
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Ut = Au., u(O) = u , in [0" T] zu jedem Anfangselement u eines
o 0

Banachraumes B eindeutige schwache Lösunge'n u(t) = E(t)u mit
o

stetigen Lösungsoperatoren E(t), die eine Halbgruppe bilden. Antwort

auf die Frage nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen, unter

denen ein konsistentes Differenzenverfahren gegen die schwachen Lö­

sungen konvergiert" gibt im linearen Fallder ÄQuivalenzsatz von Lax l

der auf dem Satze von Banach und Steinbaus beruht. Fordert man, was

numerisch sinnvoll ist, sogar stetige Konvergenz (die zumindest im

linearen Fall mit der Konvergenz zusammenfällt), so kann eine aus

Sätzen von Pinow formulierbare Verallgemeinerung des Banach-Stein­

haus" sehen Satzes auch in nichtlinearen Fällen Auskunft über notwen~~ge

und hinreichende Bedingungen für stetige Konvergenz der Differenzen­

verfahren ge'ben und damit zu Verallgemeinerungen des Lax' sehen'

Satzes beitragen. Schwach-nichtlineares Beispiel: Haiblineare Systeme

mit lipschltzstetiger rechter Seite.

WALTE R.. W.: Neu.e-·E"rgeb~sse üb~r parab6Ilsche--Ol"rfe.re--ntial-Ungfe-l-~
-~~~~~~-~~~-~~~-~~~~-~-~~~~~~~~-~-~~~~~~~-~-~~~~~~

~~üEg;:!1~

Es wird berichtet über Ergebnisse .. welche z. T. vom Vortragenden.. z. T".

von Herrn Dr. Be'cker stammen. Es handelt sich um zwei Typen von Rand­

wertaufgaben für parabolische Differentialg1eichung'en~denen bei der In­

terpretation als Wärmeleitung folgender S'achverhalt entspricht:

1. Wärmeleitung in Körpern, 'welche aus mehreren Komponenten zu­

sammengesetzt sind" wobei an den- Trennflächen Übergangsbedingungen

(Energiebilanzen) gegeben sind.

2. Wärmeleitung in Körpern, welche sich in einem Wärmebad befinde·n.

Für beide Probieme werdenSätze vomNagumo-Vlestphal-Typ bewiesen!.

woraus sich die Möglichkeit der Approximation der Lösung durch Ober­

und Unterfunktionen ergibt. Sätze überEindeutigkeit und Stabilität sind

Folgerungen.

WETTERLING, W.: Lösungsschrankeii--belm-Dlfferenzenverfahre-ri fÜr
--------------------------------------------die Pöfentiäi.giei~huiig-
--~---~--~~~~-~-~,~~~

Das Differenzenverfahren für die erste Randwertaufgabe bei der Poten­

tialgleichung in zwei unabhängigen Veränderlichen wird' so ausgebaut..
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daß es in den Gitterpunkten Lösungsschranken liefert. Dabei tritt an die

Stelle der Differenzengleichungen ein System von Ungleichungen... so daß

im Prinzip eine Optimierungsaufgabe zu behandeln ist.

Es wird ein Bereich B zugrunde gelegt, der Vereinigung von endli-

ch vielenQuadraten eines Quadratgitters der Maschenweite h ist. Ist

u(x) eine Funktion~ die auf den inneren und den Randgitterpunkten defi­

niert ist und gilt für diese Funktion D u(x) < 0 für alle innere·n Gitter-
o -

punkte x" wobei D der Differenzenoperator mit dem
o

-1 -4 -1
"Stern" --4 20 -4 ist, sowie u(x) < f(x) (gegebene Randfunktion)

-1 -4 -1

in denRandgitterpunkten x und sind vier weitere Bedingungen I bis IV

erfüllt.. so ist u(x):s.. U(x) in allen inneren Gitterpunkten, wenn U(x)

Lösung der Randwertaufgabe ist. Die Begr'ündung gelingt mit dem R"and~

maximumsatz. Die Bedingungen I bis 111 werden mittels interpolieren­

der Polynome v (t) formuliert l die jeweils in den acht Gitterpunktenx
auf dem Rand eines Quadrates der Seitenlänge 2 h (mit dem inneren

Gitterpunkt x als Mittelpunkt) mit u(x) übereinstimmen. ~ (t) sind
x

dabei Polynome vom Grade < 4, die der Potentialgleichung genügen.

Die Bedingung IV besagt: U(x) sei nicht weihst ein Polynom vom Grade

<4. Obere und untere Schranken für U(x) kann man aus einer linearen

Optimierungsaufgabe erhalten... deren Lösbarkeit feststeht, deren Be­

handlung mit dem Simplexverfahren aber einen im Vergleich zur Lösung

des linearen Gleichungssystems beim Differenz.enverfahren sehr hohen

Reehenaufwand erfordert. Günstiger erscheint es., die Bedingungen I

bis 111 inder ursprünglichen nichtlin~arenForm beizubehalten und

iterativ Schranken zu bestimmen.

NITSCHEl" J.: Zum Rftzschen ,te-rfähreribe"l"ellipfischen'DIfferential=
----------------------------------------~--------

i1:~~l:~~~~

1. Seien für n = 1" 2" ••• Näherungen x =R f der Gleichungen
n n

Ax = f bestimmt, so liegt gleichmäßige bzw. Operator-Konvergenz
bei

tim sup 11 x -A-lrl! = 0
n -+ CD nrll· =1 n

bzw.
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für n -+ m

vor.

2. Anband eines Beispiels wird gezeigt, daß es Fälle gibt.. in denen das

Ritzsehe Verfahren gleichmäßigkonvergiert~während das nicht für

die Fehlerquadratmethode gilt (der Operator ist dabei der einer ellipti­

schenDiffe·rentialgleichung 2. Ordnung in 2 Variablen).

3. E s wird i~_F alle eines elliptischen Operators gezeigt, daß bei Wahl

der Basis-Funktionen als Eigenfunktionen eines zweiten elliptischen

Operators das Ritzsehe Verfahren gleichmäßig jtonvergiert.

WENDLAND, W.: Randwerlaufg-aben elliptlscher-DIfferentIalgleichung-i='
---------------------------------------------~--

Die Lösbarkeit' und Lösungsmannigfaltigkeit einer Randwertaufgabe eines

elliptischen Systems erster Ordnung für zwei gesuchte Funktionen u, v

von zwei unabhängigen Variablen in @ (@ wird beschränkt~ einfach zusam­

menhängend und glatt berandet vorausgesetzt. &sei der Rand· von· @.)

hängenvon der Charakteristik 2
1
rr ('T" (s) - 'T" (s+1» der Randbedingung

U cos T(8) + v ein" (s) = cp(s) auf &

ab. Die Klasse der Randwertaufgaben mit ganzzahliger Charakteristik

wird auf die Randwertaufgabe der Charakteristik Null und diese schließ­

lich auf die erste Randwertaufgabe
•

u = cp auf @

zurückgeführt.

Die numerische Lösung der ersten Randwertaufgabe kann entweder mit

Hilfe einer eindeutig lösbaren Fredholmschen Integralgleichung zweiter

Art oder mit Hilfe von Differenzengleichungen in Angriff genommen werden.

AMANN, H.·: ~önte~Carfo~-Meth-oderi-i~r· t.,Ö-sung elliptischer Randwert~.----------------------------------------------------..
:P.::?.?!:~:.

Betrachtet wird das diskrete Dirichletproblem in einem Gittergebiet

\ mit Rand 0 @h: t.
h

u = \) in @h' u =cp auf 0 @h •

Die bekannte Monte-Carlo-Methode (MCM) hat den Nachteil, daß sie

eine Näherungslösung nur für ~einen einzigen Punkt liefert. Es wird ein
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Verfahren beschrieben - die Monte-Carlo-Methode mit Informations­

speicherung (MCMI) -~ welche es gestattet" für das ganze Gebiet gleich­

zeitig eine Lösung zu berechnen. Hierbei wird bei der Simulation eines

einzigen Irrweges jeder Punkt.. der mindestens einmal berührt wird~ als

Ausgangspunkt einer Irrfahrt angesehen. Dieses Verfahren hat asympto­

tisch dieselben statistischen Eigenschaften wie die MCM" d. h. die Schätz­

größe ist erwartungstreu, konsistent und asymptotisch normalverteilt.

Die beiden Verfahren werden in Abhängigkeit von h miteinander vergli­

chen. Bei passenden Verallgemeinerungen des Irrfahrtmodells könnenl

bei geeigneter Diskretisierung~ auch das zweite und dritte Randwertprob­

lern für allgemeine.. gleichmäßig elliptische lineare Differentialgleichungen

mitder MCMI behandelt werden.
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