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Mathematisches Forschungsinstitut

Obe"rwolfach

Tagungsbe·richt 5/67

Unerreichbare Kardinalzahlen

27. Mä"r.z bis 3. April 1967

"Die Tagung fand unter Leitung von Prof.G.H. Müller (Heidelberg)

statt. Dank der vorbildlichen Betreuung seitens des "Oberwolfacher

Instituts konnten sich "auch diesmal die Teilnehmer dem Arbeitsthema

voll widm·en. Die Teilnehmer aus der Bundesr"epublik freuten sich sehr ~

bei dieser Gelegenheit eine Reihe ·vo·n englischen Logikern zu begrüßen.

Viele der Anwesenden nahmen',auch an dem.· nachfolgende"n Kolloquium

über "Mathematische Logik und Grundlagen der Wissenschaften teil.

Ziel der Tagung war. üb~r die·in den letzten "Jahren vor allem in den

.USA untersuchten Erweiter~ngendes schon "klassisch gewordenen Zer­

melo-Fraenkelschen ·bzw. von~Neumann-BernaysschenAxiornensystem

der IYIengenlehre zu berichten•.In diesem Zutsamm'enhan"g war es eine

besondere·:Freude. daß Herr Prof. Bernays (Zürich) an der Tagung

teilnahm.

Die Teilnehmer sind Herrn Dr.R.B. Jensen (Bonn) sehr zu Dank ver­

pflichtet dafür~ daß er (wie übrigene 'schon im April 1965) den Haupt­

teil der Vorlesungen übernahm und den Teilnehmern v"orh"er "ein um­

fangreiches Arbeitsmanuskript zur Verfügung ·stellte." Die Tagung wäre

in dieser Form ohne ihn nicht denkbar gewesen. In dem Manuskript

sind insbesondere die Ergebnisse über"meßbare un~ Ramsaysche Kardi­

nalzahlen (mit Beweisen) enthalten; es soll zur Grundlage von "lecture

note's" dienen. In zwei zusätzlichen Vorträgen" gab Herr Koppelberg

(Köln) Ergänzungen zu den Hauptvorträgen.

                                   
                                                                                                       ©



0"'>,'0-';::'-;: ~", '.'" .,,';o-<et

L_._.;~ "~q

- 2,

Teilnehmer:

Bernays" P.,· Zürich/Schweiz :Mathias" A. R·. D." Cambridge/Engl,.·

Crossley" JoN." Oxford/England' Müller" G.Ho~ Heidelberg,

Derrick" J." Leeds/England Oberschelp~:AG, Hannover, .

D~ener", K.H o " Köln Oberschelp", W'~" ,Hannover.

Drake" F. ~ Le'eds/England, 'Peters, ,.K., Heidelberg
, I

Felgner" U." Frankfurt Pfeiffer, Ho" Hannover

Felseher" W., Freiburg ·Potthoff., 'K o , Hannover

. ~

I

, ,Gloede, ,K., Heidelberg

Ha.senjaeger, G., Bann

J~nsen, RoB o, Bonn

'Koppelberg., 'B., Köln

.Leven, F. J ~, 'Benn "
I'

'Prestel" A o ;.' Bann

Rödding" ' D 0," Münster

Siefkes'•. ,~.'~' Heidelberg

'Thiele, E~,J." Hannover

Wette, E." Uckerath

. . . ~

Zusammenfassung derV.orträge van Herrn'Dr.R.B. Jensen
r' 1:

,',
, .

,', Hauptziel der Vo~tragsreihevon Herrn Dr. Jensen war es .. die axio,-
!

matischen Erweiterungen der -Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre"

.dIe ,in den letzten zehn Jahren etwa untersucht wurden, darzustellen'
1-

und dabei insbesondere di~ modelltheoretischen Ergebnisse.. hinsicnt­

lich von Modellen der Mengenlehre selbst. hera.uszuarbeiten.

Zunäphst wurden die Unendlichkeitsaxiome behandelt" die inhaltlic'h

auf Mahlos' Arbeiten 1911--1913 zurückgehen, aber insbesondere durc;:h

L~vy~ Be~nays und Tarski eine mehr moderne'Fassung erhielten: .

Sei x.: eine Ordinalzahl. Eine Menge a G K heißt ab'g es chI 0 s sen

i rl )t ~ wenn für jedes a, < x aus· a, = sup (a, n a) folgt (t. E a. b c: it
. ,

heißt' eine Mah+osche Men ge in K. wenn für jedes ,in )t abge- '/

schlossene a mit Ua = K gilt ,b n a rp. Mo heißt eine M a h 10' S c h ~

Z a }:11 D wenn· K stark unerreichbar ist. und die stark unerreic;hbaren

a. <: K .eine Mahlosche Menge in K bilden.

Die nächsten Erweiterungen we~den durch sogenannte Unbeschreib-
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lichkeitsaxiome geliefert: Eine Kardinalzahl a. heißt u nb e s ehr e i b ­

1ich in einer' Sprach'e, wenn jede Formel der-·Sprache. die in V er­
a.

füllt ist. schon jn einem kleineren V ß erfüllbar ·ist. "(Dabei ist die v~n

Neumannsehe Hierarchie {V J definiert durch:- ' ..
Y . 't

V = J... 'V' .' ;~: C1\(V )'=': {x' X.C V ) V = V· für Limeszahlen
·9';' ,"'. 'y~l ~.. y" Df.. I y. ~ S< A S

"A.) Verwendet man geeignete Sprachen .höherer "Stufe. so sind die darin

unbeschreiblichen Zahlen wesentlich: .größer als dte ·kleinste· Mahlosehe

Zahl~

Die stärkste 'Erweiterung, .die in diesen Vorträgen behandelt wurde,

·stellt die Forderung nach der Existenz einer 'meßbaren Zahl'dar:

Eine Kardinalzahl K·>W heißt meßbar, w.enn.esin·~(~).einenK:-Ul­

trafilte:r gibt.,: der' kein Hauptfilter ist. nie· Existenz einer meßbaren

ZCfl:hl ~st in. dem Zermelo-Fraenkelschen System 'plus Auswahlaxiom

uqve:a;--:träglich mit de~ Gödelsehen ]~onstrulctibilitäts~xiom"V = L rt

(S'cott), aber noch'verträglich mit der verallgemeinerten Kontinuums­

hypothese (Jensen•. Silver)o "

Uri\retträglich '~it "V'. =. LU 'sind schon schwächere Existenzforderungen~

"(Röwbottom~Si1ver):Für eine KlasseA sei [A] n =Df (x C A; ~ = n).

[AJ<~=Df (xCA; ~<Nol. EiileKlasseXcA heißt nicht unter-

e scheidbar bezüglich einer ZerlE1gung "f: [AJ~·w .... I. falls es zu je­

de~ ri> 1 ein i E I gibt mit f-Bildvo"n· [X] n c (i}. Die Abkürzung

a. -: (ßr< w" von Erdös-Hajnal stehe füx: "die Aussage: I.IZu jeder Zerlegung

f:JA~ <w.... I mit A> a. und" i = 2 gibt es ein X cA mit X;::ß. das "
" :

ni«ht "unterscheidbar bezüglich f ist'~. Kardinalzahlen K mit K .... (x.)< w
! s· •

hef:ßen R am s e y s.e h e Z ahle n. Die Existenz Ramseyscher Zahlen

ist~unyerträglichmit' "V =L". ~s genügen sogar Zahlen K mit

K ~ (Ni) .<w (dagegen ist x. 4 o~ )<w verträgÜch m:tt "V = L'!. Für
;1 ,; 0 ,

diesen Teil der 'Darstellung 'wurdedie' Dissertation von Silver 'wesent-
lj •

lieh b!enutzt und dem· Ziel der .Vorträge -gemäß umgearbeitet.·
I- ;,'.'
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, ,Zusammenfassung der Vorträge von B. Koppelberg

Schwach:uu"d stark kompakte Kardinalzahlen

Eine ;K.ardinalzahl a. heißt s eh w ach kom pak t, wenn in jedem

a.~~engenkörper K mit K .5. a, jeder eigentliche cx,-Filter in einem

a-lntrafilter 'in K enthalten ist. Es ergibt sich, daß die U
1
1
-uQbe­

s~;hr~iblicheri'Zahlen gerade die schwach kompakten Zahlen sind o

Ei!1e ,Kardinalzahl a. heißt s ta r k' kom pak t, wenn in jedem a.-Men­

genkörper K. jeder eigentliche a,-Filter in einem a, - Ultrafilter in K e
enthalten ist. Die stark kompakten Kardinalzahlen sind" meßbar. Für

eine MengeM und eine Kardinalzahl ci istPa,(M) =nf(x C M; x = a,) ,

durch c (teilweise) geordnet. Für jedes x E ~,,<M) sei E:(X) =

{yj y' E P (M)~ y:J x J. F~r 'reguläres Ct mit M > a. ist
:, ': a. - -

(If~,(x)/x E Pa,(M)} Filt'erbasis eines ei~ent1ichen,ci-Filters. Ein Ul­

trafilter G in P{P (M» heißt Hau pt end e n ti lt ra fi 1 t e·r, wenn' für, , a.
alle :xE P (M) E

M
(x) E G gilt." . '. a a. .

·D-qrc'h eine Ultrafilterkonstruktion ~olgt nun der'Satz:
. I ; ~

Fblg~ndes ist äquivalent:

1}: a ist stark kom'pakto

2)' FÜIr Jedes ~ ß .~ 0: gibt es ein y > ß. so daß 'in--P(P (y» ein a-Haupt­
(t

en'denu~trafilterexistiert.

Starke Unendlichkeitsaxiome
I

Am Ende der Tagung wurde ein Überblick über die von Wo Reinhardt

in' se.iner Note trSoine Strong Axioms of Infinity" vorgeschlagenen

Scre~ata für Unendlichkeitsaxiomegegeben. Zwei Schemata wurden.

genauer beschrieben und dabei angedeutet# wie eines die Existenz meß­

barer. das andere die Existenz st~rk kompakter "Kardinalzahlen nach

sich ~iehto Das zuletzt benutzte Schema enthält' in der dabe~ nötigen

·Spracpe ne'ben den üblichen Prädikaten:;: und· E noch weitere Prädi-

, -"
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kate,' eine Menge von Konstan~enund .ein "Interpretationsfunktion"

genanntes Prädikat, das angibt. welche Mengen: in den in Frage

kommenden Modellen die Konstanten· interpretieren.. .

B. Koppelberg (Köln)

I
·t

,-..-

,/
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