9 -2

UFG

Deutsche

Forschungsgemeinschaft .

Math, Forschungsinstitut

Oberwoltach
520/04/{0; .

Mathematisches Forschungsinstitut

Oberwolfach

Tagungsbericht 5/67
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-Die Tagung fand unter Leitung von Prof,G.H, Miiller (Heidelberg)

statt, Dank der vorbildlichen Betreuung seitens des Oberwolfacher
Instituts konnten sich auch diesmal die Teilnehmer dem Arbeitsthema
voll widmen, Die Teilnehmer aus der Bundesrepublik freuten sich sehr,
bei dieser Gelegenheit eine Reihe von englischen Logikern zu begriifien.
Viele der Anwesenden nahmen-auch an dem nachfolgenden Kolloquium

iber Mathematische Logik und Grundlagen der Wissenschaften teil.

Ziel der Tagung war, iibe_r die in den letzten Jahren vor allem in den

‘USA untersuchten Erweiterungen des schon klassisch gewordenen Zer-

- melo-Fraenkelschen bzw, von-Neumann-Bernaysschen Axiomensystem

der Mengenlehre zu berichten, In diesem Zusammenhang war es eine
besondere 'Freude, dafl Herr Prof, Bernays (Zirich) an der Tagung

teilnahm,

Die Teilnehmer sind Herrn Dr.R.B. Jensen (Bonn) sehr zu Dank ver-
pflichtet dafiir, daB er (wie iibrigens schon im April 1965) den Haupt-
teil der Vorlesungen iibernahm und den Teilnehmern vorher ein um-
fangreiéhes Arbeitsmanuskript zur Verfiligung stellte, Die Tagung wére
in dieser Form ohne ihn nicht denkbar gewesen. In dem Manuskript
sind insbesondere die Ergebnisse iiber mefRbare und Ramsaysche Kardi-
nalzahlen (mit Beweisen) enthalten; es soll zur Grundlage von "lecture
notes' dienen. In zwei zusitzlichen Vortrigen gab Herr Koppelberg

(K6ln) Erginzungen zu den Hauptvortrigen,
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Hauptziel der Vortragsreihe von Herrn Dr. Jensen war es, die axio-

matlschen Erweiterungen der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre,

‘die- m den letzten zehn Jahren etwa untersucht wurden, darzustellen-

und dabel insbesondere die modelltheoret1schen Ergebnlsse, hinsicht-

li'ch von Modellen der Mengenlehre selbst, hera_uszuarbelten.

Zunidchst wurden die Unendlichkeitsaxiome behandelt, die inhaltlich

auf Mahlos Arbeiten 1911-1913 zurilickgehen, aber insbesondere durch

Lévy; Befnays und Tarski eine mehr moderne Fassung erhielten:

Sei # eine Ordinalzahl, Eine Menge a © x heit abgeschlossen

in x, wenn fiir jedes a <x aus @ =

sup(a N a) folgt a.€a. bcu

heifit eine Mahlosche Menge in X, wenn fir jedes in x abge-

schlossene a mit Ua =

w gilt bNatp. » heifit eine Mahlosche

Zahl, wenn » stark unerreichbar ist und die stark unerreichbaren

a < # .eine Mahlosche Menge in » bilden,

Die nichsten Erweiterﬁngen werden durch 'sogenannte' Unbeschreib-
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lichkeitsaxiome geliefert: Eine Kardinalzahl a heit unbeschreib -
lich in einer Sprache, wenn jede Formel der-Sprache, die in V(1 er-

fillt ist, schon in einem kleineren V _ erfiillbar ist. (Dabei ist die von

€]
Neumannsche Hierarchie [VY} definiert durch:- ~. -
vy A 1*1 “‘B(V ). Df{x xcV }, X" e<a 5 fiir Limeszahlen

A ) Verwendet man geelgnete Sprachen héherer Stufe, so sind die darin

unbeschreiblichen Zahlen Wesenthch grofer als die kleinste Mahlosche

Zahl,

‘ . Die stérkste:Erwéiterun'g, ‘di‘e. in diesen Vortrégen behandelt wurde,
‘stellt die Forderung nach der Existenz einer meflbaren Zahl dar:
Eine Kardinalzahl x > @ heift mefBbar, wenn es in P (u) .einen x-Ul-
trafilter gibt, der kein Hauptfilter ist. Die Existenz einer mefBbaren
Zahl ist in,d'ern Zerm.elo-Fraenkelschen System plus Auswahlaxiom
unvertréglich mit dem Gédelschen Konstruktibilititsaxiom "'V =L"
(Scott), aber noch-vertriglich m1t der verallgememerten Kontmuums-

hypothese (Jensen, Silver). . T

Uri’vertrélglich mit "V.= L" ‘sind schion séhw’éche‘re Existenzforderungen:
(Rowbottom, 'Silver): Fir eine Klasse A sei [A]" *Dt {xcA; x = n},
[AJ.«? {xCA x<& }. Eine Klasse X € A heift nicht unter-

‘ s c,heidbar bezliglich einer Zerlegung f: [AJ—' -1, falls es zu je-
dem n>1 ein i €I gibt mit f-Bild von [X] e {i}. Die Abkiirzung
a - (IS)’< 'von Erdés-Hajnal stehe fiic die Aussage: "Zu Jeder Zerlegung

S [A] Yo m1tA>ccundI 2 gibt es ein X C A m1tX>f5 das

mcht unterscheidbar bezliglich f ist". Kardinalzahlen ¥ mit » - (u)
heysen Ramseysche Zahlen, Die Existenz Ramseyscher Zahlen
ist"unvertrz'a’.glich mit "V = L", es geniigen sogar Zahlen x mit
n - (R ) Y (dagegen ist x = (R )<w vertréigiich mit "'V = L', Fir
dlesen Teil der ‘Darstellung wurde die Dissertation von Silver wesent-
lich b,enutzt und dem- Ziel der .Vortrage -gemifl umgearbeitet,
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Zusammenfassung der Vortrdge von B. Koppelberg

Schwach und stark kompakte Kardinalzahlen .

Eine Kardinalzahl o heiflt s chwach kompakt, wenn in jedem
C o= Mengenkorper K mit K < 0 jeder eigentliche @-Filter m einem
Ultrafllter in K enthalten ist. Es ergibt sich, daB die ﬂ -unbe-
schre1bhchen Zahlen gerade die schwach kompakten Zahlen sind.
Eine Kardinalzahl a heifit stark kompakt, wenn in jedem a- Men-
genkdfper K jeder eigentliche q-Filter in einem q -Ultraflltexj in K
enthalten ist. Die stark kompakten Kardinalzahlen sind‘meﬂbar. Fir

eine Menge ‘M und eine Kardinalzahl o ist P (M) =_{xcwM; ?c_= al

Df
durch C (teilweise) geordnet, Fir jedes x € a»'(M) sei Ecc (x) =

{y/y G P (M), y 2 x}. Fir regulidres a mit M >a ist

B {];,“ (x)/x EP (M)} Fll’cerbasm eines elgenthchen a- Fllters. E1n Ul- |
trafllter G in P(P (M)) heiflt Hauptendenultrafllter, wenn fir
alle x G P (M) (x) €EG gllt

D}lirc_ljl eine Ultraﬁlterkonstruktmn folgt nun der Satz: |

Foblgendes ist dquivalent:
1) a ist stark kompakt.
2) Fiir j’edes ‘B> a gibt es ein y > B, so daf 'in-*P(Pa(y)) ein a-Haupt-

endenultrafilter existiert.

Sfarke Unendlichkeitsaxiome
|

Am Ende der Tagung wurde ein Uberblick iiber die von W. Reinhardt

in seiner Note ''Some Strong Axioms of Infinity'' vorgeschlagenen
Schemata fir Unendlichkeitsaxiome gegeben. Zwei Schemata wurden.
genaﬁer beschriében und dabei angedeutet, wie eines die Existenz mef3-
bareﬁ, das andere die Existenz stark kompakter"Kardinalzahlen nach
sich zieht, Das_Zuletzt benutzte Schema enthalt in der dabei nétigen

-Sprac;h'e neben den iiblichen Pradikaten = und.€ noch weitere Pradi-
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kate, eine Menge von Konstanten und ein "Interpretationsfunktion'
genanntes Pr#dikat, das angibt, welche Mengen'in den in Frage

kommenden Modellen die Konstanten interpretieren.

B. Koppelberg (Kéln)
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