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Unter der Leitung der Herren Professoren Eo Derry (Vancouver),

G. Ewald (Sochum) und 00 Haupt (Erlangen) fand eine Tagung

über ItKonvexe Körper, Geometrische Ordnungen" vom 7 0 7- - 14.7.

1967 im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach statt.

"~<onvexe Körper Jl und "Geometrische Ordnungen" sind zwar ver ....

schiedene Gebiete innerhalb der Geometrie. Seide verbindet j8~

doch die Art "ihrer Schlußweisen, die "sich denen der klassischen

Geometrie einordn~no

Teilnehmer:
~--.-----------

Aumann, Go, München

Barner, IYL, , Freiburg

Danzer, L. , Göttingen

Derry! D. , Triest

EUJald, G. , Bochum

• (

Haup t, o. , Erlangen

Heil, E e , Darmstadt

Kind, 8 e , 80churn

KOnneth: H., Erlangen

Lane, N.Do, Los Angeles

Marchaud, Ae, Boulogne

McMullen, Po, Birmingham

Park, R., Toronto

Rado, R., Reading

Rahn, Go, 80chum

Scherk, P~t Toronto

Schmitt, Ko~Ao, Bochum

Schneider, R~, Frankfurt

Shephard, G~C., Birmingham

Strei t, F GI' Hern'

Turgeon, Jo, Toronto

Valette, G., Brüssel

Zamfirescu, T., Bukarest

Die 23 Teilnehmer aus verschiedenen Ländern hielten 19 Vorträge~

Das mathematische Programm wurde durch Diskussionen und persönliche

Gespräche bereichert, worin sich das große Interesse der Teil­

nehmer bekundete.

Es sei noch erwähnt, daß während der Tagung von einem ausländischen

und einem deutschen Teilnehmer ein Satz Uber n~fache Überdeckungen

dar d-dimensionalen Einheitskugel durch offene.Halbkugeln bewi.esen

wurde.

Es folgen kurze Zusammenfassungen der Vorträgeo
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A ,
p.

J

4
bzw. durch '-::; d (f(d) + 2).2"3 d (f (d) .+ 2)

Im Fall m > n+3 heißt jede Teilmenge A ,A ,oo.,A ,A I
P1 P2 Pn+2 Pi

i t j, eine Basis von R. Ist Z ein Punkt von R, d~r nicht

Punkt der Basis ist, dann sei

- 2 -

A.
1

,.oo,A 2 keinen Punkt von A.A. enthält. Die folgenden
J+ n+ 1.J

zwei Sätze wurden ohne 8ewBi~ behauptet.

si nd di e n'o tUJendi 98 n und hi nr ei ehe nd e n 8e di ngunge n . da fü.r, daß R

di e E·..~gkpu nk tmenge eines Po 1 ygQ ns Je de r reell e Il 0 rdnu ng n 1s t ~
n

(1) l'st 8 1 ,8 2 , 0.0' Bn + 2 eir:9 Permutation von A1 , A2 ,···, An +2 ,

"SO hat das Polygon 8 182 .• 8 n + 2 Ordnung n dann und nur dann,

wenn jede Seite B.B. l' 1 ~ i ~ n+2, R-zulässig ist.
1. 1 + .

FUr m = n+2 nennt man ein Segment A.A. von L R-zulässig t
1 J n

wenn die Hyperebene durch die Punkte A1 ,A 2 ,·oo,A. 1,A. 1 , ••• t A ." 1
1- 1+ '~41 J.:"

Ob 1/2 d(f (d) + const) erreichbar, ist, bleibt zunächst offen.

Die F~nktion f ist dabei definiert durch ef(d) = d f(d)

(d':; 3, Lf(d) > 1); es ist f (d) = log d + 10910 9 d + r{d)

limmit r(d) = 0 und r(d) < 0,7 für alle d.
d ---1 00

(2) Ist m = n+3, so gibt es genau e~n Polygon n-ter Ordnung,

dessen Eckpunktmenge Rist.

C.A. ROGERS hat gezeigt, daß es zu beliebig vorgegebenem

d·· dkonvexen Körper K im Reine Uberdeckung des R mit Trans-

laten von K gibt, deren Dichte kleiner ist als d log d + d

loglog d + 4d. Für den Spezialfall, daß K s"in Ellipsoid ist,

läßt sich die method~ so ausbauen, daß die Oberdeckungsdichte

(bezglo Translata) je nach Aufwand. abgaschätz,t we.rder.'l "kanon durch

Es sei R = {A 1 ,A
2

,oe.,A
m
l, m > n+1, eine menge von Punkten

. in allgemeiner Lage innerhalb des reellen projektiven Raumes

L n-ter Ordnung.' Das- folgende Problem wurde betrachtet. Was
n

)!~:'~!:~2!~~!~~~~.!

- DANZER, Le: 2E~~~~~~_~~~~~~S~~~2~~_~~~-~~-~~~-~~~~~~~~~~~~!~-

•
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n-ter Ordnung mit den Eckpunkten A ,A ,e.o,A ,Zo Es si!
P1 P2 Pn+2

..J oB n+
2

B
1

die Strecke, die mi t den Sei ten Bn+
2

Z, ZB 1 von Jen ein

gerades Dreieck bildet. Das geschlossene Polygon 8182 .0.8n+2 ,

das man aus. dem Teilpol ygon 8182 0 0 .8 2 von J( erhäl t, in-n+, n

dem man es mitteis der Strecke B 281 schließt, hat Ordnung n.
n+

Ist für jeoss Z das durch Z erzeugte Polygon B182 o.oB n+2

immer dasselbe, so heißt die Basis reduktionsinvarianto man hat

da n Se tz:. No twe ndi 9 und hi nr si ehe nd da für, daß die menge

R = (A 1 ,A 2 ,ooo,A m] • m > n+3, eine Eckpunktmenge eines Polygons

n:t8~ Ordnung ist, ist, daß jede 8asis von R reduktionsinvariant

isto

HAUPT, Oe: ~!~_~!!2~~~~~~E_~!~~~~~!~!~~~~~~_f~E_~~~~~

Jordankurven

Der Vierscheitelsatz von A. KNESER wird dahin verallgemeinert,

daß an Stelle des Systems der Kreise, Systeme ~ von (ebenen)

Kurven treten, wobei jede dieser Kurven durch' je drei ihrer

Punkte -eindeutig bestimmt ist und stetig von ihnen abhängt, _

•

i

während der Scheitel als Punkt höherer als dritter Ordnung be-

zGglich k auf der betrachteten Jordankurve C erklärt wird. Die

Voraussetzung, daß die Jordankurve stetige Krümmung besitze,

wird ersetzt durch eine Forderung lokaler Natur an die iso­

lierten Scheitel von C s~wie die Forderung, daß die ~­

Paratängenten an C mehrpunktig sind (und zu k geh6ren).

HEIL, E.: Scheitel in der zentralaffinen Geometrie
---------~-~--~-~-----~~----------~---~-

Als Schmiegfiguren eines ebenen Ovals, welches das Zentrum um­

schließt, werden 3-punktig berührende Zentralellipsen betrachtet.

Ein solches Oval hat iGa. nur zwei Scheitel, d.h. in höherer

Ordnu~g berührende Zentralellipseno

Es gibt genau eine Ellipse größten Inhalts, die dem Oval einbe­

schrieben ist. Sie berührt in mindestens 3 Punkten. Wählt man

ihren Mittelpuokt als Zentrum, dann erhält man so 6 Scheitel.
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KÜNNETH, Ho: Kontinua van der schwachen Ördnung 3 im P
--~~~--~~~~-~~~~------~~~-~~~----~--~~--~2-

Ein Kontinuum C in einem n-dimensionalen Raum R ist von dern
schwachen Punktordnung p, wenn die menge der Hyperebenen von R ,n

die mit C mehr als p Punkte gemein haben, nirg~nds dicht liegt

im Raum der Hyperebenen. In der projektiven Ebene P2 hat ein

Kontinuum C von der schwachen Punktordnung 3 höchstens 4 Ver­

zweigungspunkte (VP)o In diesem Fall ist C der Graph, der P2

in 3 konvexe Vierecke zerlegt mit Strecken als Kanten. Ist· G

eine Gerade durch einen VP v, so können in G - {v} höchst~ns
zwei Teilbogen von C mUndeno Hat daher C mehr als einen VP, so

ist" die Va r zwei gung~Q'rq~~~ng (va) jedes VP hö ehs tans 4 o' En thäl t

C nur einen \~p v und. hat v d,ie va 3 oder 4, da,nn kann C .. [v}

drei Teilbogso mit Wend"epun'kterl (Schnäbeln) enthalten, ist die

e va von v 5 oder 6, so enthäl t C - {v} ~.~r Streck en als

Komponenten. Hat C drei VP in einer G~rad~n bzw. nur zw~i VP,

so kann C zwei bZWG vier Teilbogen mit Wendepunkten enthalten.

Hat C einen (oder mehrere)" VP,. s,,? kann C; keinen Dorn (Dorn­

spitze) enthalteno

~. ";-1.

An ar c "A in the co n Fa rmal plane i8 call ed s trongl y di ffe re n tiab)le

•
at a point p of·A if the following conditions are satisfied.

Co nd i ti 0 n I': Ther e 8 xis t s a 'p 0 i n t R t p s u eh t hat i f Q~ R .and

the distinct points u and v converge on A tm p, then the ci'reis

C(u,v,Q) through the .points u, v and.Q a"lways cOrlvarges., .

Condition 11': C(t,u,v) always convetg~~ if the mutually distinct

points t,u,v converge on A to p. Analgdüs defihitions .af strang

p~rabolic and conical d~!ferentialility of ares in the affine and

projective planes, respectively, may be formulatedo Assume the

cyclic [parabolic; conicai] Condition 11'. Then Condition I' need

not hold. If, however, WB also assume that p is an end-point cf A,

or the osculating circle is non~degenerate [the ,osculating parabola

is not a double ray;' the osculating conic i9 not ,_,a pair cf lines

through p] , then Condition I' will holdo 'Next, assume only the

parabolic [conical] Condi tion I I I 'e Then Condi tiqn I' will haIti··'

but Condition 11' need not holdo If, however, pis an 8nd-poin:t'r~"f"-

A, or i f the limi t parabola [conicJ of Condi tion I I I 9 i5 non-de- :.. "..

g~nerate, then Condition Il' will also holdo Finally, assurne oniy-~

the conical Condition IV'o Then Conditions I' and 11' will hold but

Condition I1! t nsad not holdo !f, however, p 18 an end-point A,' or if

the limit conie cf Condition IV' 18 nan-degenerate, thea Condition III'
will hold, toD.
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CD 5 ~

~ The concept of a regular polytope can be generalized in

se~eral different ways; instaad cf considering the group cf

isometries which preserve the polytope, on8 can allow affine

or projective symmetries, or general automorphis~s cf the lattice

cf faces of the polytope. It is thus possible ~o define affinaly,

proj~ctiv~ly er combinatorially re_9u1ar poly tapes. It will be

shown that an affinely regular poly tape is affinely· equivalent

to a regular poly tape, and the analo~ou~ results far projec­

ti,vely and. combinatori~lly regular polytopes w'ill a150-- be

proved.

e MARCHAUD, A.: h~~~e!~~~_~~~9~~~~_~~~_~!:!!:!~~~~_E!!:!_~!~!~~!!!!!
~E~E!_!~~e~~~_~!t~~~~!!~~~~~~!~!~_!~~~_~~~!~~!~
droites

Les surfaces 5.3 dont il s'agit sont celles ,que .j'ai 6tud il 18es.\

"daris diff~rents m6moires o Leur d~finition Ae comporte aucune

hypothese da nature infinit~simale.

Une S3 contenant plus da 27 droites et qui n~est pas,' d~g€tn~r~!3
.'

(cline comp~t~ cu non par un ovoide), ast une surface I:El'g:lee,

taut a fait analogue acelies du troisieme d8gr~e ,Elle pos­

seda en dehors. d' une directrice rectiligne UR plan tarigan"t par­

tout continu. En'chaque point ce ~lan. ast 18 plan unique des

tang8nt~s (paratiTlgent) $

Une S3 contenant 27 droites au plus, po~sede 18 iong da cha­

cune d'el1es, sauf psut-~tre an deux points aw plus (~ar dreite)

un pIa n tangen t q ui var i 8 co n ti nuement 18 10ng da 1 a d roi ts', sur

taut segment· na contenant aucun des points exceptionn~ls s'il

y an a. ~e plus souvent ce plan ast 1'8 plan uniq~~e des t.angen­

taso Dans taus les cas cl.ast l'8ns~mb.le des demi;..t·angentes (con­

tingent).

PARK, R.: On Barner Curves

let p~ be. the set cf all linear k-spaces in real projectiv8 n-space
J

and let C be., the uni t circl".s.~ A Barner .curve i8 a di ffere"ntiable
n

mapping L : C~P far wh-ich ·there exists a coritinuous mappingo 0

8 : Cn-1 ~~ pn h th t
~ n..,1 sue. ,~
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· -"

Lk(P)~ B(P1 ,ooo,Pn_1) € 5> k~L. ai(p).. -1

~i~V( p ; P1 ' • e 0 , P~-1) - 1

=L· 1 •
p=p .

.1

A theorem similar to Barner ~ s theorem (19.56) tan be proved:

i f L i8 a' Barner curve and "L E pn ," tne n the numbe"r of po. intso 0-

af the cwrve on L (properly counted} daes not exc8ed the.

number of singularities (properly counted)e

Übersicht über die direkte Differe/ntialgeometrie der geometrischen

Ordnungen. (i) Differenzierbarkeit und Charakteristiko

(ii) Bögen und Kurven n-ter O~dnung im Rn; Diff~r8nzi8rbarkeits­

eigens cha f ts. n; . SchI i8 ßungssa tz; Rangprobi. ~~e. 0 . (iii ),' Ku~ ven

(n.1)-ter Ordnung im Rn. Dia singulären Punkte. A~bildungen und

Korre spond·e-nze n; Punk t e tri p~l ",; hö he re; Singular i t~.te n; ~onder-'

fälle; die Fälle n = 3 und n = 4. [(iV) Nichtlineare Ordnungen

und die Arbeiten von La~8 und Singh; (v) Re Parks 'Unter-

suchungen zum Barnerschen' 'Satz ] 0, '

Eine" Abbildung der menge tfi, n "aller konvexer Körper des'·

Körper seinen Steinerpunkt zu, wenn, sie. folgende Eigenschaften

besi tz't:

lR n ordnet genau dann . jede-rn konvexenm n . d
r~ .1n an

und die Addition auf der linken Seite

ist die Vektoraddition

(b) f(TK) = T f(K) für jede .orthagonale Transformation-

T des 1R n

(e) f i~t stetig, wenn auf tR, n die Topologie durch die'

Hausdorff-Metrik gegeben wirdo

SCHMITT, K.-A.: ~~~~!~~~~~~~2_~~~_~~~!~~EE~~~~~~_~~~~~~!~

~~EE~::

euklidischen
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SCHNEIDER, Ro: Zu einem Problem von Shaphard pber die
-~~~~~~~~~~-~~~---~-~-~~---~----~-----

~~~J!~~~~~!~-~~~~!~~~_~~~e!~

Seien K1 , K2 konvexe Körper im euklidischen'R n , sei V(K.) das
1

Volumen von K. und v(K., u) 'das (n cmo 1 )-dimensl.onale Volumen der
1 .1.

Orthog.onal pro jek tion von Ki au f "ei ne zum Einhei ts vek to r LI senk'-

rechte Hyperebene. G.C. Shephard hat die Fr.aga gestellt, ob ·aus

(1) v(K
1

,u) > v(K 2 ,u) für alle u die Ungleichun~ (2) V(K1r>·V(K2)

folgt, falls K, und K2 ze~tralsymmetrisch sind. Eine teilweise

Antwort wird durch die' folgenden' Sätze gegebe"n":' Lä'ßt . s'f'ch K"1

durch Vektorsummen von Strecken approximieren~ se folgt aus (1)

die Ungleichung (2)e Ist K2 ~~n~~~~~y~metr~~~~ und hinreichsnd

glatt ~erandet, aber n~cht. ~u~ch .V~~tor~u.m~~.n. ~an ?~r.e.~k.~.n ap­

proximierbar (für n> 3 existieren solche Körper), so gibt 8S
. ~~.. . . ~.. .. .... .

einen zentralsymmetrischen KBrper K" so daß (1), aber n~cht (2)

erfüllt ist.

SHEPHARD, GoCe: ~~~~~:~le~_!~!~~!~ti~_~~~~~~!~~~!2~~

!~!:_~~~~~'~~e~'!'l~~'E=~

Recently it has been shown that certain-functians (both vector

and scalar-valued), defined· on: the set 'P. of· ~ll· co~~~x P~ly-·

topes i~ E n , sa ti s fy relations si~ilar . to . tha t . used 'to·defins

the Euler characteristice These functions are also valuations

on ~ & In this talk a survey will be given cf all the known

res ul ts and same unso l'ved pro bl e ms wi 11 be s ta te d 0

5 I NGH, K00.: ~~~!:~~~~!:!:!~~~-~~~-~!:~~~-~f_~~!:!!·E·~!.'!l·

~!ff!E~~~!~!~e~!~~!

The five parameter -family cf eenies i~ areal projective plane
'. ." ." " I. ~ ••

gives risB to four differentiability conditions and a point of
'" ••• • '.-r - • ~ ,

an are is called conically differentiäble if 'these four con-

ditions are satisfied. The differentiable points are classi-

fied by the nature cf their families cf osculating

superosculating conics and ultraosculating conicse

conics,

An are in the real projactive plane i5 said to be of conical

order five if no conic maats it at more than five pointso Intro­

ducing fou~ streng differentiability conditions it i5 proved

that an are of conical order five is strengly conically                                   
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differentiable at 1ts end-points and three ti~8S strongly

conically differentiable at interior points. Characteristics

_' of points are then. defined and preved that "~f p -'be a conically

differentiable, eonieally elBmentary differe~tiable·point of

an are, then the cenieal order of p is equal to the s~m of

the digits of the characteristic of p"o

STREIT, Fo: ~!~~!~!E~~~~2_~!E~~~~~!~!~!~_!~~!!~!~~~!E_E~!l!~~!

~~~~~-~~~~~~~~~!~~~~2~~~~~~E~_ .

Es wird ein eIe menta r geome tr i seher 8eme i S:- des un te ns te he nda n

Satzes vorg8führt~

Sa tz: Es sei· k~ 2, A C E
k

(k=dim. 'auklid~sch~r R~u~,L::~~n

komp~ktes Polyeder und m eine q_~Z8 Zahl o Gilt fUr

jade. k-1-dimensi?nala .Eben~ ~ C· E
k

fü! di~A'n E i 'i
ausfällt stets :t (A n tJ = m (X"EhJ~akteristik

von E~ler~Poincar~) so is~ m = 1 und A konv8x~

11 s'agira iei d'arcs differenti·ables 'le·me'ntair·es. La-

ProfesseuI. Derry a demontre qua si un tel are ast d'o.rdre n dans

R , alors son premier rang 8S t egal cA 2 (n-1-~) 0 _ Un theoreme' d..8
n . .

duali te, p'ortant sur 1a caracteristique definie par 18 Professeur

Pater Sehark an 1936 et prouv' r~eemm8nt par Mo Ralph P~rk,

permet da demontrer aussi qua

(i) 18 premier rang d'un are 8st toujours au mo-ins 2(r:"l-1)

(ii) taut are dont 18 premier rang est 2(n~1) ast d'ordre n

(r~ciproqu8 du th~orem8 da D~rry)o

\ -

'VALETTE, Gct: An internal eharacterisatlon cf convex sets
------------~---~-------------------~---~--

Convex sets are generally defined in a surrounding space (affine,

normad, metric, and so on)o In this lacturs., I ~rop.osa ,8.

"definition of a convex set not inbedded in another space. The

strueture cf a convex sat X 'ovar K is given by a map X~ X~ I~ X,
. "..,..........

(x, Y'F ) > xYfL where I = [0, 1J in an orderad (skew-) fiald

Ko This map must satisfy 4 axioms which are prop8~ties .of .the map

(x, Y, fA')~ x (1-1') + Yf'. so essential in quas tioRs about

convexitiy, namely                                   
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(c' 1 )

(C 2)

(C 3)

(c 4)

.. 9 -

~

xyO = x
.",.--.... ,-....,.,., "

xyA = xYfJv < ) x = y or ). = JA"
If tf = (1- A) (1- y) + /NY ~ 0,' then

~~r~ .~~
X YA . y zJA' V . = . y. x ~~ )I" f _ ) t.f.
If 0<).. ~ IN and xy/t = x:z~ than

3'r so that z = W
The following theorem 'is es~ablishGd:

The definitioi. ;f a convex set ovar K is"an int8rnal~
... :.-

"'.'1.

c'harac ter isa tion '0 f the conve x' . se ts i:n an a f fine sp~ 'ce ovar. K0

In other words: A convex set ovar K i's'always isom,or'p:h~fc -.~.it·h
...... .

...
-' ~

~ convex set in an affine sp.ace over"Ke"

e ZAMfI RESCO, T.: Familles continuas da courbes

La no tion da .. familIe c'ontinue da courbes", introdui te par- m-.

8r~rjc 1 Grü'nbau,m, g8 neralise plusieurs familles de's8g~~nts q~ ~ on

at tache habi tuellement a un corps convexe pl~~. ,.( ~o~~r-;~ p o~.x •. "l~s
cordes divisant 1 faire (la' perimetre) sn deux parties lJgaies)

. . -. ...... ,-. . . ~. . . .; . ~ - .

da tell.e maniere qua beaucoup da leurs propri€it~s 'restent
•• .._ 4· ._..

vraies o Notre expo~e espe~e d I a'pporter quelques nou'veaUK resul-

tats sur les fami1les c"~ntinues de courbeso Voici 'daux tti6oreme-s ;'"

1~ Sur chaque courbe d'une familIe continu~, ~ l'e~c8ptioh

d'une taut au plus, il existe un point par lequel

passent au mains treis courbes da la familIe (~.GRÜN­

BAUm)o

2~_ Sur chaque cour be d I une familIe continue, a l' exception'

da trois taut au plus, il existe un a~c non d'g~n~r~

forme da points avee 1a propriete demandee ci-dessus.
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