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Tagungsbericht
Konvexe Korper, Geometrische Ordnungen

7. Juli = 14. Juli 1967

Unter der Leitung der Herren Professoren E. Derry (Vancouver),
G. Ewald (Bochum) und 0. Haupt (Erlangen) fand eine Tagung
ber "Konvexe Kdrper, Geometrische Ordnungen® vom 7.7. - 14.7,

1967 im Mathematischen Forschungsinstitut Obe:wolfach statt.

. "Konvexe Korper" und "Geometrische Ordnungen" sind zwar ver=
| schiedene Gebiete innerhalb der Gsometrie. Beide verbindet je-
doch die Art ihrer SchluBweisen, die sich denen der klassischen

. . o
Geometrie einordnen.

Teilnehmer:

Aumann, G., Minchen Park, R., Toronto
Barner, M., Freiburg . Rado, R., Reading
Danzer, L., Gdttingen . " Rahn, G., Bochum
Derry. D., Triest Scherk, P., Toronto
Ewald, G., Bochum Schmitt, K.-A.,, Bochum
. Haupt;, 0., Erlangen Schneider, R., Frankfurt
Heil, E., Darmstadt Shephard, G.C., Birmingham
Kind, B., Bochum ‘ ' Streit, F., Bern
Kinneth, H., Erlangen Turgeon, J., Toronto
Lane, N.D., Los Angeles Valette, G., BrUssal ‘
Marchaud, A., Boulogne Zamfirescu, T., Bukarest

Mchullen, P., Birmingham

Die 23 Teilnehmer aus verschiedenen Landern hielten 19 Vortréage.

Das mathematische Programm wurde durch Diskussionan und persdnliche

Gesprdche bereichert, worin sich das groBe Interesse der Teil-

nehmer bekundete.

Es sei noch erwihnt, daB wihrend der Tagung von einem auslandischen
. und einem dsutschen Teilnehmer ein Satz iiber n=fache Uberdeckungen

dar d-dimensionalen Einheitskugel durch offene Halbkugeln beuwiesan

wurde.

DFG . .Es.falgen kurze Zusammenfassungen der Vortrige. ©@
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> Vortragsausziige:

DANZER, L.: §g§£sa@g_§bergeck

C.A. ROGERS hat gezeigt, daB es zu beliebig vorgegebenem

konvexen Korper K im Rd eine Uberdeckung des Rd mit Trans~-
laten von K gibt, deren Dichte kleiner ist als d log d + d
loglog d + 4d. Fir den Spezialfall, daB K ein Ellipsoid ist,

. 1&Bt sich die Methode so ausbauen, daB die Uberdeckungsdichte

(bezgl. Translate) je nach Aufwand abgeschdtzt werden kann durch
2 4 (w(d) + 2) bzw. durch . (w(d) + 2)
3 4 (pld) . 7 9 U .

0b 1/2 d(LF(d) + const) erreichbar ist, bleibt zundchst offen.

Die Funktion P ist dabei definiert durch af (%) = dP(d)
. (d 2 3, Pp(d) > 1); es ist \F(d) = log d + loglog d + r(d)
lim

mit 4 00 r(q) =0 und r(d) € 0,7 fir alle d.

DERRY, D.: Polygone der Ordnung n _mit n+2 Seiten

Es ééi R = {A1,A2,.,.,Am} y m > n+1, eine Menge von Punkten

"in allgemeiner Lage innerhalb des reellen projektiven Raumes

Ln n-ter Ordnung. Das folgende Problem wurde betrachtet. UWUas

sind die notwendigen und himreichenden Bedingungen dafir, daB R

2

die Eﬁkpunktmenge eines Polygons ‘ﬂ% der reellen Ordnung n ist.
‘ Fir m = n+2 nennt man ein Segment AiA_j von Ln R=-zuléssigq,

wenn d;e Hype?ebene durch die Punkte A1’A2”°"Ai-1’Ai+1";:’Ajj1

Aj+1”"’An+2 keinen Punkt von AiAj enthédlt. Die folgenden

zwei Sdtze wurden ohne Beweis behauptet.

(1) 1st B,,B

eine Per@utatlon von A1,A2,...,An+2,

1! 2""’Bn+2

'so hat das Polygon 8182 -.Bn+2 Ordnung n danan und nur dann,

wenn jede Seite B,B, ., 1< i £ n+2, R-zuldssig ist.
(2) Ist m = n+3, so gibt es genau ein Polygon n-ter Ordnung,
dessen Eckpunktmenge R ist.

Im Fall m > n+3 heiBt jede Teilmenge A_ ,A_ ,...,A A A A,
P P2 Pre2 Pi j

i # j, eine Basis von R. Ist Z ein Punkt von R, der nicht

Punkt Qer Basis ist, dann sei 9;1: 8182...8n
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n-ter Ordnung mit den Eckpunkten A_ ,A_ ,...,A 720 Es séi
: P Py Prs2 ,

‘B B, die Strecke, die mit den Seiten B Z, ZB, von QZ; ein

n+2 1 n+2 1

gerades Dreieck bildet. Das geschlossene Polygon 8182...Bn+2,

das man aus. dem Teilpolygon B182.o.B von 3[; erhalt, in-

n+2

dem man es mittels der Strecke B,,28¢ schlieBt, hat Ordnung n.

Ist fiir jedes Z das durch Z erzeugte Polygon 8182...Bn+2

immer dasselbe, so heiBt die Basis reduktionsinvariant. Man hat

den Satz: Notwendig und hinreichend dafir, daB die Mengs

R = {A1’A2"°°’Am} , m > n+3, eine Eckpunktmenge eines Polygons

A-tef Ordnung ist, ist, daB jede Basis von R reduktionsinmvariant

ist.

HAUPT, 0.: Ein allgemelner Vlerscheltelsatz fir ebene

Der Vierscheiteisatz von A. KNESER wird dahin verallgemeinert,
daB an Stélle des Systemé der Kreise Systeme k von (ebenen)
Kurven tretenm, wobei jéde dieser Kurven durch je drei ihrer
Punkte eindeutig bestimmt ist und stetig von ihnen abhé&ngt,
wdhrend der Scheitel a;s Punkt hoherer als érittqr Ordnung be=-
ziiglich k auf der betrachteten Jordankurve C erklart wird. Die .
Voraussetzung, daB die Jordankurve stetige Krimmung besitze,
wird ersetzt durch sine Forderung lokaler Natur an die iso-
lierten Scheitel'uon C souwie die Forderuhg, daB die k=

Paratangenten an C mehrpunktig sind (und zu k gsehéren).

HEIL, E.: Scheltel in der zentralaffinen Geometrle

Als Schmiegfiguren eines ebenen Ovals, welches das Zentrum um=-
schlieBt, werden 3-punktig beriihrende Zentralellipsen betrachtet.
Ein solches Oval hat i.a. nur zwei Scheitel, d.h. in hdherer

Ordnung beriihrende Zentralellipsen.

Es gibt genau eine Ellipse gréBten Inhalts, die dem Oval einbe-
schrieben ist, Sie berihrt in mindestens 3 Punkten. Wahlt man

ihren Mittelpumkt als Zentrum, dann erh#lt man so 6 Scheitel.
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KUNNETH, H.: Kontinua_von_der_schwachen Ordnung 3 im P,_

Ein Kontinuum C in einem n=dimensionalen Raum Rn ist vom der

) schwachen Punktordnung p, wenn die Mengs der Hyperebenen von Rﬁ’

die mit C mehr als p Punkte gemein haben, nirgends dicht liegt

im Raum der Hyperebenen. In der projektiven Ebene P2 hat ein

i Kontinuum C von der schwachen Punktordnung 3 hichstens 4 Ver-
|
|

zweigungspunkte (VP). In diesem Fall ist C der Graph, der P,

| ’ in 3 konvexe Vierecke zerlegt mit Strecken als Kanten. Ist G

! eine Gerade durch einen VP v, so kdnmen in G —'(v} hﬁchsténs

! _ ‘ zwei Teilbogen von C minden. Hat daher C mehr als einen VP, so

| ist die Verzweigungsordpung (v0) jedes VP hbéchstens 4. Enthdlt

| C nur einen VP v und hat v dle VO 3 oder 4, dann kanm C = {y
drei Tellbegen mit Wendepunkten (Schnabeln) enthalten, ist die

" V0 ven v 5 oder 6, so enthdlt C - { } nur Strecken als
Komponenten, Hat C drei VP in einer Geraden bzw. nur zwei VP,
so kann-C zwel bzw. vier Teilbogen mit'mendepunkten enthalten.
Hat C einen (oder mehrere) VP, so kann C, keinen Dorn (Dorn;

spitze) enthalten,

LANE,'N.D.: Strong Cyclic, Parabolic_and Conical Convexity

An arc A in the conformal plane is called strongly differentiaﬁie
at a point p of A if the following conditions are satisfied. !

Condition I': There exists a point R # p such that if Q—> R:and

the distinct points u aﬁd v converge on A to p, then the circle
' C(u,v,q) through the points u, v and.Q always converges. .

Condition II': C(t,u,v) always converges if the mutually distinct

points t,u,v converge on A to p. Analgoius definitions of strong
parabolic and conical differentialility of arcs in the affine and
pro jective planes, respectively, may be formulated. Assume the
cyclic [parabolic; coniéai] Condition II', Then Condition I' need
not hold. If, however, we also éssume that p is an end-point of A,
or the osculating circle is non-degenerate [the_osculating parabola
is not a double ray; the osculating conic is naf .a pair of lines
through p] y then Condition I' will hold. Next, assume only the
parabolic [conical] Condition III'., Then Conditlon I' will hold
but Condition II' need not hold. If, howsver, p is an end-poxnt oF
A, or if the limit parabola [conch of Condition III' is non-de=-"
gensrate, then Condition II' will also hold. Finally, assume onlyy
the conical Condition IV'. Then Conditions I' and II' will hold but
Condition III' need‘not hold. If, howsver, p is an end=-point A,for if

DFG ;.- the limit conic of Condition IV' is non-dsgenerate, them Condition III' @
will hold, too.
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McMULLEN, P.: Generalisations_of regular polytopes

The concept of a.regulér polytope can be genéralized in

several different ways; instead of conéidering the group of

isometries which preserve the polytope, ones can allow éffine'

or projective symmetries! or geqeral automorphisms of the.lattice

of faces of the polytopé. It is thus possible to define affinely,

projectively or combinatorially regular polytopes. It will be
;shown that an affinely reéular polytope'is affiﬁely-equivalent

to a regular polytope, and the_analogoﬁs results for projec-

tiQely and,combinatorially regular polytopes will also- be .

proved,

2.

MARCHAUD, A.: Egs plans_tangents_aux Sugféces du tgdisiémg

ordre et plus Earticuliégement.le long de ‘leurs

droites

e N

Les surfaces S, dont il s'agit sent celles que .j'ai étudiées ,
dans différents Mémoires. Leur dé&éfinition ne comporte aucune

hypothésa de nature infinitésimale.
Une S3lcontenant plus de 27 droites et qui n'est pas dégénérée

(cbne compété ou non par un ovoidé), eét une surface‘réﬁlée,
tout 4 fait analogue 3 celles du troisidme degré. Elle pos-
séde en dehors.d'ﬁne directrice rectiligne un plan tangsent par-
tout continu, En'chaque point ce plan est le plan unique des

tangentes (paratingent).

Une 53 contenant 27 droites au plus, posséde le long de cha-

cune d'elles, sauf peut=&tre en deux points au plus (par droite) -
un plan tangent qui varie continuement ls long de la droite, sur
tout segment ne contenant aucun des points exceptionnels's'il

y en a. Le plus souvent ce plan qét le plan unigye des tangen=
tes, Dans ﬁous les cas c'est l'ensemble des demi=tangentes (coﬁ-

tingent).

Let PE be. the set of all linear k-spaces in real projective n-space

and let C be the unit ciéch; A Barner curve is a differentiable

mapping Lo s Cq——>Pg for which ‘there exists a continuous mapping

B : Cn_1————) P2_1 such that
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- L (P) € Blpyreesp, ) €= k&S ai(p) - -

o$i§V(p;p1,...,p

n-1) - 14

where (aa(p),,..,an_1(p)) is the characteristic of p and

V(pipyseeesp_q) = > 1,

— P:pi

A theorem similar to Barner's theorem (1956) can be proved:

if LD is a Barmer curve and‘LEEPg_i- then the number of points

"of the curve on L (properly counted) does not exceed the.

!  number of singularities (properly counted).

SCHERK, P.: .Aus der direkten Differgﬁtialgggmetgig

>Ubersicht uber die direkte Differdntialgsometrie der geometrischen
denungen. (i) Differenzierbarkeit uhd Chéréktéristike :

~ (ii) Bdgen und Kurven n-ter Ordnung im R"; Differenzierbarkeits-
eigenschaften;. SchlieBungssatz; Rangprobleme. (iii) Kurven
(n+1)=ter Ordnung im Rn. Dia singulérenlpunkte. Apbildungeﬁ und
Korresponéenzen; Punktetfipelﬁ; hﬁhere;SingularitEtén; Sonder="
fdlle; die Fdlle n = 3 und n = 4. [(iv) Nichtlinears Urdnﬁngen

und die Arbeiten von Lane und Singh; (v) R. Pérks'Unter-

suchungen zum Barnerschaﬁ'Sétz] .

SCHMITT, K.=A.: Kennzeichnung des Steinerpunktes konvexer
Eine” Abbildung der Menge dan'alier konvexer Kdrper des .

euklidischen ﬂQn in den ﬂln ordnet genau dann . jedem konvexen

Korper seinen Steinerpunkt zu, wenn sie folgende Eigenschaften

besitzt:
(a) f(K1 + KZ) = f(K1) + F(Kz)
’ Kys Ky € R" und die Addition auf der linken Seite
ist die Vektoraddition
(b) f(TK) = T f(K) Ffir jede orthogonale Transformation-
, ' T des "Qn
(c) f ist stetig, wenn auf R die Topologie durch die-

Hausdorff-Metrik gegeben wird.

. DF Deutsche
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SCHNEIDER, R.: Zu einem Problem von Shaphard uber die

Seien K K, konvexe Kérper im euklidischen‘Rn sei V(K ) das

1 ’
Volumen von K, und v(K yu) das (n= 1)-d1men510nala Volumen dar

Urthogpnalprojektion von Ki auf'eine zum Einheitsvektor u senk-

rechte Hyperebene. G.C. Shephard hat die.Frage gestellt ob .aus
(1) v(K1,u) > v(KZ,u) fiir alle u die Ungleichung (2) \I(K )>\I(K )

folgt, falls K1 und K2

Antwort wird durch die folgenden Sitze gegeben' 'L&Bt sich K1

zentralsymmetrlsch sind. Elne tellwelse

durch Vektorsummen Vo Strecken approxlmleren, so folgt aus (1)
die Ungleichung (2). Ist K, zentralsymmetrisch gnn'h;n:elchanqv
glatt berandet, aber nichtvdu;qh Vaktoraqmman_yqn §t;epkan ap-
proximierbar (fir n > 3 axistieren solphelKﬁppa;),vsp gibt es
einen ientralsymmettiachen Kﬁtper K so daB (1), aber nicht (2)

erfillt ist.

1’

SHEPHARD, GoCo: Euler- =type relations and valuatlons

Recently it has been shown that certaln Functlons (both vector
and scalar-valued), daf‘lned on’ the set P of‘ all convex poly-
topes in g" ’ satlsfy relatlons 31mllar to that used to deflne
the Euler characteristic. These Functlons are also valuations
an ;9 « In this talk a survey.wiil'hé given‘af all the knomn

results and some unsolved problems will be stated.

SINGH, K.D.: Characterlstlc and order of conlcallx

The five parameter family of conics in a real prOJectlve plane
gives rise to four differentiability condltlans and a polnt of
an arc is called conically dlfferentlable if these four con- |
ditions are satisfied. The differentiable points are claSSL-
fied by the nature of their families of osculating aonips, ’

superosculating conics and ultraosculating conics.

An arc in the real projective plane is Sald to be of conlcal

order five if no conic meets lf at more than Flve p01nts. Intro-

ducing four strong differentiebility condltlons it is proved

sesche that an arc of conical order five is strongly conically
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dlfferentlable at 1ts end-polnts and three tines strongly
conlcally dlffarentiable at 1nter10r p01nts. Characterlstlcs

of points are then. defined and proved that "if p be a conlca;iy
differentiable, conically elemeﬁtary_diffe:ehtiapleibo}nt of

an arc, then the conical order of 2 is'aqual to the sum of |

the digits of the characteristic of p".

STREIT, F.: Kennzelchnung der Kenvexitat euklldlschar Polxeder

a-—---u—g—e-—cu———_—n D - - - o - o

Es wird ein eleméntargeometrischer Bameisfdes untenstehenden

Satzes vorgefihrt.

Satz: Es sei- k > 2, AC gX (kwdim. suklidischer Raum) .ein

kompaktes Polyeder und m elne ganze Zahl, Gllt fur
jede k=1- dlmensnanale Ebene EC X fir die A ﬂ E ;! j?l
ausfédllt stets :K (ANE) = (X~ Charak_terlstlk :

von Euler-Poincaré) so 1st m = 1 und A konvex.

TURGEON, J.:. Sur le premier rang d!une: courbe

I1 s 'agira ici d'arcs dlfferentlables elementalres. Le

Professeu: Derry a démontré que si un tel arc est d ordre n dans
R,» alors son premier rang est egal a 2(n-1) Un theoreme de
dualité, portant sur la caracterlsthue deflnle par le Professeur
Peter Scherk en 1936 et prouvé récemment par m. Ralph Park,

permet de démontrer aussi que
(i) le premier rang d'un arc est toujours au moins 2(n-1)
(ii) tout arc dont le premier rang est 2(n=1) est d'ordre n

(réciproque du théoréme de Derry).

‘VALETTE, G.: AN lnternal characterlsatlon of convex sets

Convex sets are generally defined in a surrounding space (affing,

normed,“met;ic,‘and so p’n)° In this lecture) I propose a

‘definition of a convex set not inbedded in anotﬁer'space. The

structure of a convex set X over K is given by a map xx XXI—)X,
(x,y,f;)-———> xxpc where I = [0 13 in an ordered~(skew-) Fleld

K. This map must satisfy 4 axioms which are propertles of the map
(x,y, ﬁ&)———> x(1= /L) + %fb so essential in questions about

convexitiy, namely
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©€n G o=x
(CZ).;;i:@@X:y or A:/.d,

(C3) 1fg=0=-A)1=-V) + VvV £ 0, then

— ’ — =T
’.‘V.A'VZ/"VF.V_"?(J‘;VFP’)'{,.

(c 4)» If 0<)\\</Ua and XYA =Xzp then
Jvso that z = Xy¥» . |

The Folluwing theorem is established:

The deflnltloh 1? a convex set over K 1s ‘an internal-

characterisation ‘of the convex sets in an affine space over K._

In other words: A convex set over K is always 1somorph;g_m1§h '

a convex set in an affine space over K.

ZAMFIRESCO, T.: Familles continues de courbes

La notion de "Famllle chtanB de courbas" 1ntrodu1te par m.
Brarc1 Grunbaum, génerallse plu31euts Famllles de segments qu 'an
attache habituellement & un corps ppnvexe‘plan.ﬂgoqwq p.q;.ﬁlgs_
cordes divisant i‘aire (le périmétre) en deux pérties égaies)

de telle maniére que beaucoup de leurs proprlétes restent

vraies. Notre expose espere d'apporter quelques nouveaux résul-

" tats sur les familles continues de courbes. Voici deux théoremes;ﬂ'

1. Sur chaque courbe d'une famille continue, é l'eXceptioEA‘

d'une tout au plus, 11 existe un p01nt par lequel

passent au moins trois courbes de la famille (B GRUN-»
BAUM).

de trois tout au plus, il existe un arc non dégénéré

formé de points avec la propriété demandée ci-dessus.
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