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Tagungsberi.cht

Algebraische Zahlentheorie

vom 31,7,

- 6.8,1967

Unter der Leitung von Herrn Professor Dr. Hasse (Hamburg) und

Herrn Professor Dr.Roquette (Heidelberg) fand in Oberwolfach vom

31.7. bis 6.8. eine Tagung iliber Algebraische Zahlentheorie statt.

D1e zahlreichen Teilnehmer kamen aus verschledenen Liéandern, aus

Frankre1ch Groﬁbrltanmen Griechenland, Kanada, N1eder1anden,

| Polen, Schweden, Schwe1z, Vereinigten | Staaten und Deutschland Es

"~ wurde ein weltes"Spektrum interessanter Vortrige gebote_n. Im Mittel-

punkt des Interesses stahdén die Vortrige von Brumer, Holley und

wichtige Fragen ihre Beantwortung fanden. :

Teilnehme‘r:

Ayoub, R., Frankfurt
Barner, K., Stuttgart

.Behr, H., Goéttingen

Benz, H., Hamburg
Briickner, H., Hamburg

Brumer, A., Paris

Cassels, FJ.W.S., Cambridge

Eichler, M., Basel
Geyer, W.D., Heidelberg
Guthschmidt, N., Berlin
Hooley, Ch., Durharh |
Kubota, T., Nagoya o
Kuipers, L., Delff

Forschungsgememschaft

~ Pfister, in denen Jewells k1ass1sche, seit langerer Zeit ungeloste

. Jacobinski, H. Vendelso

Jehne, W., Koéln

B ‘Lakkis, K., Athen

Leopoldt, H. W,, Karlsruhe
Lutz, Elisabeth, Grenoble

"Martinet, J., Grenoble

Maus, E., Hamburg
-Menalda, A, Leiden
Merriman, J.R., Oxford ’
Meyer, C., Koln

Miller, L., Gottingen
Neukir'ch,' J., Bonn

‘Pfister, A., Gottingen.
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Ribenboim, P., Kingston - " van der Wall, Leiden

Schinzel, A.,, Warschau "Wilson, R., London

Sonn, J., Géttingen - . Zassenhaus, H. J ., Worthington/
: R Ohio
Tamme, Hamburg v

de Vreugd, C., Leiden , Zimmer, H.G., Tiibingen

Kurzfassungen der 19 gehaltenen Vortrége

‘Reihenfolge, in der sie gehalten wurden,

‘H. ZASSENHAUS Uber die Aqulvalenz ganzzahllger Darstellungen '

- Sei k ein algebraischer Zahlktirper, A eine zentraleinfache Algebra

endljc’her Dimension iiber k, also A = D‘f x vf mit einem S'chiefkérp’er D.

. Sei o ein dedekindscher Ring mit Quotientenkc'jrper-k "'R eine o- Ordnufig L

von A, die in einer Maximalordnung R enthalten sei, Wir betrachten

o - torsionfreie, endlich erzeugte R- Moduln M M’ Sie zerfallen in
'unzerlegbare R - 11nks1deale d1e Anzahl der Summanden heiit der

‘ Rang W1e im kommutativen Fall 143t smh auch hier e1ne Stemrtzklasse

(Idealklasse modulo Normen von Haupt1dea1en) deflmeren.

S‘atz 1: Ist R = R1 und f> 1 oder Rang M > 1 so s1nd M, M’ genau dann ,'

aqulvalent wenn. sie glelchen Rang und Stelmtzklasse haben.A

Satz 2: IstR, M=R. M’ undf>10derRangM>1 sosindM M’

1 1
- genau dann elgenthch aqulvalent wenn sie in allen Lokahswrungen :
e1gent11ch dquivalent sind.
Zum Beweis w1rd der Approx1matlonssatz fiir Norme1nsemhe1ten ver-

wendet
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HOOLEY, Ch.: Artins Vermutung liber: Primitivwurzeln

- - o T~ = - - - - = = ee e W= W e e e e e e e e e e

In diesem Vortrag wurden Vermutungen von Artin aus dem Jahre 1927
auf die Riemannsche Vermutung fiir die Dedeklndsche Zetafunktmn und
L-Reihen zuriickgefihrt.
Die Vermutungen von Artin:
1. Die ganze Zahl a ist fiir unendlich viele Primzahlen p Primitivwurzel
modulo p, falls a kein volles Quadrat und a # 1 ist,
2. N(x) sei die Anzahl obiger Primzahlen kleiner x, dann gilt asymptotisch
N(x) ~'A(a) - x/logx, wobei A(a) eine positive Konstante ist. ,
2.) impliziert 1,). Es wird 2.) bewiesen, indem man von elner asymptotlschen
Formel fiir die Dedekindsche Zetafunktion zu gewissen Kummerkdrpern -
ausgeht, Der Autor verwende.t Siebmethoden, Die der Aﬁssaée'in (2.) ént-‘ :
sprechende Summe wird in \}ier Summen aufgeteilt und die einzelnen ;
Summen nach verschiedenen Methoden abgeschitzt, Der Wert der Kon-
‘stanten A(a) ergibt -sic.h in Ubereinstimmung mit einer Vermutung von

- Heilbronn.

KUBOTA, T.: Uber L- Relhen und GauBsche Summen

Es werden zu einem Charakter einer diskontinu:ierlichen G’ruppe
Eisensteinsche Reihen erklirt. Diese Reihen geniigen einer Funktional—
gleichung, Weiter werden ihre Fourierentwicklungen untersucht. Diese
funktionentheoretischen Ergebnisse we rde'n‘ auf den Fall Qer Hilbertschen
' Modulgruppe eines totalimaginédren Zahlkdrpers angewe_ndef. Dabei wird
weiter vorausgesetzt, da@ es sich um einen abelschen Charakter handelt,
dessen Kern keine Kongruenzuntergruppe -ist."Au's den ‘nichtkonrstanten'
Gliedern der Fourierentwick lungen der Eisensteinschen Reihe erhilt
man dann einen neuen Typ von Zetafunktionen, Die Koeffizienten dieser
'#Zé-tafunktionen sind GauBsche Summen, Im allgemeinen haben diese
Funktionen keine Produktentwicklung. Zur Bestimmung der Residuen
wird das Reziprozité’ttsgesefz fiir die n-ten Potenzreste benutzt. Als ein
weiteres Ziel der Untersuchung nannte der Vortragende diese Residuen-
bestimmung unabhédngig vomRe 21proz1tatsgesetz zu gewmnen, um eventuell '

daraus das Rez1proz1tatsgesetz abzuleiten,

Forschungsgermeinschaft © @
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BRUCKNER, H.: Eine ‘explizite Formel fiir das P -te Normrestsymbol

-__———__--___-———_--—-—_----—__----—__--.-____-_-

Uber einem p-adischen Kérper k, der die primitive P "_te Einheitswurzel
: n
. g- enthalte, sei die Algebra k [Fu, v] mit up = cx.,vp =b, (a,be kx),
uv = § vu gegeben, Die Invariante (a,b) dieser Algebra ist in speziellen

Fallen von Artin und Hasse (1928), allgemein von Safarévic. (1950) ange-

geben worden. Die vorgetrageneFormel ist expliziter als die von
Safarevic und als Analogon zu der (einfachen) Formel von H.L. Schmid" -

E. Witt fiir den charakteristikgleichen Fall anzusehen.

BEHR, H.: Endhche Def1n1erbarke1t verallgemeinerter Einheitengruppen

Sei k ein algebraischer Zahlkfirper, o der Ring der 'ganzen Zahlen in kK, v
'S eine endliche Menge von Primdivisoren p von k, _o(s) = {x ¢ k;x p-ganz
fiir pE€ s}/ kﬁ die komplette Hiille vbcin k bez. p..Fernei' sei G eine alge- |
braische Matrizengruppe tiber k und fiir einen Ring R sei Gp = {XeG;
X und X! haben Koeffizienten in R}. Es gelten die Satze -
..'1‘. Go ist endlich definierbar, d.h. durch end].ich Viele Erzeugende mit '.,.
endlich vielen Rationen. .
2. Fir reduktives G ist G o(s) endlich defiriierbar. .
Der Beweis von 1, stiitzt sich auf d1e ‘Konstruktionvon Fundamental-

bereichen von Borel - Harish Chandra (Annals 75) und Beweismethoden

' von Gerstenhaber, Behr (Crelle 211) und Macbeath,

. o Das Problem 2 wurde von M. Kneser (Crelle 214/15) so reduziert:
( ) k. fur alle pe S kompakt :

Pl
definierbar ist. Die kompakte Erzeugbarkeit von Gk fir reduktives G

P
ist ein Ergebnis von-'Borel_-Tits (IHES 27), die kompakte Definierbarkeit

ist genau dann endlich definierbar, wenn G

kann man aus einer Cartan-Zerlegung von G, (Bruhat-Tits, C.R. 293)

folgern, P

P
7
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CASSELS, J.W.S.: Uber das Zerfallen von f(x) - g(y)

Lewis, Davenport und Schinzel (Quat.J. 12) fragten, wann das Polynom
f(x) - g(y) in € [x y] zerfillt., Neben dem trivialen Fall f = h(f1 (%)) ,

g= h(gl(y)), indem f (x) gl(y) Teiler von f(x) - g(y) ist, entdeckten sie

den Fall f = k(x), = -F (y), wobei k eine gerade naturhche Zahl ist und

ZFk(x) = (x +Vx2 -1 )k+(x -\Ixz - l)k-. _

- Hier zerfillt f(x) - g(y) in lauter quadratische Faktoren. Der.Vor"cragende

o zeigt, daBl das Problem nur kombinatorischer Natur ist, indem er die

betreffenden Ri‘emanns»chén Flachen betrachtet. Mit Rechenanlagen zeigte

" M.J.T. Guy so, daBl es weitere komplizierte Fille der‘G“rade 7 und 11
 gibt. | ‘

e - . A - - - = e e = e e e = e wn EA A e - e - e e en e e

KUIPERS, L.: Glelchvertellung mod M von Folgen aus GF(q) [x]

©Sei k éin Kérper mit q = p Elementen, M ein Polynom vom Grad m3 ’2
‘in k [x7. Nach J.H. Hodges (1966) heiflt eine Polynomfolge F = (A, ) aus
k [x] gleichverteilt mod M, wenn fiir jedes B € k [x] die Anzahl F (n, B, M)"

der zu B mod M kongruenten Polynome unter Al’ cies ,A asymptotlsch
g1e1ch nq ™ jst. Der Vortragende glbt ein G1e1chverte11ungskr1terlum, ‘

das L.A, Rubels Def1n1t1on der G1e1chverte11ung in 1okalkompakten

- abelschen Gruppen entsprlcht

JACOBINSKI, H.: Klassifikation von G1ttern uber Ordnungen

| ‘ Sei k ein algebraischer Zahlkoérper, A eine halbeinfache Algebra iUber Kk,

o ein dedekmdscher Ring mit Quotientenkdrper k R eine 0-Ordnung von .

‘A, die in einer Maximalordnung O enthalten sei, Ein o- tors1onsfre1er

,endhch erzeugter R-Modul M heifit R -Gitter, Fiir ein Pr1m_1dea1 pino

bezeichne Mp die p-adische Komplettierung von M. Eine Klasse lokal-

' isomorphen Gitter heifit ein Geschlecht.

Voraussetzung: Keine der einfachen Algebrenvon E = HomA(kM, kM)

ist ein total definiter Quaternionenschiefkérper,

Sei F das Fiihrerideal von R, I_, die Gruppe der F-primen Ideale des

F
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Zentrums C von A, n die reduzierte Norm von E iiber C, so gilt mit

H={(na)e IF; aeHom.R (M,M)}:

Satz: Es gibt eine Bijektion zwischen dem Geschlecht von M und

der Gruppe IF/H'
Ist N im Geschlecht von M mit N = M fiir Fp # Op’ so wird die

bijektive Zuordnung durch N~ n (Hom_ (0M, ON) ) mod H.

Spezialfall: Ist R = 0, so besteht H nach Eichler genaﬁ aus den

Hauptidealen (a), wo a an allen in A verzweigten u_nendlichén Prim-

stellen positiv ist.

Mit diesem Ergebnis lassen sich die Sdtze von Serre und Bass liber

das Abspalten und Kiirzen auf nichtpfojektive Gitter veral_lgefneinern.

K' seine Einheitengruppe und

‘~r(K) die Anzahl der Grundeinheiten, EK sei der Abschluf des Bildes -

K

" vonE_, im Produkt 11 U der?—adis'chen'Einhéitehgruppen (p = feste

o ?’ p ;B N

" Primzahl). Weiter sei f‘p(K) der Rang von EK iiber Zp

‘Satz: Sei K abelsch iiber Q oder iiber einem imaginirquadratischen

‘Zahlkérper, dann gilt rp(K) = r(K)."
Der Beweis wird dadurch érbrach{t,z daB man das Nichtve_réchwinden

der p-adischen Regulatoren dieser Kérper zeigt und so eine Frage von

Leopoldt beantwortet. Dies geschieht, indem man ein Resultat von

Baker ins p-adische iibertrégt.
Lemma: Sei § Komplettierung eines algebraischen Abschlusses von

Qp. Es seien Gysee ,,an’algebraische Einheiten von &, ‘Angenommen

-.die p-adischen Logarithmen log'al, ..., log o s>ind' iiber Q linear un-

abhidngig, so sind sie es auch iiber dem algebraischen Abschlul von Q.
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SCHINZEL, A.: Primitive Primfaktoren von Lehmer-Zahlen

Der Vortragende gibt einen Bemcht uber seine Arbe1ten (A cta Arlth 8)

und das folgende neue Resultat

| >_Se1en L, M natiirliche te11erfremde Zahlen L < 4M und M# 1.

Sind @, b Losungen der Glelchung x% \/_I-Jx +M=o. und ist

Pn(d,b)_ - [ (a -b) - (- p)~ ! : flu#ge,rad-e;
@ - ) * (a 2-—b2) -1 A 'ri geré.de»

so hat P (a., b) fur grofse n vier oder zwe1 pr1m1t1ve Prlmfaktoren

(je nachdem, ob gew1sse Kongruenzen erfullt smd oder n1cht)

M’EYEAR,‘ C.: Zum Hllbertschen Klassenkorperkonstruktlonsproblem ’

Eme allgememe Konstruktlon der Klassenkorper su reell- quadratlschem i

' formel fur reell - quadratlsche Korper d1e fraghchen Funktlonen aus— :

Deutsche

'mlt e1nem von Szego stamrnenden Entw1ck1ungssatz aus der Theorle '
" der orthogonalen Polynome 1n Zusammenhang brmgt hofft der Vor- :
tragende, S0 eventuell zu e1ner Losung des Klassenkorperkonstruktlons-~..'

4prob1e ms zu ge 1angen.

Forschungsgemeinschaft

-Grundkorper durch geelgnete analyhsche Funkt1onen nach dem Muster
-der .komplexen Multlphkatlon, ist blslang mcht durchgefuhrt worden. o s

Man kann versuchen, durch Aufstellung der Kroneckerschen Grenz- o B

f1nd1g zZu machen. D1e b1sher1ge, auf Hecke zuruckgehende Gestalt d1eser '

'Grenzformel 1st h1erfur Jedoch mcht geelgnet Indem man d1ese Formel s
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MAUS, A.: Uber die Verzweigungsgruppenreihe

Es wird eine gruppentheoretische Kennze'ichnung der Verzweigungs-
gruppenreihe gegeben. . | 4

Sei k ein lokaler Karpef, 5 der endliche Restklassenkdrper, Chark = p.
k enthalte keine p-ten Einheitswurzein 7‘ 1. Sei K eine endliche,
galoissche, rein verzweigte Erweiterung von k, G = Gal (K/k). Die

Verzweigungsgruppenreihe von K|k besitzt folgende Eigenschaften:.

(1) Gi 4G, Gi = 1 fir hinreichend hohes i
(2) G/G1 zyklisch von zu p primen Ordnung e .
(3) Gik/(}i_'_1 elementar abelsche p-Gruppe, i> 1
o | (4) Gi/Gi+1 im Zentrum von Gl/Gi-i-l’ i>1 |
(5) als G/Gl-Modul ist Gi/Gi+1 direkte Summe isomorpher,
irreduzibler Teilmoduln. |

(2°) k enthdlt die eo;ten Einheitswurzeln.

(3°) dim Gi/Gi+i < dimk, i>1 (Dimension iiber GF(p) )

r

: Umgekehft: _ .

. . . . . - ) - \ =1 -
Ist G eine f11tf1erte Gruppe: G Go? GlD Gr2 - GrD Gr_’_.1 _ 1 :
mit den Eigenschaften (1) - (5), so gibt es zu jedem lokalen
Korper ko (mit obigen Einschréankungen) eine endliche Erweiterﬁng .

: k/ko und eine normale Erweiterung K/k, so daB K/k die G, als

Reihe der verschiedenen Verzweigungsgruppen besitzt.

Im char, -gleichen Fall kann k =<ko gewédhlt werden, wenn ko (2°),

(3’) erfiillt, Im char. -ungleichen Fall kann k/k0 abgeschitzt werden.

Die Ergebnisse kénnen mit anderen Methoden verallgemeinert werden.
7/ R .

DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaft .




oF

Deutsche
Forschungsgemeinschaft

o®



-9 -

- TAMME, G.: Algebralsche Funktlonenkorper vom Geschlecht 2

Sei K/k ein alg. Funktionenkérper vom Geschlecht 2 mit algebraisch '
abgeschlossenem Konstantenkdrper. Es wird die Menge der ellip-
tischen Teilkérper von K untersucht und jedem ellipt. Teilkérper
eine komplementdrer zugeordnet. Fiir die ‘Teilménge der maximalen
e111pt Teilkdrper ist diese Zuordnung sogar eineindeutig, mvolu- _V
torisch und 148t den Grad von K iiber dem Teilkorper 1nvar1ant Fir

die Mu1t1p11katorena1gebra M = MQ(K) von K tiber Q gilt dann:

- 1, Falls es keine ellipt. Teilkdérper gibt, ist M Divisions- -
' - o algebra. ' | _ |
' ' 2. Falls es nur endlich viele max, ellipt. Teilkérper gibt,
so sind es nﬁr‘ zwei zueinander nicht isogene,. M ist dann
direkte Summe der beiden "ellipt." Multiplikatorenalgebren.
3.  Falls es unendlich viele gibt, sind sie alle isogen und M
ist Matrizenring liber der elliptischen Multiplikatoren'- '

algebra.

- Zum Beweis wird jedem Multiplikator éin Teilksérper von K zuge-
ordnet, der Koordinatenkérper. Umgekehrt wird jedem Teilkérper
von K ein Normmultiplikator zugeordnet. Im Vergleich dieser Zu-

ordnungen wird die ‘Weilsche Metrik auf M benutzt.

' MARTINET, J.: Galoissche Erwelterungen von Q mit der Gruppe sz_

— e m e .- . -, —, - — - —— .- - —————-—— e = - — = - = - - - -

Sei K eine galoissche Erweiterung von Q. Lokal existiert eine
Ganzheits'norinalbé.sis genau dann, wénn. nur zahme Verzweigung
irorliegt Ist K iiber Q abelsch,. so gilt das auch global (Speiser).
Der Vortragende beweist die globale Behauptung fiir den Fall, daf
die Galoisgruppe von K iiber Q eine D1edergruppe der Ordnung 2 P
(p prim) ist. ' ' ' '

DFG Deutsche - .
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.AYOUB, R.: Uber die Zetafunktion eines 1magmar quadratischen

:f Sei K ein quadratischer 'Za:hlkjérpexj mit der Diskriminante - p. Sei

ZK(é) = % E(n) .'uhd -H(x) = T F(n),
- n=1 n <X

dann ist H(x) = a x + R (x, p), wobeiq das Residuum der Zetafunktion ‘

ZK bei 1ist. Es gibt eine Beziehung zwischen R (p, p) und den Koérpern

mit Klassenzahl 1. Folg'ende‘A_bs.ché.tzung wird bewieseh (¢ > obe- -

1 S 4.];+e

_iiebig)* R (x,p)=0 ((x p) + e) ¥0 (p2 ), ~wobei die Konstanten

~ -in.den 0’s nur von ¢, n1cht von x oder p abhangen.

- JEHNE, W . Klassengruppen und verallgememerte r-Erwelterungen '

___-..-__--.--_—---_______.___--..—--_..———___--_..__-—.....——

Eine verallgememerte T- Erwelterung N e1nes algebralschen Zahl-

Akorpers K ist eine abelsche Erwelterung m1t Galo1sgruppe G ~ Zp

(p Primzahl, m-natiirliche Zahl) Es wird geze1gt'

1. Zu festem K existiert eine grofite verallgemelnerte
T-E rweiterung N.mit explizit angebbarem m = mK.
2. Dieses N gibt Anlafl zu einer ausgezeichneten Unter- -

gfuppe c* der p-Klassengruppe C von K.

.>_:Un'tb'er der Voraussetzung der p-adischen Unabhéngigkeit der globalen -
' ~',E1nhe1ten gilt fir eine Automorphismengruppe H von K: Fiir grorse n,

' naturhche Zahl, existiert eine exakte Folge:

n .
1—~E/Ep -»Bn-»c*—»x (m >> 0)

’

'(En E1nhe1tengruppe aller E1nhe1ten d1e lokal fiir alle P‘ p

".pn-te Potenzen sind), so daB B ,m einem ,von.zykhschen Gruppen
N o

induzierten Darstellungsmodul einer bestimmten Form, abhédngig
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von H, enthalten ist.
SchlieBlich wurden Abschédtzungen des Ranges der p-Klassen-
_ gruppe nach oben und unten angegeben, mit Anwendungen auf das.

p-Klassenkoérperturm-Problem.

-BARNER, K.: Quadratsummen in total reellen algebraischen

Satz 1: Sei k ein beliebiger algebraischer Zahlkérper uﬁd das Prim-
ideal® in k ein Teiler von 2 mit der absoluten Verzweigungs-
_ ofdnung e. Dann gilt fiir die ¢-adische Darstellungsdichte der

‘ ' : Zahl 1 als Summe von 4m Quadraten ganzer Zahlen aus k

(4m) . _ ¥ 2]

- wobei [_6_] den ganzen Teil von -g—f bezeichnet.

iv R o . Beweishilfsmittel: Gaurssche Summen, Galois-Theorie.
; P I

Satz 2 Die e1n21gen total-reellen algebralschen Zahlkorper, in denen
das Geschlecht der quaternéren Einheitsform aus genau emer
Klasse besteht, sind der Koérper Q der ratlonalen Zahlen und '
die beiden quadratlschen Korper Q(\r 5 ) und Q(r)
Bewelsh11fsm1tte1 Slegels Hauptsatz aus der analﬂlschen
.' . © Theorie der quadratischen Formen, eine gute Diskriminanten-

abschatzung von C.A. Rogers und Satz 1.

_._-_--—__..____-—_._-..._-——&——--—

MERRIMAN, J. /PFISTER, A:: Darstellung definiter Funktlonen

- e o - = - e - - -t dw - o= - -

‘im ersten Vortrag gibt Herr Merriman einen historischen B'ericht
uber Hilberts 17-tes Problem: Jede positiv def1n1te rat1ona1e Funktion
mit reellen Koefflzlenten larst s1ch als Summe von Quadraten dar-

stellen, E. Artin gab dafﬁr e1nen Beweis, indem er den Begr1ff des reeﬂ
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abgeschlossenen Kérpers eingefiihrte (und die Hilbertsche Vermutung
gleich fiir rationale Funktionen iiber reell abgeschlossenen Kérpern
bewies), 1967 vermutete J.Ax die Verschérfung, daf die Anzahl
der Quadrate héchstens 2" ist, n = Anzahl der Variablen: Dies ist

fur n = 1 trivial und wurde fur n = 2 von Hilbert mit Hilfe algebralscher

- Funktlonentheorle bew1esen. Weitere Beweise stammen von Witt und

Geyer., Ax beW1es seine Vermutung fir n = 2 und 3 mit kohomologlschen _

Methoden unter Verwendung von Ergebmssen von Serre.

Herr Pfister trug im zweiten Vortrag mit elementaren Methoden

' einen Beweis fiir beliebiges n vor. Dabei benutzte er frithere eigene
Resultate. Offen bleibt, ob die Schranke 2" bestmdglich ist und ob
" ein dhnliches quantitatives Resultat auch fiir positiv definite ‘Funktionen

mit rationalen Koeffizienten gilt." "

L M111er '
(Gottmgen) »
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