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Funktionentheorie einer komplexen Variablen

17.3. bis 24.3.1968

Vom 17. bis 24. März 1968 fand eine· Tagung über Funktionen-.·

theorie einer komplexen Variablen in Oberwolfach statt. 'Die

.Leitung der Tagung hatten Prof. Dr. H., Grunsky (Würzburg)

und Prof. Dr. H. Wittich (Karlsruhe).

Wie bei der vorhergehenden ragung war die -Zahl der Teilneh-
. .

mer, beson~ers der Gäste aus dem Au~lanq, gro~. Dementspre-

chend war das Angebot an Vorträgen" sehr reichhaltig.

In den Vorträgen wurde ~ber ~eu~ Resultate aus den ~erschie~.

densten Gebieten der Funktionentheorie einer komplexen Va- :

.riableri berichtet.
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M. G•. Arsove : Appl'ications cf Green' s lines 'and prime

.end bound~ structures to the theory of

HP spac~s over 'infinitely connected regions

Elements .of the theory of HP spaces (p > 1) of harmonie==
and analyt~c' functions are established for a broad class

of regions (infinite connectivity allowed) by methods based

on the us~ of Green's.lines and compactifieation by me~ns

'of an ideal boundary ß generalizing the p~ime end boundary

of Caratheodory. The .underlying region n is ·taken as a

Dirichlet' region for·which the shaded boundary (cluster points

of distin"ct components of an) .has ideal harmonie measure .zero.

Here the level line AP on which Green's function (with fixed·

pole), assumes the value log .(l/p) plays a" role ana.logous

to th'at of the circle C (0) in the cas-e~,of the disc. Forp
example, if w is a (complex) harmonie function in HP

(p > 1),then w
p

+ w
1

in LP ,and W is the harmonie

extension :of ·w
1

• Moreover, the spaee HP over n is iso­

metrically isomorphie with the space LP over ß .

~. AUmann: Ober die Streck~nverzerrungbei konformen

f\bbildungen

Bei konvexen k~nfo~men Abbildungen läßt sich in einfacher

Weise der genaue Schrankenbereich S für die Lage des Ur­

bildes des Teilungspunktes ( zum Verhältnis A' 0 < A < 1)

I
I

"'•'i
. i

I
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auf einer Strecke 1m Bild konstruieren (S wird im Falle

der Abbildung des Einheitskreises bereits von den linear ge­

brochenen Abbildungen voll erfüllt). Für allgemeine Abbildun­

gen lassen .sich Folgerungen ziehen; die dabei benutzte Nor­

mierung führt auf neue Problemstellungen bei schlichten Ab-·

bildungeri.

I. N. Baker: Vollständig invariante Gebiete bei ganzen

Funktionen

Ein vollständig invari~ntes'Gebiet G der ganzen Funktion

fez) geht bei z ~ fez») z + f_ 1 (z) in sich. Es wird ge­

zeigt: Ist fez) ganz transzendent) so gibt. es keine zwei

punktfremden vollständig invarianten Gebiete~ Ist f(z) ein

Polynom, dann können zwei punktfremde vollständig invariante

Gebiete existieren.

A •. I?inghas: . Ober das Schwarzsehe Lemma und .verwandte Sätze

Es sei D·· ein nicht leeres Gebiet von Hn • Man nehme an, die

Differentialgleichung

"..

= e~p cI>

A

-wobei links die Hessesehe Determinante von ~ ist, besitze

eine plurisubharmonische Lösu'ng $- in D. Es bezeichne

w = (w1 , ••• ,wn ) ein System vo~ holomorpheri Funktionen
1· n.· 1 n -.. - _ (::1. .;..;"l)w , ••• , w von z , ••• , z ) das zusammen rn~t w· - w ) ••• ,w

(-1< . -1«-1 "-11») D ° ° h bbold . Mw: wz ,: •• ,ZA _ 1n S1C a 1 et['a tn]setze
exp ~ = V "(V = [V(z,z)]) und J = det ~ • Dann gilt
die Ungleichung az

(2) V"(w,w) IJ I 2
A _

< 'V (z ,z)
ca

. ~enügt ~ der Ungleich.ung l~zazßI > exp ~ C~ Sublösung
ZEll'

von Cl)!) in D, sb gilt ebenfalls

__~ ......l
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4····.~

. . 2
v(w·,'w) IJ I . <: V(z ,z)

l:::aI

mit exp t = V in, D ~ (3) lief~rt für n = '1 und D = C

(Hermite-Einheitskugel) ·die klassische Verallgemeinerung des

Schwarz ~ Pi'ckschen $~tze~ von Ahlfors (1936,' Trans. Am ~ Math.

,Soc.· 43).'

,t..t

·Literatur: 1) Festsch~~ft zur Gedächtnisfeier für Weierstraß

1815-1965. Westdeutscher' Verlag, Köln-Opladen 1966, 'S. 477-496.

2) Israel Journal ofMathematics·.5, No. 3,1967, und
. ", -. -. .'

3) Sitzungsber. der Heidelb. Akad •. der Wissenschaften (Erscheint

1968 ). Man vergieiche ,.auch : , Jahres'ber. der. Deutschen .Mathem.

Vereinigung." Bd. 69 (1967) S~ 152-i60, und die Ar.beit von Cluni·

und Osserman' im Journ. d I Analyse Mathematique, Bd. XIX) (1967), e
S.15-34.

P. L. Duren: HP spaces with p<1

Each bounded linear functiorial' w on HP (0.< P. < 1) has a
'unique representation:

2TT

'. ~ ( f) = 1 im lrr' f f ( re i e)g ( e - i e)d 8
r+l 0 '

'where g(z) is analytic in Izi < 1 and continuous inlzl ~1

J f 1 < < 1 ( 1 2 ) th ( n -1) t • • h L · 'h · •n+l .p Ti ·n~ , ,... , en 1g- '--:1:"8 ln t e lpSC 1 tz

class Aa , a = P - n • Jf P = n+l ' Al must be replaced
by the Zygmund class A* of smooth functions. Conversely,

each analytic function g with the indicated smoothness deter­

mines a'W ~ (ijP)* in the abov~ manner.

Let BP(p < 1) the Banach space of analytic functions such
21t'. 1 1. -2 . . .

that 11 fll = f f. (1~r)P If(re18
) Idr d8 < 00 Then HP is

o 0 . * *a dense vectorsubspace of BP, (BP) % (HP) ,and BP may
. . p p **be regarded as the closure· of . H in (H) • Finally, if

S(z) . ij a singular inner function whose associated singular

measure has modulus of ~ontinuity O(t log ~) , then S~HP
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'is a proper closed subspace of HP which no . ~ € (HP)*

except t = 0 can annihilate. Hence the Hahn-Banach theorem

fails in -H~ with p < 1. (Joint paper with A. L. Shields

and B. W. ROmberg)

T. M. Flett: Same new and old results' concerning the HP

classes

- -ror a function .~ regul~r in the unit disc there are a num-

ber of knowri inequalities connecting the ~xpression
/

11'

lim ,JI4l(pei8>IPdß.·
p+1- 1T

1T

with integrals' 6f th~ form r gk CS>dS, where
-11'

'. 1

gk CS> = {J C1-p>k -1 I~ ,Cpei S>Ik dpJ11k

, 0

A. new in~quality of this type has 'been obtained, g1v1ng a .

sufficient condition for a function ~ to'belong to the class

HP , where '0 ~ p ~,1 . This inequality has applications to

fractional integrals. There are also analogous results for

functions :regular in a half-plane, and for harmonie functions.. . ,~ ,.._---

w. H. J. Fuchs: Über die Defekte meromorpher Funktionen

niedriger Ordnung

A. Edrei hat folgende Vermutung ausgesprochen: Es sei fez)

eine meromorphe Funktion der unteren Ordnung ~ < m , E(r,f)

die Menge der a CO ~ S < 2~) für die IfCreiß>1 > A gilt,
wo A eine be,liebig gewählte positive Zahl ist. ·Dann gibt es

eine Folge r 1 <'r 2 ••• r n + ~ so~~aß das Lebes~uesche Maß·

von. ,E (r, f:C) .. die Ungleichung

lim m(ECrn f:e» ~ min (2~, 2 are eos(l-öCc,f»)
n+m ~

... .

·für jedes komplexe c erfUllt'.

Der Vortrag behandelt' die Konsequenzen dieser Vermutung und
...

den Beweis von einigen von ihnen.
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P. Gauthier: Cercles de Fe~}js~age and spiral asym2t~ti~

behaviour

We consider -the value .distributa-tion of ~ meromorphic ~ funet'i?n"

whose behaviour is prescribed along a, spiral. The existence

of extremely wild holomorphic 'functions ia established. In-·

deed· a ~eak' form of the main resul~' is that there.are holo-
, .

morphic functions (in the.unit disc or·the plane) fQr which

every.boundaryare is a Julia are.

F. W. Gehring.: Foldings in thr~e space

This talk is concernde with the following problem. Characte­

rize those domains D in the n-dimensional Möbius space ~

.which can be mapped quasiconformally onto the unit ball Bn

When n = 2 , the Riemann mapping theorem shows that D is

quasieonformally equivalent to B2 if and only if aD is a

nondegenerate continuumo No such characterization is possible

'when n > 2 , since there'exist pairs of Jordan domains with

a co~on bou~da~y, one of w~ich is quasiconformally equivalent

.ta Bn while the other is not.
-3We cons.ider a·class cf domains D in R analogous to slit

'dorn~ins~ more. precisely those D whose complements lie in ~

topologicai sphere. We show that such a D .is quasiconfor­

mally equivalent to B3 if and only if ,aIL,: is a quasicon­

formal disk, in which case any quasiconformal rnapping f of

D onto B3 is equal to a geometrie folding in a line preeeded

and followed by quasieonformal mappings of R 3 onto R 3 •

o. Götz: Das Zentrurnproblem und' die Stabilität komplexer

Different~algleichungen

Das funktionentheoretische ~entrumproblem ist die Frage nach­

der Lösbarkeit der Schröderschen·FunktionalgIeichung

f(a~z») = a(az) ,.' f holomorphmit·: f(O)=O, f'(O)=a
. ~/

durch··~ine .holom~rphe Funktion a ~'

Dieses· kann in Zusammenhang mit dem Stabilitätsproblem der

•
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'Gl~ichgewichtslösung einer komplexen Differentialgleichung

•z = F(z)

gebracht werden.'

Die stabilen Lösungen sind bei festem Parameterwert holomorphe

Funktionen f der Anfangswerte, für die die Schrödersc~e

Funktionalgleichung lösbar ist und umgekehrt läßt sich jede

Funktion f .mit dieser Eigenschaft in die Lösungsschar einer

Differentialgleichung einbetten.

G. S. Goodman:. The axiomatisation of Loewners'theory of

schlicht functions
.,~

At the basis of Loewners theory is' the geometrie-intuitive

idea. of a flow within the unit disk that carries the disk

1 - 1 conformally onto any specified simply connected .sub­

domain. Dropping the assumption of univalence, we consider

·two~pararneter families of holomorphic functions 'h(z ,5 ,t) .

on Iz] < 1, for· 0 ~ s ~ t ~ t o ' with .Ihl < 1 ,
h(O.,s,t) :., 0 , h1(O~s,t) ~ 0 that s~tisfy th'e following

axioms:

•
1 0 (continuity).

2 0 ( ident i ty ) :.

3° (transitivity):

h is continuous in (z,s,t)

h(z,s,t) :: z iff s = t

h ( h·( Z ,S ) T ) ,1' ,t) .:: h ( z ,s ,t)

whenever t_ S < 'T < t .
---':::::I z::::II

We prove that we ~an introduce a new parametrization in terms'

of which' these flows have a velocity field v(z,t) in Izi < 1

for.almost all t , having the form 'v(z,t) = -zp(z,t) , where

p is analytic in z , measurable in t ,with p(O,t) - 1 ,

Re p > 0 (lzl < 1) and they constitute the general.solutions

on Izi < 1 0 ~ s ~ t ~ t o , of the equation

(DE) . dh
dt = -hp(h,t) a.e -in t

with 2° as, initial conditions. Further they are univalent'

in z ; and every normalized 1 - 1 conformal self mapping

of the unit disk can be expressed as h(z)O).t o)· for a suitab,le

/t and family h satisfying 1 0 3 0
) and thus (DE).

o
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H. Grunsky: Erweiterung Riemannscher'Flächen und Fort­

setzung meromorp~er Differentiale

Gegeben sei eine berandete Riemannsche Fläche R und ein

meromo.rph~$ :Q.ifferential U) in ~!lre~ Inn~ren . R • Unter

ziemlich' allgemeinen Voraussetzungen über sein Verhalten in
. . .

'der Nähe einer Randkomponerite Z läßt sich Runter gleich- .

zeitiger analytischer Fortsetzung von w über Z hinaus zu

einer Fläche R' erweitern, derart, daß R~,R eine einfach

zusammenh~ngende Umgebung in R' besitzt, die bei geschlos­

senem Z kompakt in R~ ist, bei' offenem Z genau ein

nicht in R~ liegendes Prirnende besitzt.

Es wird insbesondere der letztgenannte Fall untersucht und

bewiesen, daß die Schlichtheit von w::'Jw in einer beliebig
. d

kleinen UmgebungvonZ hinreichend ist. Falls - w = a~d z

mit harm'onischem u "ist, so ist diese Bedingung insbesondere

'dann erfüllt, wenn ei~e verallgemeinerte Normalableitung von

u auf Z von einerlei Vorzeichen ist~

w. K. Hayrnan: über den cos 'np Satz

~ .

Nach einem berühmten·Satz von Wiman (4) und Valiron [5]

gilt fUr das.Minimum ~(r,f) und Maximum M(r)f) einer gan­

zen Funktion 'fez) de~ Ordnung p ,sobald 0 ~ p < a < 1 "

log lJ(r,f) > cos. na log M(r,f)c~_. _ (1) •

J

P.D. Barry, On a theorem of·Besicovitch,
I~ Quart. J. cf Math. Oxford 14 (1963),293-302.

/' .

A,.'S. Besicovitch, On integral functions cf order < 1,
. . Math. Ann. (1927'») '677-695.
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Kjellberg, On certain integral and harmonie functions,
Thesis Uppsala (1948).

Valiron, Sur les fonctions entieres d'ordre nul et
d'ordre fini en particulier les fonctions a
correspondance reguliere,
Annales de To~louse (3) 5 (1914),117-257.

A. Wiman, Ober eine Eigenschaft der ganzen, Funktionen
von der Höhe Null,
Math. Ann. 76 (1915),197-211.

•

H. Herold: Randwertprobleme bei Differentialgleichungen
\

2. Ordnung im Komplexen

Hier bedeutet· F(z,w,w') eine regulär-analytische Funktion

der drei komplexen Veränderlichen z,w,w' , die in einem ge­

wissen Gebiet des "( z ,w ,w' )~Raumes definiert sei, und für

'G(z,w) gelt~ Entsprechendes. Existenz- und Einzigkeitssätze

für die Lösungen können durch ein auf Flächenintegralformeln

beruhendes Iteratiorisverfahren gewonnen werden.

Als Folgerung ergibt sich z~B.:

p(z) sei in einem beschränkten konvexen Gebiete G holomorph

und beschränkt:· Ip(z>1 ~ M . Für den Durchmesser d von G

gelte d < _TT_ • Verschwindet dann eifre Lösung von Wli +p(Z)w = 0
21M

in der abgeschlossenen Hülle von G , so ist ihre Able~tung

in G nullstellenfrei und umgekehrt.

H. Hornich: Ein Banachraum analytischer Funktionen in Zu~

sammenhang mit den schlichten Funktionen

Für ein konvexes Gebiet 'G der komplexen Ebene wird ein

Banachraum ·B von in G analytischen Funktionen f mit

~irgends, verschwindender Ableitung ft und beschränktem

arg ft definiert; die Norm wird mit Hilfe von arg ft ge-

···bildet. Es wird die Verteilung der in G schlichten Funktio­

nen in B. untersucht. Die Menge der in G· schlichten Funktio­

nen in B ist abgeschlossen. Es zeigt sich, daß ausgehend
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.von einer offenen Kugel. um den Nullpunkt von· B" in der
. .

nur schlichte Funktionen liegen, die Anzahl der s6hlichten

Funktionen mit zunehmender Norm abnimmt.

A. -Huber :', Vollständige konforme Metriken

Bekanntlich kann jede (offene oder geschlossene) orientier­

bare abstrakte Fläche F, erzeugt werden durch ein auf einer

Riemannschen .Fläche definiertes, konform,inyariantes Linien-.

element

(z ':' X + iy .bezeichnet hier eine Ortsuniformis ierende) •

Die Gauss'sche Krümmung K berechnet sich nach der Formel
2 .

K = -Au/e u. (6:·: ,a 2 /dX 2 + a2 /ay2) • Es ist ~lso K dA = -öudxdy,

wobei dA das Flächenelement auf F . bezeichnet.

Der hier z.utage tretende. Zusammenhang zwischen Flächentheorie

, . und Theorie des logarithmischen Potentials ermöglicht die Be­

handlung ~ifferentialgeometrischerProblem~ durch funktionen-'

theoretische Methoden. Es wird über Resultate der Flächentheorie

im Großen b~richtet, welche. sich auf diesem Wege als zugänglich

erwie~en h~ben~ <Vgl. den Ar~ikel de's VO,rtragenden im Festband

zum .70~ Geburtstag von Relf I..Jevanlinna, Springer-Verlag 1966)".

t..

F. Huckemann: Extremale Zerlegungen 3-fach zusammenhängender

Gebiete

Es sei D ein dreifach zusammenhängendes Gebiet der Ebene,

keine Randkomponente. von D sei degeneri~rt zu einem Punkt.

k seidie'Familie der Kontinna K.C ,n mit d~r Eigenschaft:

3 Komponenten von D-K sind Ringgebiete. M. bezeichne den
.J.

. Modul des Ringgebietes D.·, das mit D die Randkomponente
. , ~ ,

Ci gemeinsam hat (i=1,2,3) • Die Menge der möglichen Tripel

(Ml,M~,M3) bei Zerlegung von D durch ·K e k' wird bestimmt,

ebenfalls· di'e Menge der extr~rtlalen derartigen Tripel'.· Auf Zu­

sammenl)ang "mit ..anderen Problemen .wird hingewiesen •
. ,'-

, i '

.b

e·

•
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s. Jaenisch: Stückweise-lineare Approximationen

ebener quasikonformer Abbildungen

In der reellen Ebene seien Net~e Nm von Dreiecken 6mn
"gegeb~n, die sich für m -+ 00 überall auf Punkte zusammen-"

ziehen, und deren Winkel für m,n=1,2, ••• von' n entfernt

bleiben. Zu jeder quasikonformen Abbildung f der Ebene­

auf sich e~tsteht durch Linearisierung in jedem der Dreiecke

8m1 , 8m2 , ••• eine stückweise lineare Abbildung leflNm) •

Im Sonderfall von durch "Halbierung feiner werdenden Netzen

gleichseitige~ Dreiecke gilt bei~aximaldilatation Kif) < ~:

die l(fIN) approximieren f (Ahlfors und Beurling, 1964);m
K[lefINm)] ~ gewisse Funktion ~eK[fJ) ,

Gleichheit kann für ein meintreten (Agard, 1966);

wir haben" ein Beispiel mit simultaner Gleichheit für alle m •

. Im -allgemeinen Fall können wir solche Abbildungen gm finden,

-daß die stückweise-linearen Abbildungen legmlNm) gut gegen

f konvergieren und sogar K[I(gmINm)} ~ K(f] haben.

"w. Kaplan: Integrale gewöhnlicher Differentialgleichungen~.

dz ~k _
Es werden Differentialgleichungen d~ - Fkez1,···,zn,t)
betrachtet. Die. zk und t sind komplex und die Fk sind

analytisch. \vir suchen Integrale d'e't"'-nifferentialgleichungen,

d.h. ·nichtkonstante Funktionen ~(Zl , ••• ,zn,t) die längs der

Lösungskurv~n konstant sind. In einer vor kurzem erschienenen

Arpeit hat der Verfasser gezeigt, daß im Faile n = 1 mit

.F 1
1

(z 1 ,t) ganz, ein solches Int"egral <P (z 1 ,t) im Großen

existiert, ·wobei ~ im allgemeinen mehrdeutig aber im ganzen

Raum -eine Nullmenge ausgenommen- analytisch fortsetzbar ist.

Dieses Ergebnis wird jetzt auf beliebiges n verallgemeinert:

Es lässt sich ein vollständiges System von Integrale"n

<Pk ez 1 ' ~ •• , Zn ' t ).- finden, das ~iederum im ganzen Raum -eine

Nullmen,ge ausgenommen- existiert. l-lenn die" Fk von tunabhängig

sind (a~tonomes System) und nur eine abzählbare Menge von ge-·

/~e~~samen Nulistellen besitzen, kann man n-l Integrale .

$k~zl, •• ;,zn) , k = 1, ••• , n - 1, deren Jakobisehe Matrix den

Rang "n-1 h~t, finden.
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, E'., LaJrimel: '~,Ober die Koef'fizienten in der Reihenentwicklung

von (s-1)C(s) ,nach Potenzen von 5-1

Mit Hi'lfe einer Abs~hätzung der Koeffizienten in der Reihen-
entwicklung von (s-1lr;(s) nach Potenzen von s~1 wird ge~,

"zeigt, ' daß r;(s) in 18-11 < 1 keine Nullstellen bes·itzt.
.. =-

,A. Ja Lohwater: A ,Distortion Theorem for a Class of

Conformal Mappings

Let °f(z) map ° Izl < 1 conformallyonto a domain D boun~ tt
ded.by ~ rectifiable Jorda~ curve., D is called' a Smirnow

domain i~the',integral representati~n for f'ez) does not

contain a singular function (vide I. I. Privalow, Randeigen­

schaften analytischer "Funktionen, Berlin, 1956, p~ 181] •

~It -is :shown first that if D is not a S~irnow domain, ·then

D is a' radial limit value of f'(z) on a non-denumerable

set cf radii. This theorem leads to several' uniqueness theo~

rems in the'theory of harmonie functions.

I. , __ ,

J. E. 'McMillan: ,The angular' derivative and boundary rotation

in conformal mapping

Let f(-z) be aschlicht holomorphiq, function defined in the

open upper half-plane H. As is weIl known, fez) has a

finite angular limit f(~r at almost all points ~ of the

real axis. Far each· f(t) define arg(w-f(~» continuously

in the image domain D = fCH) • Then for almost all ~ either

fez) has a (finite) nonzero angular derivative ,at ~,so that

in particular the mapping. is isogonal at ~ ,er arg(w-f(~»

is unbbunded above and below on each curve A C D such that

A V {f(tl}" iS'a 'J'ordan are.

I
/

/' ,
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A. Pfluger: Quadratische Differentiale und konforme Abbildung

Ein Gebiet G , das den Nullpunkt ehthält, das entsteht durch

Aufschneiden.der Ebene längs endlich vielen fremden analyti­

schen Schlitzen von m her und zu dem eine Funktion

Q(w) =
-1 'A

1
+1 + - + •••

WO Wn

A
+ n+l

W

l;(W) = f IQ(w)dw, et>(w) = l;(v(w»-l;(W) =

. existiert mit Q(w)dw 2 > 0 längs dieser
.e.

Schiffersches Schlitzgebiet heißen. Ist,

eine konforme Deformation (in~) eines

f Seiner Schiffersehen Diffe-

, Cv = vav ' v=1, ••• ,n und es

in S ab mit

= z+ ••• +a (E)Zn+ ••• ,n

Schlitze, soll ein

v(w) = w + b w2 + .• '••2 . .

solchen Gebiets, ist

1-n 00

W
-2 ~ kL- (lkw

1

und C ein geschloss·ener vleg, der einmal im positiven Sinn

den Nullpunkt umschließt und zwar so, ·daß sowohl .. C als auch

v(C) keine Nullstellen von Q umschließen, so gilt

(!) -21TRe {2;i Tet>(W)dl;(W)} ~ - 2
1
[ f~ ~et>(w)

C ,Co

J. Jenkins (Stockholmerbericht 19.62) hat eine äh.nliche Ungl~i-

chung gegeben, a~lerdings nurfUr spezielle C und ein Zu­

satzglied 0(1) (wenn sich C auf den Nullpunkt zusammen-

zieht) .'

Neben den Resultaten von TeichmUller (v(w) = w+awn + ••• ) und

Jenkins (v(w) = W+b1wl + it •• , 1 = [~l-~ 1) ergibt sich·· aus (!)

das Folgende:

Es~genüge fez) = z+a Z2+ •••
2

rentialgteichung

2n-l
-Q(w) (dw) 2 ~ -n-2+v

dz· = L- cvz .
v=l

bilde E + f E ein ·Intervall [O,EoJ
2f' = f + Ef + OCE ) • Ist dann f (z)

E 1 - E
dan

so gilt Re { dE (O)} ~ 0 •

..
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eh. Pommerenke: Ober das Wachstum schlichter Funktionen

Sei fez) = z + • ~ • schlicht in Iz·1 < 1 .
Sei A(R) = {z . If(z)1 > R} . Es wird gezeigt, daß. -

A(R), = 1 · und gilt entweder'.cap - , ~st, zwar
IR

(a) : 1 (R -+ co) oder (b) existiertcap A( R) . =.0 (-) , es
. IR

eine ,in, )zl < 1 sternförmige schlichte Funktion g(z) = z + •• ~ ,

so daß

(1 ).

Hieraus ergeben sich zwei Sätze, die Haymän 1958 in etwas 'ande­

rer Form bewies'en hat.

A. Renyi: Ober die Potenzreihe ganzer Funktionen

Es sei 00

.. f ( z)· = L anzn

n=O '

eine beliebige ganze Funktion. Man setze

(2)' M(r) = max If(z)1 .(r > 0)
Izl =r

und

.... .(i3 ) ·li (x) maxi a I·rn (r > 0)= n en I.. • __•

l'lach dem bekannten Satz von '~iman gilt
1

(4)
- 2

(log 1J(r»)1+Er1(r) < ll(r) (log lJ(r») log

'.für jedes c > 0 für alle Werte von r , die nicht zu einer

Ausnahmemenge E 'von endlichem logarithmischen Maß gehören.
, .

.Einen sehr einfachen wahrscheinlichkeitstheoretischen Beweis- .

für den Wimanschen Satz hat P.C. Rosenbloom gegeben ($.P.C.Ro-

senbloom., Probability .and entire functions, Studies in Mathe­

matical Analysis ~nd ~elated Topics, Essays in Honor of G~ Polya,'
. .

. Standford University Press) Standford 1962, .325-332).

In diesem Vortrag wurde über eine gemeinsame 'Arbeit von P. Erdös

und d~rri' Verfasser berichtet, i~ welche:%' -als Fortsetz~ng der

Arbeit von Rose~bloom- bewiesen wurde,. daß wenn man die Glieder
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der Reihe (1) mit zufälligen Vorzeichen versieht, man in

der Ungleichung (4) für fast alle Vorzeichenfolgen den

Exponenten ~ von log per) mit ~ ersetzen kann. Mit an­

deren Worten gilt folgender
Satz 1. Es bedeute Rn(t) die n-te Rademachersehe Funktion,

also Rn(t) = sign(sin 2n 'Jl't). (n=O,.1, ••• ; 0 ~ t < 1).

Es sei fez) e~ne beliebige ganze Funktion mit der

Potenzreihe (1) und' man setie
00

(5) f(z,t) = 'L an
n=O

Es -sei

M(r,t)(6) = max If (z ,t) I
Izl =r

und fJ,1(r) sei d~rch (3) definiert.

Dann gilt für jedes E > 0 für fast alle Werte von

taus (0,1)
1

(7) M(r,t) < pCr) (log p(r»)~(iog log p(r»)1+E

dr < + CIO )

r . ·f
E(E,t)

fUr alle Werte von r , die nicht einer Ausnahmemenge

. E(€,t) ~ngehören, deren logarithmisches Maß endlich

ist Cd.h., es ist

Der Exponent ~ ,kann durchLkeine kleinere Zahl ersetzt

werden; doch kann man Satz 1 etwas verbessern dadurch,

daß man M(r,t) . mit Hilfe der Funktion
CD !

- 2
(8)1 M2 Cr) = (L lanl2r2n) ,

n=O.

abschätzt. -Es gilt nämlich der folge~de

Satz 2. ,Es gilt für fast alle vierte von t

1

(9) M(r,t) < C
1
M2(r)(log log p.(r»)2

wobei Cl. eine positive Konstante bedeutet, für alle

Werte von r ,ausgenommen für Werte, qie einer Me~ge

E(t) von endlichem' logarithmischen Maß angehören.
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Für. den Spezialfall fez) = e Z ' gilt fUr fast alle

\verte von t

(10)

für ,r c?:a ro(t)

fall· auc'h

es gilt ·ferner für diesen Spezial-'

(11) . 'lim M(~,t) -:tr . > C
3 > 0 '.sup

Ilog
~

r -+ co r

für 'fast .alle Werte von t .
'~Man kann für eine .Klasse von gewissen Regularitätsan~ahmen

genügenden Funktionen zeigen, daß (9) bestmöglich ist. Eine e
zu (9) ähnliche Ungleichung hat (für gewiss'e ganze Funktio--

nen, deren Koeffizienten regelmäßig sind) zuerst Herr Paul.Levy
bewiesen (s.· P. Levy,. Sur la croissance des 'f~'nctions entieres,

Bulletin de la Soc. Math. de Franc~ 58/1930/29~59 und 127-149).

Paul Levy hat die Reihe (1) ans~att mit zufälligen Vorzeichen

~mit ztifäiligen und unabhängigen Faktoren mit Absolutwert ~ 1

. , multipl,iziert ,. deren Argumente im Intervall " (0, 21T), gleich
. ..

verteilt sind. :Unsere Resultate' lassen sich ohne SChwierigkeit

für beliebig~ ganze Funktionen auch auf diesen Fall übertragen.

K R' •'. eny1 : Ober Werteverteilung ganzer Funktionen

Sei ~(z) eine ganze Funktion; bezeichnen wir mit z.(a)
]

(j=l,~, ••• ) die z-Stellen, für.welche G(zj(a») = a gilt.

Wi~ d~finieren die Menge D(G) folgendermaßen:

a E D(G) ~dann und nur dann, wenn die Folge arg z.(a) überall
:, , J

dicht
j
in, [O,2nJ liegt. Fragestellung: Zu welchen Mengen H

gibt ~s ganze Funktionen G(z) mit ·D(G) = H ? ,

Wir k~nnen keine negative Antwort.
Positive Antwort gibt es in folgenden Fällen:

1·) H: die offene Ebene. Dann gilt z.B. für G(z)=sin(sin z)

D(G) = H •

2) H :,/~die offene Ebene ohne einen Wert

:/ für G(z) = a o + e sin z D(G)

. '

."

a o· • Dann gilt

= H

". ~;. .

z.B.
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3) H.= 0. Dann gilt z.B. für G(z) = e Z D(G) = H •

. 4) Satz von A. A. Goldberg: Sei H eine beschränkte,

höchstens abzählbar unendliche, abgeschlossene Menge.

Dann gibt es eine ganze Funktion G(z) mit D(G) = H

K. Stein: Holamorphe Korrespondenzen

Von H.Tornehave wurde be~iesen, daß j~de holomorphe Oberla-'

gerungskorrespondenz des Einheitskreises auf sich Einschrän­

kung einer algebraischen Korrespondenz C k C ist. Dies~

Aussage wird wie folgt ~rweitert:

Sei Sr der Kreisring {z E ( : O. < I' < 'Izi < 1}', E die

Einheitskreislinie, f_: Sr + t- eine holomorphe Korrespondenz,
- k

für welche stets f(z) mit z gegen E strebt. Dann ist f

durch Spiegelung an E fortsetzbar • Konsequenz.en : .

1) J~de holomorphe ·überlagerungskorrespondenz zwischen zwei

Riemannschen Flächen von' endlich~m Typ ist von endlichem

Typ. (Eine Riemannsche Fläche R .bzw. eine holomorphe Kor-'

respondenz f heiße von endlichem Typ; wenn die Homologie-.

gruppen von R bzw. des Graphen von f endlich erzeugt

sind).

2) Die Riemannsche Fläche R gestatt~ eine ei~entliche holo­

morphe Abbildung auf den Einheitskreis. Dann sind je zwei

meromorphe Funktionen f i: R -+'- c--· (i=1, 2) derart, . daß

fiet) gegen E strebt, wenn t f R gegen aR geht, alge-

braisch abhängig.

A. Steine~: Randfunktionen auf endlichen Intervallen

Die Randfunktionen 'fc'x) analytischer Funktionen fez) der

Hardy-Klasse H2 in der oberen Halbebene bilden eine Klasse

a quasianalyti~cher Funktionen der reellen Veränderlichen x

im ursprünglichen weiten Sinn von Carleman.: durch ihre ~verte

auf einem beliebig kleinen Intervall der x-Achse ist eine 501-

~/che Funktion in- ganzer Erstreckung bestimmt.
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. Durch Zurückführung auf. die Auflösung der wohlbekannten

.St,ieltjesschen Integralgleichung in L2 (0.,00) .. gelingt. es,

eine a-Funktion schon auf einem'endlichen Intervall zu er­

kennen (die zugeordnete Stiel1;jessche Integ'ralgleichung

muß lösbar s'ein \lnd ihre Lösung zwei einfache Nebenbedin-·

gungen erfüllen).

'K. Strebel: Quasikonforme Selbstabbildungen des 'Einheits­

kreises, die den Rand festhalten.

Sei feine quasikonforme Sclbstabbildung des Einheitskrei­
Ses U mit der komplexen Dilatation p , die jeden Punkt

des Raride~ au festhält. Dann gilt für jede h61omorphe

Funktion g in' U mit endlicher LI-Norm die Ungleichung

:I f. f. u

Eine enisprechende Ungleichung läßt sich für solche Abbildun~·

gen~ngeben, ,die endlich viele Randpunkte festhalten.

Anwendung: .Sei w = fez) ~ine quasikonforrne Selbstabb{ldting

von U mit der komplexen Dilatation K, IK(Z)I = k(z)

Ist die inverse Abbildung f-1 eine verallgemeinerte

Teichmüller-Abbildung mit der komplexen Dilatation

( )
, \jJ( w) ..

k z(w)'TljJTWTf ' '" holomorph mit 11 '" 11 ~<._--- so ist ,f ein-
deutig extrema~. CD.h. eine Abbildung f' die auf dU mit

f übereinstimmt und deren komplexe Dilatation die Ungleichung
'V

!K(z)1 ~ k(z) f.ü. ~rfUllt ist notwendig gleich -f.)

-: Zum Schluß folgen einige Betrachtungen über TeichmUllersehe

Abbildu~gen, die den Rand festhalten.

'.,

G.' lvarnecke:

/

Ober die Darstellung von Lösungen der. partiel­

'len Differentialgleichung

(1+cSZ"Z')2 W ~ = cS_E:~2W mittels holomorpher Funktio­. zz
nen

Alle komplexwertigen Lös.ungen der partiellen Differentiai-

gleichung .. --:.:
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lassen sich in einfach zus~enhängendenGebieten mittels

meromorpher'Funktionen erzeugen. Interessante Darstellun­

gen für re~wertige Lösungen folgen hieraus; die Frage nach

der Existenz ganzer Lösungen kann vollständig beantwortet

werden; ferner lassen sich Darstellungen für komplex- und

.reänwertige Lösungen mit isolierten Singularitäten gewinnen.

Es ergeben sich ~ätze für die Hebbarkeit von isolierten Sin­

gularitäten. Der Satz für re~wertige Lösungen entspricht

dem Cauchy-Riemannschen, Satz für harmonische Funktionen.

Die zur Ge~innung.dieserResultftte verwendeten Methoden be­

nutzen die Funktionentheori~ ~iner komplexen Veränderlichen.

J~ Winkler: - Ganze Funktionen mit reg~lmä~ig verteilten

Nullstellen

L~hto gab ein Kriterium für die Existenz von Ausfüllungs­

k~eisen und zeigte, daß ganze Funktionen der Ordnung A = 0

existieren, die in folgendem Sinn kleine AusfUllungskreise"

haben: Es existiert eine Punktfalge Zv + ~ so, daß für

jedes ganze'" k j 0 und jedes E > 0 die Kreiss9heiben

Iz-zvl <e:lzvl":'k AusfUllungskreise sind; w(z) erfUllt

den Satz "von Picard in diesen Kreis,eo_•. Es stellt S ich die

Frage, ob" zu jedem A mit 0 < A < m Funktionen der Ord-
DIll =-

" .

nung A mit so kleinen AusfUllungskreisen "existieren. Für

meromorphes w(z)· enthält die Literatur die positive Ant­

wort. Für 0 < A< ~ "haben ganze Funktionen der Ordnung ~
c::=-

m~t einer bestimmten regelmäßigen Verteilung der Nullstellen

d~rart kleine AusfUllungskreise. Dabei ergibt sich neben ver­

schiedenen anderen Aussagen über die Werteverteilung dieser

Funktionen auch die Existenz von ganzen Funktionen unendli­

che~ Ordn~ng ,mit so kleinen AusfUllungskreisen, wobei ein

charakteristischer Unterschied von Funktionen endlicher und

unendlicher Ordnung mit kleinen AusfUllungskreisen deutlich

.. -wird.

H.Wittich, Karlsruhe
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