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Unter der Leitung von Herrn Professor Or.Th;Schneider fand in der

Woche vom 25.3. bis 31 0 3 0 1968 eine Zahlentheorietagung im Mathe

matischen Forschungsinstitut Oberwolfach statt, die sich insbe

sondere mit rationaler, elementarer und analytischer Zahlentheorie,

diophantischen. Approximationen, transzendenten Zahlen und Geometrie

der Zahlen beschäftigte. Das Interesse an dieser Tagung äußerte

sich in der Teilnahme zahlreicher bedeutender Zahlenth8oret~ker

aus dem In~ und Ausland, in der Fülle von Anmeldungen, die aus

rein technischen Gründen leider nicht alle berücksichtigt werden.

konnten, und in einem umfangreichen Vortragsprogramm. -Alle Teil

nehmer waren von dar Oberwolfacher Atmosphäre sehr angetan. So

kam ein reger Gedankenaustausch innerhalb un,d -außerhalb des

offiziellen Programms zustande. und wir sind sicher, daß Ober-
J

wolfach sich viele neue Freunde erworben hat •.
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BACH', G.: ~~X~E~~~!~S~~_!:~~~!!~!~!:!~~_~!:!~~~~!~~!~!~!::~;t~E~~~~~

b~!~~g~~_E~E~!~!!~E_B!~~E!~~~!!~E~~!~

Es werden partielle Rekursionsformeln der Form

w(m +1 , n) = w( m, n-1 ) + f ( n) w( m,'n)

mit den Anfangsbedingungen w(o,o)=1, w(m,n)=o für m < n und

für n < 0 untersucht. Die Zahlen w(m,n) lassen sich' übersichtlich

in Form eines Pascalsehen Dreiecks anordnen (m=Zeilen-, n =
Spalten- (=Schrägr8ihen~).Index)e Für ren) = (n+1) (0 <~, resll)

gilt dann die folgende Lo~alisi8rung der Z~~18ri~~~~ma der Zahlen

w(m,n): Zu jedem € > 0 gibt es ein m(e) so, + daß für 'alle m > M(€)

und alle 0 < k < 1-€, 1+€ < k gilt

w(m,k
1

m \ < w(m'l m m)m i .
og og

- .für ren) = (n+1)a mit 0 < a. < 1 gibt es.zu jedem m genau ein N(m)

so daß,

w( m, 0) < w( m, 1 ) < ••• <w ( m, N( m» :2: w( m, N( m) + 1 ). > w( m, N( m) +2 ) >. 0 • >w ( m, m) •

für a. = 1 stimmen die w(m-1 ,n-1) mit den .Stirlingschen Zahlen

2. Art ~(m,n) überein.

BAKER, Ao: Same recent results in the theory of Diaphantine equations
---~--~~------~-~----~---~----~----~--~~---~--------------

Recent results will be discussed relating.' to the solution cf

algebraic equatians in two unknawns. In particular, an effective

algorithm will be outlined far determining the totality of integers

x,y satisfying equations of the type f(x,y) = m, where f denotes

an irreducible binary form with integer coefficients and degrae

at last 3, and also far equations cf the type yrn = fex) rar

appropriate polynomials f.
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Webe~ in his Lehrbuch, proves v~rious results on class invariants

which ware later applied by Hssgflsr(ffiatho Zeitschrtft ~ (1952)

tc the solution cf the class number ans problem and to the con

structio~ cf. sol~tions far c8~tain classes cf Dicphantine 8quations

(see Stark's talk). Weber's mathods ware rathar heavy, and diffi

cult to"extendo By quoting more recent results cf the theo~y cf

complex mul~iplication, notably a paper by Söhngen (matheAnnalen

111 (1935)), it i5 possible to prove Weber's results, and more,

rather simply; it is hoped that the simplification will enable

ons to make further applications.

At the end cf the lecture, a survey was attempted:,of the methods

used in the variaus solutions cf the class number ans problemo

Let f(~,y) be a real indefinite binary,qu~dratic form given by

f·(x,y) = (ax + by)(~~ + dy),

and a. a non-zero constant, then ws can de.fine the following

function

m( f ;a.) = inf 1(ax.+ bY)(cx + dy + ~) 10
x,yf.o,o·

int.

If·f(x,y) daes not represent zero, then ws can_ for~~late an

arithmstic procedure t6 determine m(f;a) by considering the 'two

dimensional grid

v = ax + by

W= cx + dy + Cl,

far integral X,ye The method i5 a modification cf the divided

cell algorithm, and enables an evalution. of. the c'önst'ant

k

where 6 = lad

m(f;et)
sup 6'

f ,ale
bC', The supremum is in' fac..t attained.o

Further, if 0 < k' < k, then there are uncountably many forms

f, sach- far which th~r8 i8 ~t least ans corresponding ~ I 0,

such tha t·

m(fia) = k'~.
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BUNDSCHUH, P.: Eine arithmetische Aussage Uber unendliche Produkte
-~~~~~~~~~---~~-~~-~-~~-~------~~--~~---~---~~~~~~~

Es wird bewiesen der

Sa~z~ Sie 0 < 0 ganzrational und quadratfrei; ~ = Q(~);

sei q E D<, q ganz mit (Norm von q) > 1 0

Die ganze Funktion f (z) genüge der· Funk.tio~aigläichu·n9

f(z) = (1 - ~) f.(~). mit··~(o) = 1.

Sei. a E C, a I 0 und a I Qn fUr alle'natürli~hen ~~

, Dann sind a und f(a) ~icht gleichzeitig -E X
t ....

Zum Beweis wird die Gel fo'nd' sehe ms'thode der Entwickl~ng. ,<,. .
von fez) in eine Interpolationsreihe verwendet; die ~ntwicklungs-

krieffizienten werden nach oben und (wenn sie nicht verschwindBn) .

nach unten abgeschätzt.

"
}"
'~. .

TMe topie is a characterisation cf finite semf~~roups w~ich can

be embedded isomorphically in the multiplicativ~ semigroup cf

the residue cl8:ss~s to same integer modulus. (ta be called arith

metical ·semigroups). The ctiaracteris.8:t.ion i,s in ter~.s. cf a cer-
. ... . . .- :". . .

tai.n se..t cf representations which form a natu~al ·generalisation

of Abel.ian group characterso

App~ications are given ~o show both the exist~nce of non-arith-'

metical fini~e· cemm.utative s'emigroups, and that certain exts.f.lsive

tt classes of.semigroups are arithmetical.

CO A, TES, J 0 : I n t~~.g ra1 po in t san eu r ve s
--l~~------~---------~---

The basic re.sul~:.;tannounced is the fO.ll!Jwing. let f(x,y) be an

irreducible bina"ry' form wi th ~nteger coefficients and degres

n ~ 30' Let· P1' e. e 'Ps b~ .any s prime numbers'e Let m ,be any integer

and g the largest divisor. o.f m which is ccmprised solely of

powers cf P1,eoo,p _ Let K be a fixed real "number satisfyings .
K.>n(s+1) +1 0

Theorem 1: If x,y"are i6tegers, with (x,y,P1,eo.,Ps) = 1;

satisfying

f(x,y) = m,

then

max < C
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where C i5 an effectively camputable number depending

on..\n,f,p·1~.oo,Ps and K, but ~at on m.

The proof ef this theorem uses a combination of Baker.'s analytic

techniques far the study cf the complex lo~arithms cf algebraic

numbers, tagether with analogous:~nalytic teRhniqu8s far the s~udy

cf the p~~dic l09arithms cf' algebraic numberso

It was also, aöno~ncad that an explicit algerithm has been estab

.lished far .d'etermini~g all. integer points tel a curv.e cf' g-enus 1 o'

On the other hand, far cUI;'ves cf genus gre~.~er than 1, it dass no.t

seem that Baker's method i~ s.trong enough to giVB such an alg.orithm.

• ,. 4 •

Der·:·.Satz v..on··Tt:l·u8 l~~tet: für eine algebraische Zahl 8 vom G'rade

r > 3, und für' K>,-J ~::~ f(:kaA~'es höchste~s endli:eh viele re

duzierte Br.üch,8 p./q, ~ie·be.n, "für we.lch.e

.18 -E.lq
< _1

K
q

•

Es ist manchmal beha':Jpt,et word~n, daß man eine .Zahl. q ex.plizit
.. . 0",,;.... '.

be stimmen kann', so d;aß die ~ng~~.j.chung. höch s tans 8.ine Lö s~ng

mit q >,qo besit~.t; aber di'sse Behaup,:tung scheint ,nIcht gerecht

fertigt zu sein. Ich zeige, daß eine solche Behauptung jedoch

s~immt, wenn man eine etwas stärkere Varaus·setzun.9 ,bez';; K macht •

Some' applic'~'t:ions cf Probability to Number
----~~--~--~~-~--~~---~~-~~-~~~~~~------~~

~ .;~ ~;~!I ~

Analogies be~ween classical theorems' in the distributioh:of·

rational prime numbers, and certain simple probabilisti~ ~esults

are discussed.

GÜTING, R.

Ko Mahler hat 1932 für reelle und nicht reelle Zahlen y die

Funktionen"w' (y) ei6gefUhrt, die als Ausgangspunkt fUr seine Ein-. n
teilung de~ k·am·ple.x7~· Zahlen in vier Kl'assen dienene Oie fol-

genden Fragen wurden erönert:
. " ..

10 Ist y gegeben, wie kann man w (y) bestimmen?
n

Z. Was läßt sich Uber die Werte der Funktion wn aussagen?
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3. Was für eine Beziehung besteht zwischen wn(Y) und wm(y), n t m?

Die Fragen 1) und 2) waren im Falle n = 1 schon früher behandelt

worden. (m~th.Z. 90)o.Für n > 1 wurden Bedingungen angegeben, unter
2

denen sich wn(Y) bestimmen läßt. Ferner gil~: Ist c > n + 3n - 2,

so existieren Zahlen y mit w.·~(y) = Co Zur Frage 3) wurde angegeben,
n

daß es zu natürlichen Zahlen p,q (p" < q) und zu genügend großem d

stets Zahlen y gibt, für die wp(y) = wp+,(y) = 0 •• = wq(Y) = d ~sto

Neben der A~dition von Mengen nichtnegativer ganzer Zah~en wurden
• ......, • •• - • e. ~

. .

insbesondere auch Differenzen von Mengen b8t~a~ht~t. U~ter~~chungen

Uber ..Differenzbaisen fGr. ~ndlich~ Abschnit~8 der Folge natOr~ic~er

Zahlen führten durch A.8~auer (1945), R~dei-R~nyi (1949), Er~~s- .

Ga 1 (1 948),. Lee c h (. 1 9 56) ~ Hase 1 g r 0 v e - Lee ~ h (1·9 57), Wich man n (1 96 3) • ~

·Wird die Differenz zweier Mengen ~ und ~ definiert als·U - ~ =
{a-b I a E tr " b E tB, b ~ a}, so stellt sich die Frage, wie die

Dichte der Menge tT - ...~ von' den Qichten v.~n 9J und !a. abhängt. 88i

spi~le zeigen ~ daSein Analogon' zum ~ann~chen .58: t~ flich"t gi~ t,

a_~e.r ... e.~n~. sch~ächere Aussage, die der '~a~dau~chen Dichteapschätzung

entspricht, läßt· sich herlei ten. _. Oie eingeschränk te Di fferenz
. .

" e ~ der Me·ngen 91 und ~ soll erklärt. we~den durch (a-b 'aal, b e t\,
'. "'

b ~ a-b} .. llienn ~ e W· = ~ = {O,1,2,3, ..• } gilt, heißt W einge-

schränkte Differenzbasis für 8. Es gibt eingesch~änkte Differenz

basen U für 8 m~i A(x) < 4JX . Auch Betrachtungen über Minimal

basen la~s~n sich hier durchfqhren~

Same account cf the imp.rC?vement)" in, the Brun-Sel~etg.. si~ve method

annaunced in Halberstam, Jurkat and Richert C.R. Acad.Sci.Paris

264 (1967), 920-923, tagether with a a description cf .several

applications. Comme~~s qn the standing of the method in relation
• 4·..·. i. ~.. ' • ~

to the principal conject~res of additive.prime ~'u'mb~r th·eoryo'

HA RB 0 RT H, H.:

Die zahlentheoretische Funktion gen) läßt sich d~fin~e~en als

kle.inste, na.türliche Za~l mi t der ~igen.schaft,.~ daß in jeder

Sequenz ·von n natürlichen Zahlen mindestens eine zu n teiler

fremdß vorkommt. Die Werte für g(n) hängen nur von den in n ent-                                   
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haltenen Primfaktoren ab. Durch Abschätzu~g~n von g(n) lassen

sich Aussagen über die Prim~ahlverteilung:gewinnenund.~mgekehrt.

Im besonderen hofft man auf eine mögli~h5t niedri~e Linnik

Konstante L (mindestens eine Primzahl in der arithmetischen
. L

Progression a + ud, (a,d) = 1, die kleiner als d ist).

Bei U.ntersuchungen üqer spezielle befr.eundete .Zah~.8flpa~re. wird
~ • .. I· ~." .

m~n auf einen besonde~en Typ ~on diopha~tii~hen Gleichun~en'ge-

fUhrt. Es läßt sich nun zeigen, daß man eine Kl~sse d~ophant~scher

G~~ichung8~. der G8~talt

mit elementaren zahlentheoretischen methoden unters~chen kann.

Das.~~~gebnis. ist· das. f~~g~nde: 'S~lche Gleichung~n kannen.

h~ChE>tens~ndl'~Ch vie'le ganz.zahli~e Lösungen besitzen, wenn

·fUr die ganz~ahligen Koefti~ienten a. Mach einige ~infache
'''..' ',' ". .' V

Voral:1ss8t·z~~g8.n· erfül ~ t ~ind.

KUBILIUS,. J. : On the distributio'n cf values cf mul'tiplicative
-----~~---~~---~------~-~-------~-------------~-

functions

'I

In cooperation with A. Bakstys the following re~ult was proved.

Let g(m) be a 'real-.valued multiplicative function. Assume that

there exists a ca.ns.t.a.nt ··e > 1 s.uch, that the s.eries

E
1 <Ig(p) I<c
c

1
, ~ 1

0<I9 ( p) I~ "6 p
, 1 ~

c <Ig(p) I<c

l!ili.Wl
p

co,~v.erge. Then g(m).. ha.s. an asympt,ot.ic di,stribution .function •.

The' converse of this theorem was proved in ~ase cf non-symmetrie

asymptotic fun~tions.
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KUIPERS, L.: ~_E~~~E~_~~_~~~_~~X!:~~~~~~~~E~_~E!~~E!~~_!~_~~~

~!_~~X~E~~~!~_~!~~E!~~~!~~_~~~_2

Let u
1

,u 2 ' ••. be a sequence of distinct numbers between 0 and 1.

Let g(x) be a (distribution) function, non-decreasing, with

g(O) = 0 and g(1) = 1. g(x) may have points cf discontinuity but
.. +. • ...

not co i n ci d i n 9 wi t h 0, 1 , u ,- , u2 ' • •• •

Let A(N) = A(N,x) denote· the nurnber pf u,.', ••• uN with 0 < u
i

<:: x.

Define: R(x,N) = A(N) - N.g(x). Then ·we have:·

1
S (R(x t N)IN)2 dx
o

1
= (J(R(x,N) !N)dx)2

o

CD 1'S -21lihxd '( )L.2e 9 x· ,>1,.
Ö

f 0 r e ver y r~, a nd e ve r y h = 1, 2 , • . •

From this relation the Weyl-Schoenberg criterion can be der~ved,

valid far noncontinuo~s d.~.g(x).

A ~ep~rt on inv8stigatio~s into how' va~ious restraints on the

set a. f .val u~s. a f a" pol y'nomi~l on the in t eger 5 e f fe c t s th e sha pe

cf the polynomial. Trivial ~xamples being the follawing: (1)

I f f ( Z) c Za Zb ••• " ZC t he n "f = 9a h b ••• k c. (2) If, f 0 r a 11 1 arg e

p, feZ ) = Z then f i8 linear. SomBw~at.more interesting on the
p" . p

result~ af Davenpart,. Schenzel and Lewis where they give' cond~~ions+:., .
far w.hen. feZ ,-) ~ Normgroup n Z. implies' f = norm (~W.h.(x». I·f

1 1

X = {x in Z"' fex ,y) '= 0 is solable in Z.) and'X ·ha·s. positiveo , 0

d'ensity then there e><ists hex) E O[x] so t~at .. f(x, "h(x) ~ 0.'

The conclusion holds aven if X has zero density but is distri-
, .

buted with i'arithmetic regularity". The regularity condition

implies that far all primes p and each p-adic integer x, f(x,y) = 0

is soluble in p-adic integers. However, these local canditions

need not imply h(i) has rational coefficiBnts but seem ta imply

w~ can find h with algebraic coefficients. M. Fried has been

investig~ting the restraint f(Z ) C g(Z j far all large p. With
P P

additional assuptions he gets .f(~) = g(h(x», where h has

algebraic caefficients.
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Gesucht sind 4 Zahlen (ration~l, ganz-rational), so daß das

Produkt je 2 verschieden~r;plus 1~i~ Q~adr~t ist. Ein sehr
. . ..

be~ann~es Beispiel ist (1, 3" 8, 120}. Ich bericht~8' von meinem

Versuch :zu bewe.i~~n, daß, wenn·-{1.,- 3, B, N} so eine Menge ist,

Unter Benutzung der Maschine EL -" X 8, wurde gezeigt, daß (1)

keine Lösungen N ~120 besitzt, f~r die N < 10
220°.

2 . 2 2- 2 2
Au~. ,(1) folgt weiter, daß 5x - 7y· = -2z , 'und y - ~x '=-2

g~lt .... Aus diesen beids.,.n Gleichungen 8.rhält man eine 'Gleichung

V9m Grad 4 irt z.we~i. Var.-1a~~en.", die nach den' ErgebAissen von

A. Baker keine ·ga.nz~·ahli:ge Lösung besitzt, für die N > N .
o

108 .
mit N ~ N ist •.o '

2200 10
8

Wenn ~an di~ Schranken 10 und 10'- noch ein ~enig ver-

be~ser~, so ist bewiesen, d~ß N = 120 die einzig~ LB~uMg

va A (1) i,s t e

Let t~8 odd ppsitiv~ integer~.A and ~ haue th~ property that

2 . 2 .
t h ~ d i 0 Ph a n t i.n e e qua ti 0 n (1) Az 1 . -:::~, ~ z 2, ,= 4. ha S sol u ti 0 n s i n

. '

odd positive iA.tag.ers z, ,z'2.' and let fUJ;ther a,b derlote the

least solution ef this kindo .We. p.rove t~e fo.llowing theorem:.

4 .- 2
TMe .diophantine equation', (2) Ax -, By = e ,(e = 1; 4) has

at most ane .salut-ion :'in',positive integers. x,'Y . if C = 1 an'd at,

most two such solutions if C = 4. If x 1 , Y1 is\.:a solution cf

, (2) .., then
... ·1 1 1

C 2 (x~ A
2

+Y1 8
2

)

1 1
1 2' 2 n

= (2,(a~ +bB»

wi th n = 3 i f C = 1 ·and n = 1, 3 or 5 i f C = 40

The first part cf this theorem was preved by the a,ut.hor

in 1-951 0 The' secqnd part i5 new and gives a simple w,ay cf

obtaiAing all possible solutions.                                   
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MAHLER, K.: Über einen falschen Beweis

Die neuen tiefen methoden von A.8. Shidlovski. führen zu sehr

allgemeinen Ergebnissen über transzendente Zahl~n, die aber

nicht immer richtig sind. Der Vortragende erklärt seinen falschen

Beweis für die Transzendenz der Eulerschen Konstanten und zeigt,

was sich beweisen läßt •

• :;1

ffiEYER, H.G.:

Es sei Z der Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Wir definieren
p

die Begriffe Gleichverteilung und Diskrepanz fUr Folgen in Z ,
P

und eine Abbildung~von Zp auf [0,1). Es gibt dann eine ein-

fache Relation zwischen der Di~krepanz einer Folge (a n )n:1
. co

in Zp und der 0 i s k r epan z der F01 ge ( Cf) ( an» n =1 in [0, 1). Die

(X)

Folge .(n)n::1 der natürlich'sn Zahlen ist z.8. gleichvert'eilt

in zp' ihre Diskrepanz ist minimal und die Folge (~(ri»n:1 ist

ein e be k a n n te .re e 11 e F01 ge (d i e. sag e n ~ n n te va n d 8, r Ca:p u t - F0 1 ge) •

mORDE~L, L.J.:

·An elem'sntary praof i5 given of Faddeev's rec;ent results on the

solvability of" the equation
4 4

x + Y = 1 ( 1 )

K = Q (-V~ 1 ) , x = €1(i + € y-1 ) y = €2 (
2

where 2 2 2 1 • .e = €1 = €2 =

in quadratic and cub.ic fields K. In· the ratiqnal field Q, the

only solutions are

x =.:!:. 1, Y = 0; x:: 0, y:: + 1. (2)

When K is a quadratic field, solutions other than (2) accur

qnly when

K = Q(i), x = + 1, Y = 0; x = 0, Y =.:!:. i, ~
j

1-~?1) ~ (3).

u
;
j

_+.l

When K is a cubic field, the only 'solutiens are these given by

the iriterse~tion of (~) with arbitrary rational lines ihrough

ane of the points (2), 8.g., far ans set, with rational t,

Y = 1 + t 4 , (t
4

+1)x
3

+ 4t
3

x
Z

+ 6t 2x + 4t = 01 •
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NÖBAUER, W.: Permutationspolynome -Jnd Polyn~mpermutationen
~-~~~--~-~~~~----~-~-~-~--~--~-~-~~~~-~~---~~

Es se i 'tA ein k ommu ta ti VB r Ring mi t .Einse l'el emen t. Ei n Pol ynom

f(x) über r heißt Permutationspolynom von r, wenn die Abbildung
. ".

u ~ f(u) eine Permutation von r istjein ganzzahliges Polynom
-. -

f(x) heißt Permutationspolynom mod n(nat.ürli.~he .. Z,ahl) ,.... wenn es

Permutationspolynom des Rastklassenringes mod n ist. Es wird

~,übe r ve r schiede ne Un te r such unge n be r ich te t.... di e si eh au f Pe rmu-.

tationspolynöme bez~ehen und u~ter anderem folgende Fragen be

handel n: Bedingun-ge.n da für, daß ein gegeb~nes Pol ynom Permutati,?~s.~

polynom ist; ~anzzahlige Polynome, welche für unendlich viele

Primzahlen Permutationspolynome sind; Konstruktion von g~nz

zahli.gen 'Pol,ynomen, die ge.nau für' 'eine vorgBg~.pene Menge von

natUrlichan Zahlen PermutationsRoly~omesind.

'Eine Pe rmuta tion p -.de s Ri n g~ ..s r ,hsi ß t Pol ynomp armuta tion, ..~enn

sie sich mittels eines Polynoms" f(x) über r in., der Gestalt

u ~ f(u) schreiben läßtj den'kI8~nstmöglichenGrad eines

Pol y·noms f (~) , ····mi t dem so ein.e Dars~ellung von p mö.gl ~.ch ist,

nennt man den. Grad von p. 'r" ;~ .~

". i "
Ist r endlich, dann bildet die menge alle··r Palynomp~rmutation~n

von. r ei-ne Unt'ergruppe G der symmetris.chen Gruppe von re Es'

werden für den Fall, daß. r .Res.tkl?lss8r:t·ring mod n-"oder Galois-
.,

. fe 1 dis ~, .8 inig8 E.rge bni.s S.B übe r di B Struk tU"r '~von G· und von

gewissen Unt~rgruPP8n von G sowie über die Gradverteiiu.ng in
. ,. ~.

G z.usamme~ge.stellt.

PLEASANTS, .P.A~B.:

proved t~at !f h(C) ~. 17 then.the equation'

let C(x)=. C(x 1 '.0'0 ,x
n

) be a cubicpolynomia'L in n väriables

(not ne~essarily ~omag8neaus) with integer ~oetficients. Th~

~nvariant.h(C) is define~ to b8·th~ small~st integer far which

the cubic part of C.can be expresse,ci as ~ sum of h(C) reducible

cubic forms; so. tha't 1. ~ h(C) .$ n.• ·.Q·avenJ:fCJ~;t an"d Lewis have,

i~ soluble in integers if and only if 'it i5 soluble .in p'-adi~

integers far' every prime po I t follo'ws that if N i8 an in.teger

and h(C) > 17 then the 8qu~tion

. i

( 1 )
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is sol.uble in integers if and only if it is soluble in p-adic

integers far all po With the weaker assumption that h(C) > 12

but the addad conditian that C is a homogeneaus form the following

"almost all" result can be obtained:

The number af integers N in the range 0 ~ N ~ X far which the

equatian (1) is soluble in p-adic integers far all p but is

insoluble in rational integers is O(X
1

-
6 ) for some 6 > o.

Assuming only that h(C) ~ 8 it can alsq' be shown .th~t C re

presents a finite proportion of the integers in the given range~

The proofs cf these results depend an the Hardy-Llttlewood method

cf exponential sums.

POPKEN, J.: Ein Maß fUr die Differential - Transzendenz der
~~-~~-~---~-~~~---~~~~-~-~-~-~~~-~----------~--

der- RiemannscheA Zeta - Funktion
~------~------~----~----~~~-~~--

Für viele tranzendente Zahlen hat man in den vergangenen Jahren

"Transzendenz·masse·~' bestimmt. Die _Idee hinter all dieser Arbeit

ist, daß Sätze ., .1wie tI e un"d TI sind tran'szendent" in Wirklich

keit rein negati~~ Aussagen sind und daß solche Sät?8 durch

mehr prezisen positiven Inhalt ersetzt werden sollten.

Hier handelt es sich um eine analoge fragestellung aus einem

etwas anderen Problemkreiso Wohl bekannt ist, daß gewisse

fundamentale Funktionen - sQwie die Gamma ~ Funktion (H51der)

und die Zeta - Funktion (Hilbert) ~ differential tranzendent

sind, d.h., daß sie k~iner algebraischen Differentialgleichung

genügen. Der Hilbertsche Satz über die Zeta - Funktion soll

hier durch eine mehr positive Auss~ge.;;,-; "ersetzt werden.

Es sei c eine reelle Zahl mit 1 < c < 2. unter anderem

wird bewiesen, daß die Folge de~ Zahlen

(n > 0 ~anzrational, p prim) für festes c

positive Dichte hat.
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SCHAAL, W.: !~~~~~~E~!!~~~~!~~E~~~_~~~_§~~~~~_~~~_~E~~~:~~~~~

~~f_E~~!!:9~~~E~~!~~~~_~~~!~~EE~~

Es sei K ein reell-quadratischer Zahlkörper und A eine unendliche

Folge von· total posi tiven Zahlen Cl,. E K, ferner sei' noch 0 .E A.
1.

Für ganze Zahlen S E K setze man f(~) = ~ 1
(i,j)
Cl. +0, .-= S

1. J
'. Cl-i ' Cl j E A

F( x , x ') = .~ f ( S) ,. x, x' > o.
0< S ~ x

o~ ~S ~ ~ x'

tt Die Folge A besitze die E~genschaft:

F(x,x') = c.(xx') + r(x,x'), c > 0,

und r(x,x') sei eine Funktion von xx'. Dann.~ml~t·der Satz:

_L (XX 1 )1/4)
r ( x , X I) .j _\ 10. g ( xX I ) für xx' ... CD

Der Beweis ergibt sich durch Verallgemeinerung des Lemmas von

Erdös-Fuchs (J. Landon Math.Soc. 31,1956,5.'69) auf den Körper

K und du rc hAb s c h,ä tz un g~.~ de r dur c h Heck e ein ge f üh r te n ve r a11

gemeinerten . geometrischern Reihe'. Der Satz läßt sich z. B. auf das

Kreisprob1em im .Körper K a.n..~endGn .. (UJ. SC.haal, Math. Ann., 145,

1962, s. 273-2~4).

SCHEID, He: f!~~_~E~~~~g~!~~~E~~!~~~~_~~E~!!~~~~!~~E~~~_~~~

ß!~~~~_~~E_~~b!~~~~~~E~~!~~~~~_f~~~!~~~~~-

Die bekanntesten Ringe zahl~ntheoretischer Funktionen, die man

mit den vers~hiedenen Definitionen' eines Faltproduktes (Oirichlet-,

unitäres Oirichlet-, ·kgV-, Cauchy-, Lucas- Produ~t) erhält, we~den

in einen verallgemeinernden Zusammenhang gestellt, indem man

komplexwertige Funktionen über den Intervallen einer lokal end

lichen Halbordnung betrachtet •. Für diese ist neben der. Addition

ein Faltprodukt derart erkl'ärt, daß ein i.a. nichtkommutativer

und nicht nullteilerfreier Ring mit 1~Element entsteht. Es werden

die Eigenschaften gewisser Teilringe (z.To in Abhäng~gkeit

von der zugrundegelegten Halbordnung) untersucht und gewisse zu

den bekanntesten Ringen zahlentheoretischer Funktlonen isomorphe

Teilringe konstruiert. Diese Einbettung erleicHErt vielfach das

Auffinden ~on Identit~ten für zahle~theoretische F~nktiQnen.
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sc HIYJ lOT, P. G. : ~~~E_~~~_~~~~~!_~~~!~~~~E~~~~ee~~_~~~~~~~~~

gE~~~~~

A(~) bez~ichne die Anzahl der wesentlich ver~chiedenen abelschen

Gruppen, deren Ordnung x nicht übersteigt. Nach geeigneten ele

mentaren Vorbereitungen 1) wird ~it Hilfe der Van Der Corput

methode zur Abschätzung zweidimensionaler Exponentialsummen

die asymptatische Formel

1 1 7

A(x) = A
1

x + A2 X
2

+ A3x3
+ O(x 27 10g2 x)

bewiesen 2) worin A
1

, A2 ; A3 gewisse Konstanten bezeichnen.

1) VgI •. Pe~. Schmidt, Zur Anzahl abelscher Gruppen gegebener
Ordnung I, erscheint in Creiles J ••

2) Vgl. ------ ~------- 11, erscheint in Acta Arithmetica.

SCHMIDT, W.IYJ.:

ßegeben seien N Punkte auf der n-dimensionalen Sphäre. Falls A

ein~ Menge auf der Sphäre mit relativem Maß ~(A) ist, so sei

v(~) die Anzahl der gegebenen Punkte, die in A liegen, und die

"Diskrepanz" ~(A). sei 1\J(A) - N U(A) I.
Es gibt "nun eine·j-I"5chnitte" S (=. Durchschnitt von zwei Halb

sphären) mit

6(5) >
=

\
!
\.

falls ·n = 2,

c(n)N(n-2)/2n falls n > 2 ist.

Dieser und ähnliche Sätze sind einem Satz von K.r. Roth über

Verteilungsunr~gelmäßigkeitenin einem Wüifel ("On irregularities

of distribution") verwandt.

--~~-----------~-------------~--

SCHWARZ, W.: ~!~~-~~~~~~~~g-~~~-§~~~~~_~~~_~~~~E~~E~~:§~~~~

in der elementaren Zahlentheorie (~ine Arbeit von

(w. Schw8r"z und J. Spilker)

Ist W die Menge der mod k geraden Funktionen f:.~ ~ C, und U

der· von den RAMANUJA·Nsummen c mit q/k. aufgespannte 'Vektorraum,
q .

so gilt lli = U (E. COHEN 1955). Dieser Satz wird·nun aus dem
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WEIERSTRASS-STONEschen Approximationssatz gefolgert und ver

allgemeinert. Mit elementaren Sät'zen über HILBERTräume erhält

man dan"n:

Sei P eine endliche Menge von Primzahlen, T die Menge aller

nur aus Pri'mzahlen aus P zusamme~gesetzten natürlichen Zahlen;

t(n) bezeichn~ den größten in T enthaltenen Teiler von n. Dann

läßt siph jede Abbildung f: ~ ~ C mit der Eigenschaft f(n) = feten»~

und mit endlicher Norm

\\ f 11 := {!; lf(t) 12
t-

1

. tE T

darstellen als

f(n) = ~

q E T
c (n), '. '.'

q . r' T

wobei die Reihe für jedes . n konvergiert.

SELBERG, A.: Some remarks on the Riemann Zeta-function
-_~-----------------------------~_-~-------

1 ~ An approximate formula far ~og .'Q(s·) is given, which makes

it possible to determine asymptoticaliy certain mean val~es

o n t hel i n e s = ~ + i t. I n par t i cu1 ar' H:L f 0 11 0 ws t ~ ~ t

log C(~ + it)

Vlog 10g~t I
has a Gaussian distribution function.

2. Amethod is indicated which leads to improved estimates

far N(~,T), the number of seros P = e + iy of C(s), with

a > 0, "Iv.) < T; and ta improved estim.ates far the maximum

o r d.s r. 0 f t h e d i f fe ren ce 0 f t h e co nsec ut i ve pr im es.

STARK, H.:

The problem of -finding all the complex quadratic fields of

class-number ane was campletely settled last year. However,

before this, K. Heegnei gave a solution which has been

universal~y judged to be incomplete. We discuss here haw to

complete Heegner's proof.
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SZÜSZ, P.: Über einen Kusminschen Satz

Es wurd~ über die in der metris~hen Kettenbruchlehre auftretende

rekursive Formel

"m 1 ( x) =n+
(m

n

berichtet. Als ri~u~s Resultat wurde insbesondere der BBweis der

Tatsache skizziert, daß falls mo(x) einmal stetig differenzier

bar ist und .mo(O) = 0, mo (1) = 1 gilt und m1 (x), ••• durcb (*)

definiert sind so gilt

lim m' (x) =
n log 2

1
+ x

gilt außer der Stetigkeit

m'(x) ~ Lipo

von m'(x) äuch
o

(.~. > 0),

so kann man statt (**) die schärfere Aussage

(***) m' (x)
n

1
= log 2

1
1 +x

n
+ O(q )

machen, wobei q von abhängt, aber jedenfalls kleiner als 1 ist.

Bisher mußte man um (**~ zu sichern, die zweimalige stetige

Differenzierbarkeit von m (x) voraussetzen.
o
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Der statistische Gesichtspunkt in der Algebra führt bei endlichen

Gruppen auf die Untersuchung der symmetrischen Gruppe 5 . In
n

Zusammenarbeit mit Paul Erdös wurden unter anderem folgende

Resultate gewonnen:

Ist P eine Untergruppe von 5 der Ordnung O(P), so gilt für die
n

Anzahl K(n,x) der PES mit der Eigenschaft
n ~

1 . 2 x
2 log n +

\/3

d A
x

J e

-0)

1

r2Tr=

10g3/2 n , (x fest)

A
2

2K(n,x)
n!

lim
n ... CD

log o(P) =::

für den gemeinsamen Wert O(H) der Ordnungen O(p) einer Klasse H

konjugierter Elemente in 5 gilt dagegen für n ~ co
n

log O(H) = (A + O(1))r; CA constant)

für "fast alle" "Klassen H. Für "fast alleIl Klassen H ist O(H)

durch· jede Primzahlpotenz qn teilbar, für welche

q(l <
log n

r + 5 log log n
L
1

log n
wen)' } , w(n)~ co
1.0g n

gilt, und jeder Primteiler von O(H) ist nicht größer als

(6 ,r
2TT "rnlog n log log n

log n
wen)

+
log~n

}
(beide Resultate sind bestmöglich in einem starken Sinne);

alle k~mmutativen Gr~ppen einer Ordnung ~ n, können schon in

5 ~ingebettet werden, ~obeim

und lim log 'fex)
log x o

(8as Resultat ist b8stmögiich)~

In jeder Gruppe.G der O+dnung N ist die Anzahl der vertausch

baren Elementepaare" wenigstens N log log N (log ~~r Basis 2);

eine ~ruppe kann also nicht "allzu nichtkommutativ'" sein.
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On a theorem of H. Kasten

Es saiun

The theorem in question, which was conjeetured by Erdtis and SzUsz

asserts 5 a eonverse of a theorem of Hecke~ that the discrepancy

ofthe 5 e q ue n ce ( n a.) (a irra ti a na1, (n -0.). fra c ti 0 nalpart 0 f

h a)· i s bau nde dan1 y f 0 r i n te r val s 0 f 1 eng t h ( k 0.) f 0 r ~ 0 me

integer k. In the lecture an explicit expression was indicated,

obtained on a geometrie way, for the discrepancy of the same

sequence far an arbitrary interval of length ß which gives

Kesten's theorem and some other remarks. E.q. the fact, that if

a. has bounded "dig its" than the. discrepancy is < c(a) log n.

V5-1
..the formula permits to show that f.or Cl = --2- the constant

c is < 1, i.e. the dlscrepancy is less than that of the van

der Corput sequence.

T',']PEMAN, R.: ~~~E_~~~~_~:.g~~!2~~~~_~~_~~E_I~~~E~~_~~E

~~e~~~~~~~!~~~~~~

b 1 ,b 2 ,.o.b m und W1 'W2 ' .•• 'Wm irgendwelche komplexe

Zahlen. P. Turan hat untere Abschätzungen vom Maximum

m
max I ~ b. exp (jw

k
) 1'" gegeben. Man kann diese Resul tate

. 1 k--1 JJ =n-+ ,..., n +m0

so verallgemeinern, daß man übereinstimmende untere Abschätzungen

Vd I

vom Maximum max
j=n+1, ••• ,n+cY

m
~ "Pk ( j ) e x p (j Wk ) I

k=1
bekommt, wobei

die Pk's Polynome' sind mit liJ:.' Summe der Gi3rade" nicht grtißer

als (] - m. Die Sätze von Turan sind auf verschie.dBnen Gebieten

der Zahlentheorie und der Analysis angewendet, u.a. von S. Cancs u.

·P." Turan um eine obere Abschätzung der Nullstel.lenanzahl von

m
der Funk tion I; P

k
(z) exp (W

k
z) in einem Kreise mit eine'rn

k =1

Radius R zu bestimmen. Man kann diese Abschätzung mit der ge

nannten Verallgemeinerung so verbessern, daß sie ~ur von R, a
und max Iwkl abhängt. Für R - = ist das Resultat

". k =1 , ••• ', m

mit einer asymptotischen ~bschätzung von GoP6lya vergleichbar.
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de VROEDT, C.:

Kettenbrüchen und Luroth-Reihen
~---~---~------~-~---~--------~-

Sei x eine reelle Zahl (0 ~ x ~ 1).

A) Sei 6 (x) = xo

a n+1 (x)' ="[g 8n (X)] und 8n+1 (x) = 9 e (x ) - a 1 (-x) (9 ga n z ~ 2 )
n n+ .n=o,1,2,o ••

log log N

Es gilt:

und:

N
.9=2.r a n - 2 N

1 im s up _n_=_1 _
N ... 00 .. _~! N

N
~ e - 1 N

n=1 n 2
lim sup T

N .... 00 '/ N log ,log N

=

=

B) Sei e (x) = x
0

"~-:·.1

8h+1
1 1 1 falls e (x) I 0 (n=O,1 ,2, ••• )= 8 (x) e (x) ~, n

n !. n
r-;_:~

= 0 falls e (x) = 0.. , n

~

·~Es gilt:
N

1 3+~ :.'-
: '1,~)I; e (x) N

1-10g 2
o(N

2
log f • ü.-

'Cf 2
=

n=1
. ·n

c) Sei 8 (x) = x
0

1
a n+ 1 (x) = : e (x). + 1

',n ~ .

und.8 1 (x)n+ = a 1(x)(a 1(x)~1)(8 (x) _ 1
n+ n+ n an+1(x~

Für. Fun k; t i ..o ne n, die ge wi S .5 ~ n . Be d i ngun g~.n gen ü gen

gilt:

N
~

n=1
- N

1
J f(x)dx
o

1 3+f:;,

= 0 (N 2
log ZN) f.ü.

Für die Beweise von B) und C) wird ein Satz· von 'Gal-Koksma

benutzt.

                                   
                                                                                                       ©



                                   
                                                                                                       ©



• 20

WALLISSER, Ro:"

a sei eine algebraische Zahl, K ein algebraischer Zahlkörper.

C E K habe rlas Minimalpolynom
". -:

p (x) =
n
~

v=o

a )(.~...:v
V

die

Höhe max la.1,
1<i < n 1

und besitze eine Darstellung der Form

r _ ~. *
b-k,ß=ß

s O.
n ß. 1

i=1 1

*.
k = k ' = 1an I' liN ~k) I=\ao I·

,(:;:<

• ~".'~. ~ ..-I ~. ~. •

......

*ß , ß·, 1 < i < s s~~i~et:\'~;'"g'~:nz algebraische Zahlen aus K,
1

*O'i' P.
i

, k , k l , ,.1 ~ 1 ~ t, .seien positive ganz rationale Zahlene

Sind dann die Bedingungen

( 1 )
-1 f

C 1 h ( ß. ) h (ß .) < h ( Q • Q .) < c l' h ( ß. ) h (Q .), 1 _< ~i '. j _< s ,.
1 . J'- ~l"'J 1 ~J

(2)

( 3) o<~,\)<

erfüllt, und ist

a = min
1<i < s

log ,. N( ~ . ) 1
1

" K > ·1 - O( 1

saha t d,i e U~ glei eh un g.

ltl.- cl,< 1

nur endlich viele Lösungen C E K der angegebenen Form.

Als Anwendung läßt sich die Transzendenz von Zahlen der Art

z·eigen.
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