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Ziel dieses Arbeitsseminars war es, ‘dieA’_I‘h'eorie .der -'Ci-Kérper
systematisch durch'zuarbeitefx. Diese Theorie hat gerade in neuerer
Zeit durc'h eine Reihe von Resultaten iiber quadfatieche Fermen und
durch Uhtersuchungen iber p-adische Koérper an Bedeutung gewon-.
nen. Es wurde auch auf den Ztisarhmenhang ,_'cvi\ei'_"(»:i-Theorie mit der-

Galois-Kohomologie eingegangen.

Teilnehmer
Frey, G., Heidelberg . Leicht, J., Heidelberg
Geyer, W.D., Heidelberg -Lorenz, F., Heidelberg

- Gohner, H., Tibingen ‘ Martens, G., Heidelberg
Géhner, U., Heidelberg . Radbruch, K., Tibingen
Hehnel, P., Heidelberg ‘ "Roquette, P.,"Heidelberg'-
Herrmann, O., Heidelberg - Schmale, W., Stuttgart )
Irion, K., Heidelberg Sprung, H., Heidelberg
Vortragsausziige

LORENZ, F.: Definition der CiAKérper und der Satz von Tsen

Betrachtet werden homogene Formen F {iber einem gegebenen Kor-

per K in n = n(F) Variablen und vom Grade d = d(F). K heifit ein
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Ci-Kérper (i eine ganze Zahl zno), falls jedé homogene Form F =
iber K mit n> d eine nicht-triviale Nullstelle in K besitzt. Statt .

homogener Formen kann man auch Polynome ohne konstantes Glied

betrachten. Hat dann K in bezug auf diese die obige Eigenschaft, so.

" heifit K ein SCi-Karper. Die Co-Kérper sind genau die algebraisch

abgeschiossenen Koérper. Jeder Korper K, iiber dem es eine al-

gebraische Erweiterung L. vom Grade n >1 gibt, besitzt eine homo-

- gene Form F Uber K mit n(F) = d(F) = n, die keine nichttriviale -
- Nullstellen in K besitzt, ndmlich die Norm von L iiber K. Durch
Betrachtung der reduzierten Norm einer Divisionsalgebra iber ihrem

Zentrum erkennt man, dafl die Braiiersche Gruppé eines Cl-Kﬁrpers.

tr1v1a1 ist. D1e C Elgenschaft kann als Verallgememerung der al-

gebraischen Abgeschlossenhe1t eines Korpers angesehen werden,

Dies erken_nt man auch aus dem folgenden Sa.tz.

Sind r homogene Formen Fl’ ceos F-r in- n Variablen und vom glel-

chen Grad d uber einem C Korper K gegeben und g11t n > rd so

'haben F ... Fr eine gemelnsame Nullstelle in K.

1’

Aus: dem eben formuherten Satz kann man den Satz von Tsen (Journ.

of the Chmese Math.Soc. 1 1936) 21emhch 1elcht gewmnen. Er besagti " '

.Ist K e1n C Korper und L eine Erwelterung von endhchem Trans-

,zendenzgrad s lber K, so 1st L em C : -Korper

Der Satz von Tsen sowie der ihm 'vorangehende Satz gélten ent-
sprechend fiir SC Korper wenn man uberall homogene Formen o

durch Polynome ohne konstantes Ghed ersetzt

RADBRUCH, K. Endliche Kérper sind C -K'drpér

(Chevalley, Warning, Hamburger Abhandlungen 11 1936 und
Ax, American Journal of Math. 86, 1964).

Dieses Resultat folgt aus einem Sat_‘z von Warning:
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Sei K endlicher Korper -der Charakteristik p, F ein Polynom iiber

K in n Variablen und vom Grad d. Ist dann n > d, so ist die Anzahl

" der Losungen von F in K" durch p teilbar. Allgemeiner ist die An-

zahl der simultanen Lésungenvon endlich vielen Polynomen liber K
teilbar durch p, falls die Summe aller ihrer Grade echt kleiner ist

als die _Variablen_zahl.

SCHMALE, W.: Ist K C. -Kérper, dann ist K((t)) C -Kérpér

Dieser Satz folgt aus dem entsprechenden Satz fur rationale Funktio-
nenkérper (Satz von Tsen) m1ttels eines von Greenberg (Pubhcatlon

Math 31, 1966) angegebenenResultats

Sei R ein kompletter dlskreter Bewertungsring mlt Primelement t.
Seien Fl’ cees Fr Polynome aus R[Xl, . '-"Xn]" Dann gibt es ganze
Zahlen N>1, c¢>1, s>o, so daB firjedes v> N und jedes

x € R mlt F(x) omodt

[\)/c] s

(1<i S:r) ein y,€ RrR" existiert mit F(y‘)‘ =0 und X = y mod t
Der Beweis wi‘r‘d‘ durch Induktion nach der Dlmensmn des Ringes
KIX,,...,X_]/F,,...,F_ gefihrt. Dabeiist K der Quotientenksr-
per von R. Sei A = R[Xl’ .. .,Xn] /Fl’ RS Man kann 0. E.

annahmen, daf A Integritétsbereich ist. Es werden zwei Fille un-

terschieden:

(1) A ist separabel tiber R. Dann 148t sich die Behéupfung im wesent-
lichen auf das Henselsche Lemma (fiir mehrere Variable) zuriickfiih-
ren. | .

(2) A ist inseparabel uber R. Hier kommt es darauf an zu zelgen

daB jeder Punkt mod t von A in Wahrhelt schon ein Punkt mod t

eines echten Faktorrmges A' ilber R‘ von A ist.

Man kann dann die Induktionsvoraﬁss'etzung auf K ®RA' anwenden.

(Siehe hierzu auch den nédchsten Vortragsauszug.)
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GEYER, W.D.: Zum Beweis des Greenbergschen Satzes

(Bezeichnungen wie oben)

Der Reduktionsschritt fiir den inseparablen Fall 148t sich recht in-

struktiv auch mit Differentialen darstellen:

Seien A(A) und A(R) die Differentialmoduln von A und R. Dann ist

A(R) ein freier R-Modul, etwa mit der Basis drj, und die Insepa-

rabilitdt von A iiber R besagt gerade, daf in A(A) eine Relation

. E(}jdrj = 0 existiert mit o # G, €A. Fassen wir G, als nicht in

(Fl’ veos B ) liegende Poiyndme aué B = R[Xl', eies X "] auf, so kann. .

man diese Relatlon in A(B) so schre1ben EGJer TH dF + IF, 1%

‘mit H € B, w € A(B). Istnun x € R mit F, (x) =0 mod tv gegeben,-' :

SO folgt EG (x)drJ =0 mod t V-1 in AR), also G (x) = 0 mod t 1~,~'
wom1t der Greenbergsche Satz auf A' = B/(.. ey J ) reduz1ert
ist. ‘ -

HAHNEL, P.: 'thdzhoib“giéé}ie 'Diméhéidri 'dé'r' c"r'u‘p“pe" ‘G '

Es wurde § 2 des II Kapltels aus J. P. Serre "Cohomologle Ga-

10151enne vorgetragen. Darin wird d1e kohomolog1sche p Dimen-

sion cdp(Gk) der Galoisgruppe Gk eines separablen Abschlusses

- des Kérpers k uhtersucht Wenn p = char(k) dann ist cd (G )<1

Fur die ubrlgen p werden notwendige und hinreichende Bedlngun- -
gen dafur angegeben dafl cd (G ) < n ist. D1e kohomolog1sche D1-

mensmn cd(G ) w1rd als Supremum der p- D1mens1on deﬁmert

IRION, K.: I&(‘Srper der Dimension <1

(J.P.Serre, Cohomologie Galoisienne Ch.II, § 3)

Man sagt, ein Koérper k habe kohomologische Dimension <1, wenn

Cd(GI;) <1 und wenn im Fall char(k) = p#o0 zusétzlich noch
Br(K)(p) = 0 ist fir jede algebraische Ei‘weitetung K von k., Dabei.
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ist Br(K)(p) der p-Anteil der Brauergruppe von K. Weitere hierzu
gleichwertige Eigenschaften wurden angegebén. Hat k kohomologi-
sche Dimension <1, so auch jede aigebraische Erweiterung K von
k. Vollkommene Kérper haben kohomologische Dimension _<_ 1, falls
cd(G, ) <1. Jeder Ci—KSrper hat kohomologische Dimension <1. |

Die Umkehrung hiervon ist nicht richtig. (Siehe ndchsten Vortrag).

Ist k ein komplett und diskret bewerteter Kérper mit 'endlichem

Restklassenkorper, dann ist cd(G ) = 2, aber k braucht nicht C

" zu sein (Gegenbe1sp1e1 im nachsten Vortrag)

ROQUETTE,RE: (i) p-adische Kérper sind nicht Cgye

eines Koérpers der kohomologischen Dimension' < 1,

der aber ke1n C1 Korper ist

(Ax Proc of Amer,. Math., Soc 16 (1965) S. 1214)

(i) Ei_nKéSrpér k hat die Eigenschaft Ci(d)’ wenn jede Form in n
Variablen und vom Grad d mit n > a* eine nichttriviale Nullstelle

in k hat,

Der p-adische Zahlkorper Q hat die Elgenschaft C (2) und C (3)

-Ersteres ist wohlbekannt aus der Theorle der quadratlschen Formen,l

' 'letzteres hat Lewis (Ann.of Math, 56, S. 473 478) gezelgt Durch ex-

p11z1te Angabe von Formenwurde gezeigt, daf} Q nicht C (p(p 1))
fiir p>2 und Q nicht C (4) ist. Insbesondere 1st Qp also kein

Cz-Kﬁrper entgegen einer Vermutung von Artin,

- (ii) Es seien p,q zwei Primzahlen mit p <q, k0 ein algebraisch

abgeschlossener Kérper der Charakteristik o undAko((to)) der Po_-.-

tenzreihenkorper in einer Variablen liber ko.' k entstehe aus. ko
durch Adjunktion aller r-ten Wurzeln aus - to mit r prim zu p und q.
Wir betrachten den Kérper K, der aus dem Padtenzreihenkérper k((t))
iber k durch Adjunktion aller r-ten Wurzeln aus t mit r prim zu -

p+q entsteht. Nunist k kein Co-Kt’Srper. Auf Grund. des nachfolgen-
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~ den Lemmas ist daher K kein. Cl-Kérper. Es ist jedoch

G ~Z XxZ xT ,Z'1 /

und somit hat K kohomologische Dimension <1.

LEMMA: Sei K ein nichtarchimedisch bewerteter Erweiterungs-
'kérper von k mit Restklassenkdrper k und Wertegruppe W. Ist
dann k nicht C(d) und [W: dW] > d, sb ist K nicht C, ,(d).

Durch eine im Prinzip dhnliche, doch etwas komplizierte Konstruk-

tion erh&lt man einen Korper der kohomologlschen Dimension < 1

der nicht C Korper ist fir alle i.

- W. Schmale (Stuttgart)
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