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Ziel dieses Arbeitsseminars 'war es .. 'die Th'eorie der ,·e" -Körper
. . . l'

systematisch durchzuarbeitert. Die,se Theorie hat gerade in neuerer

Zeit du~ch eine Reihe von Resultaten über q~adratischeFormen und

durch Untersuchungen über p-adische Körper an Bedeutung gewon

nen. Es wurde auch auf den Zusammenhang 'der ·e. -Theorie mit der"
. " ,-.._---, .1 ' ...

Galois -Kohom~logie eing,egangen.
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LORENZ .. F.: Definition der C. ~Körper und der Satz von Tsen .
1

Bet~achtet we·rden homogene Fo~men F über einem gegebenen Kör

per K in n = n(F) Variablen und vom Grade d = d(F). K heißt ein
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C. -Körper (i eine ganze Zahl,::: 0.)" falls jede homog~ne Form F .
1

ü1;>er K mit n > d
i

eine nicht-triviale Nullstelle in K besitzt.. St"att "

homogener Formen kann ma:n auch Polynome ohne konstantes Glied

betrachten.' Hat dann K .in bezug auf diese' die'obige Eigenschaft" so.

heißt K ein SC. -Körper. Die C -Körper sind genau die algebraisch
.' '.1 o.

abgeschlossenen Körper. Jeder K~.rper K, über dem es. eine al- .

gebraisc~e Erwe~terung L vom Grade n >1 gibt" b~sitzt eine homo

gene Form F über K mit n(F)' =d(F) = n" die keine nichttriviale '.

Nulls.tellen in K besitzt" nämlich die Norm von .L ~ber·K. l?urch"

Betrachtung der.·reduzierten Norm einer Divisionsalgebra über ihrem
. .

"Zentrum erkennt man, daß die Brauersche Gruppe eines Cl -Körpers-

trivial ist. Die ·C·. -Eigenschaft kann als Verallgemeinerung der al-
. . - . 1 . .' ." . , "

gebraischen Abgeschlossenheit eine~ Körpers angesehen w~rden~

,Dies erken,nt man ~uch aus dem folge~denSatz:

Sind r homogene Formen F
l

, ..... F ~ in" ri yariablen und vqm glei

chen Grad d über einem C.-Körper Kgegeb~nund gilt n>"-rd
i
; so

. . '. ". ~. .. ,- " ._._~ -. .

haben F
1

, • ~ • , Fr-eine gemeinsame Nullstelle in K. -

Aus:dem eben fqrm~liertenSatz kann ma~ den satz'von Tsen (Jour~....,

af. the.Chinese Math. Soc. 2:." 1936) zi~~lich leicht g~winne~. Er besag~:

Ist l< eih,C. -Körper und L eine' Er~eiter~ngvon endlichem. Trans-'
·1' . ..

zendenzgrad s "über K, so ist L _ein Gi-ts -Körper.

. . .

Der Satz von Tsen sowie de~ ihm 'vor~ngehende - Satz g~.lten ent.--
. .

sprechend' für SC. -Körper~ wenn ~a'n überall.homogene Formen'
. . . 1 '. .' . . . ..

dq.rch Polynome ohne konstantes Glied ersetzt.

RADBRUCH, K.: ~ndliche Körper sin'd Cl-Körper

(Chevalley, Warning,"Hamburger Abhandlungen g, 1936 und

Ax" American Journal of Math. 86, 1964).
.' ---'
Dieses Resultat folgt aus ein'e~ Satz von Warnin.g:
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Sei K endlicher Körper ·der 'Chara~teristik P.. F ein Polynom über

K in n Variablen und vom Grad' d. Ist dann n-> d.. so ist die Anzahl

. der Lösungen von F in K
n

durch p teilbar. Allgemeiner ist die An...:

zahl der simulta~enLösungen'von endlich vielen Polynomen über K

teilbar durch P.. falls die Summe -aller ·ihrer Grade echt kleiner ist

als ~e Variablenzahl.

SCHMALE, W.: Ist K C~-Körper, dann·i·s·t.~k·((t)) '.e. l-Kö.rper
------·-1 - 1+

Dieser Satz folgt au's' dem· entsprechenden Satz für rationale Funktio

nenkörper (Satz von Tsen) mittels eines von Greenberg (Pub].j.cation
. .

Math. !!., 1966) angegebenen Resultats:

Sei R ein kompletter diskreter Bewertungsring mit Primelement t.

Seien F l' .. · , Fr Polynome aus R [X1~. • ~, XnJ. Dann gibt es ganze

Zahlen N> 1, c ~~... s ~ 0 ... so daß für -jedes \).::: N und jedes

x E R n'init · F( x) == 0 'niod .tv· '~ --_. .

(1 -<i ~:r) ein'y E RnexisÜert mit F(y) = 0 und x== y mod t[V/C].-s.

Der Beweis w~rd durch Induktion nach der Dim~nsion des Ringes

K[X
1

, ••• , X
n

] /F l' ••• , F r geführt. Dabei ist K d~r Quotientenkör

per von R. Sei A= R[X
1

, ~' •• ,X
n

] /F1' ••• , Fr. IVIankann o.E.

annahmen, daß A Integritätsbereich ist. Es werden zwei Fälle un-

terschieden:

(1) A ist separabel,übe.r. R. Dann-läß.t sich,'· die Behauptung im wesent

l~chen auf das Henselsche Lemma (für mehrere Variable) zurückfüh-

r~n.

(2) .A ist inseparabel über' R. Hi~r kqmmt es darauf an zu zeigen..

daß jeder Punkt mod t v von A in Wahrheit schon ein Punkt mod t V-r
. ~.. .

eine.s echten Faktorringes AI über R von ·A' ist.

Man kann dann die Induktionsv.oraussetzung auf K ®R AI anwende,n.

(Siehe hierzu auch den nächsten Vortragsauszu.g.)
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GEYER .. W. D.: Zum Beweis des Greenbergschen Satzes

(Bezeichnungen wie oben)

Der Reduktionsschritt für den inseparablen Fall läßt sich ~echt in-

struktiv, auch mit Differentialen darstellen:

Seien 6 (A) und 6 (R) die Differentialmoduln von A und R. Dann ist.

Ä(R) ein. freier R -Modul.. etwa mit der Basis dr ... und die Insepa~. " - J .
rabilität von A über R besagt gerade.. daß iz:1 li(A) eine R_elatio"n

. ~G.dr. = 0 ~xistiert mit 0 f G. EA. F'assen wir G. als nicht-in
J J '. J . . J " .

(F l' • • • , Fr) liegende Polynome aus B =R [Xl' .....' XnJ auf, so kann

man diese Relation in ß(B) so schreiben: EG.dr. ~ ~H.dF .. + EF.w.
_ " J J . 1 -1 11

mit H. E B. w.· E ß(B). Ist nun x E Rn mit F .(x) ;: 0 mod t \) gegeben,·
1 1 '. 1 .. ' V-I - ~-1 ~

SO folgt E G .(x)dr. =. 0 mod t in 6(R), also G .(x) :: 0 mod t ,
J . J ' . J

w{)mit der Greenbergsche Satz auf AI =B!( .. F
i
, •• Gr .) reduziert

-ist.

. ~. .~ ~. ... ~ .. . .. .. - - -. .. .. ..

HAHNEL. P.:· Kohomologische Dimension der Gruppe G k
.. . ..

Es wurde § 2 des 11. Kapitels aus J. P. Serre "Cohomologie Ga-

loisienne tl vorgetragen. Darin' wird Cli,e:kohomologisch:e p~Dime~-

• sio'n cdp(G
k

) der Galoisgruppe G
k

eines separableri.Abschlusses ...

des Körpers.k untersucht. Wenn' p =char(k). dann ist cdp(Gk)<l.•

Für die übr~gen p we~den t~otwendige ':lnd hinreiche'nde Bedingun~ "

genq.afür ange~eben: daß cdp(G
k
)< p ist. Die kohomologische Di- .

mension cd(G
k

) wird als Supr-emum der p-Dimension definiert.. .

IRION.. K.: Körper der Dimension < 1

(J • P. Serre.. C ohomologie 'Galo'isienne eh.,ll, § 3)

Mari sagt, ein Körper k habe kohomolC?gische Dimensi~n < 1.. wenn

cd(Gk) < 1 und wenn im Fall char(k) = p f 0 zusätzlich rioch

Br(K)(p) = 0 ist für jede algebraische E~'weiterung K von' k. "Dabei
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ist Br(K)(p) der p-Anteil der Brauergruppe vo"n K. Weitere hierzu

gleichwertige EigensGhaften wurden angegeben. Hat k kohomologi

sehe Dimension < 1# so auch jede algebraische Erweiterung K von

k. Vollkommene Körper haben kohomologische Dimension '<" 1 .. falls

cd(G
k

) :< 1. Jeder C I ~Körper hat kohomologische Dimension "< i.
Die Umkehrung hiervon ist nicht richtig. (Siehe nachsten Vortrag).'

, Is~ "k ein komplett und dis'kret bewerteter Körper -mit"end~chem

Restklassenkörper, dann ist cd(G
k

) = 2, aberk braucht nicht C
2

zu sein (Gegenbeispiel im nächsten Vortra"g).

. -

ROQUETTE,E: (i) p""'adische Körper sind nicht C
2

• (ii) Konstruktion
. . ..... ~ ~ . . . . . .

eines Körpers der kohomologischen Dimension- ~ 1..
- '.~ - +

deraber kein Cl -Körper ist

(Ax# Proc. o~ Amer. Math. Soc. ,16 (1965) S. 1214)

(i) EinKörper k hat die Eigens~haft.Ci(d), wenn jede Form in n .

Variablen und vom Grad d mit n.> d~ eine n~chttriviale Nullstelle

in k hat.

'.
Der p-adische Zahlkörper Qp hat ?ieEigenschaft C

2
(2) und C

2
(3) ..

Ersteres ist wohlb~kanntaus der Theorie der quadratischen Formenl

-letzteres hat. Lewis (Ann.of Math. 56 .. ,S·. 473 -478) gezeigt. Durch ex-
. .

plizite Angabe von Formen wurde gezeigt; daß Qp nicht C
2

(p(p-l))

für p > 2 und Q2 nicht C
2

(4) ist. Insbesonder~ ist Qp also kein·

C
2

-Körper entgegen' einer Vermutung von,Artin.·

(ii) Es seien p, q zwei Primzahlen mit p < ql k ein algebraisch
o

abgeschlossener Körper der Charakteristik 0 und. k6((t
o

)) der POr

tenzreih'enkörper in einer Variablen über k .' k entstehe aus. k
" 0 0

durch Adjunktion aller r-ten Wurzeln aus t mit -r prim zu p und q •
. 0 .

Wir betrachten den Körper K" der aus dem~-P.otenzreihenkörperk((t))

über k. durch Adjunktion aller r-ten Wurzeln aus t mit r pr,im zu "

p + q entsteht. Nun ist k kein Co-Körper. Auf Grund des nachfolgen-
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den Lemmas ist daher K kein· Cl-Körper. Es ist jedoch

G "JZ XZ x n z
K .- P q 11 p+q 1

und somit hat K kohomologische Dimension < 1.

LEMMA: .Sei Kein nichtarchimedisch bewerteter Erweiterungs

'körper von k mit Restklass~nkörper k- und W'ertegruppe W. Ist

dann k nicht C.(d) und [W: dWJ '> cl, . sb ist K nicht C. l(d).
. 1 . - 1+

Durch eine im Prinzip ähnliche, .doch etwas komplizierte Konstruk

e tion erhält man einen Körper der kohomo1ogischen Dimension < 1,

der nicht C. -Körper ist für alle i.
1 .

w. Schnlale (Stuttgart)

t_..~ _
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