Mathematisches Forschungsinstitut- : -

Oberwolfach

Tagungsbericht 15/68

Grundlagen der Geometrie

1. bis 6. Juni 1968

'Unter der Leitung der Herren Professoren F. Bachmann (K1e1)
H. Freudenthal (Utrecht) und E. Sperner (Hamburg) fand die tradl-
‘ t1one11_e Pfingsttagung iber "Grundlagen de_r Geometne ‘in _d1esem .

Jahre vom l.bis 6. Juni in Oberv'volfach‘ statt.

-Das gedrangte Programm der letzten Jahre und die erwartet hohe
'Zahl der Tellnehmer, unter denen auch d1esma1 erfreuhch v1e1e -
i auslandlsche Géste waren, hatten dazu gefiihrt, daf fiir be1de Pflngst-'

tage Vortrage angesetzt wurden,

Der angenehme Aufenthalt im neuen Hause lieR dles eher als einen
:Vorte11 erscheinen, zumal hlerdurch auch e1ne Te11ung der- Tagung

vermleden werden konnte.

In diesem Jahr wurden in Diskussionen und Vortragen vor allem
Fragen der topologlschen Geometne der- Kre1sgeometr1e sow1e

der absoluten Geometrle und ihrer Modelle behandelt
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Kollineationen auf Drei- und Vierecken der . -

Desar'guéés;chen pr‘o‘jektivAen‘ Ebene

SATZ 1: Slnd S1 Sz

einem Schlefkorper F, dle nicht alle durch denselben Punkt gehen,

und ist C der Verelmgung der Punktmengen S,

1, Sz, .S3,' so smd

~ alle Kolhneatlonen f von C, die eineindeutig in den Schmttpunkten

aller Paare von Geraden S

10 zl

83 sind und fir die f(C) nicht .

| ‘kollinear 1st auf der Vereinigung von S und S b1s auf regulare

1 2

11neare Transformatlonen als Faktoren durch

A xgxyxg) -

(e (x, )

e(x,), e(x )

gegeben, wo e ein beliebiger Endomorph1smus der mult1phkat1ven

Halbgruppt_e von F ist.

Wegen der Kollinearitdt der f auf C sind damit dié- f auf"'ganz C
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festgelegt, im Falle e(-1) = -1 sogar durchﬁreg durch (1).
Eine Konsequenz ist der folgehde

SATZ 2: Zwei Dreiecksnomogramme mit den projektiv-streng-:

" monotonen und surjektiven-Skalen £ bzw, fj' " auf den Geraden S,

bzw. S' (j =1 .2, 3) in allgemeiner Lage stellen denSelben Furik'-z
t1ona1zusammenhang (Gleichung) genau dann dar, wenn. f'J Ae BfJ

(G =1,2,3) ist mit reguliren pro;ektlven Transformatmnen A B und

‘ mit

e ha .
e(x) = | x |7 sign x
(a eine positive Konstante).

Die Dualisierung ergibt Aussagen und Probleme beziiglich Drei-

. gewebe,.

' SATZ 3: Smd S,, S.,, S,, S, vier Geraden in allgemelner Lage in

17 72 34

_einer pro;ektlven Ebene uber einem Sch1efkorper F und ist C d1e

: Verelmgung der Punktmengen S., S., S, 'S, 80 smd alle Kolhnea- :

17 72 73 ,._4’

‘_ tlone.n’f_von,C, d;e ‘eindeutig in Slﬂ.S , S, Ns,, S ﬂS sind und. B

2° 72 3

~ fir die f(C) nicht kollinear ist, auf C bis auf.regulare Transforma'.-“
~ tionen als-Faktoren durch (x Xgs ) - (e(x ~), e(x") "ev(x ) gegeben,
~wo e ein be11eb1ger mchtkonstanter Endomorph1smus (und som1t e1n

. Isomorphlsmus auf einen Unterkorper) von F ist.

ARNOLD, H.-J.: Allgemeine affine Ringgeometrie

Den freien Ringmoduln 'GISI iber Ringen & mit Einselement Wgrden_ N

(wie im Falle des Vektorraumes iiber einem Kérper) affine Geome-
trien zugeordnet, wobei die Beschrédnkung auf I‘}I >3 den réiumli'-,'

chen Charakter dieser Geometrien bestimmt. Es werden diese affi-

nen ngraume geometrisch-axiomatisch gekennzelchnet Ferner wer-

- den diejenigen Gruppen @ mit Familie B von @ iiberdeckenden Unter-

gruppen charakterisiert, zu denen es einen ng ‘6. und .eine Indéxmenge NE
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|3| >3 gibt, so daB @ = 6I3|(+) und R die Familie der zykhschen
G-Untermoduln des freien &. o" Moduls ist.

BROCKER, L.: Zur Struktur orthogonaler Gruppen iiber béwerteten '

Kiirpern

- Die orthogonalen Gruppen Uber einem Korper ‘mit dlskreter komplet- :
© ter Bewertung und zu einer amsotropen quadratlschen Form bes1tzen‘
’ abzahlbar v1e1e sogenannte: Kongruenz Untergruppen, welche Nor-

| ~ma1te11er smd

Es wird fur D1mens1on 3 geze1gt, daf d1ese im wesenthchen die ein- '_ o

zigen Normalteller der orthogonalen Gruppe und ihrer Kommutator- o

’ gruppe ‘sind.

'CECCHERINI, P.V.: 1) Morphisms between projective or affine

'spaces':"

2) On'some deflmtlons of prOJectlve spaces

1) A punctual one-to-one correspondence between two pro;ectlve

spaces S und S' (of d1mens1ons > 1 not necessarlly equal), wh1ch

' sends’ every trlplet of collinear pomts of S into a trlplet of colhnear ‘

pomts of S (i.e. a ''semicollineation') is necessarily a colhneatlon

~or not, accordmg as the spaces contam a finite or 1nf1n1te number

of pomts. For the 1nf1n1te (numerable) case an example of a cor-
respondance S=-S'is studled The question touches the def1n1t10n

of collineation, but is also a starting pomt for further 1nvest1gat10ns. _

' After some remarks about "semicollineations between two lines" it

is proved that a semlcalhneauon f: S y - S' Ly is always inherent

“to-a monpr_norpmsm y- Y. The emstence of certain semicollineations

offers the means for constructing some fibrations of projective spaces.

If S and.S!' are affine spaces, some exémples of semicollineations
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are given, Other properties are then stated,

2) A new definition of the graphic spacés and some genérahzations
are discussed, also in connection with the "'geometric lattices' and

with the "affine spaces of R. PERMUTTI".

CHEN, Y.: Eine Kennzelchnung der. pseudoeukhdlschen Kre1s-

geometme

Die pseudoeuklidische Kreisgeometrie wurde von W. BENZ (J.{.Reine

" u.Angew. Math. 1968) bzw. G. KAERLEIN (Dipl.Arb, 1968 Bochum)

durch Inzidenz- zusammen mit Transitivititseigenschaften der Au- -

tomorphismengruppe bzw. mit einem Schliefungssatz (Satz von

"MIQUEL) gekennzeichnet, Das gleiche Ziel kénnen wir hier mit-

tels eines relativ einfachen Axiomensystems aufgrund einer Beriihr-
relation zusammen mit Polaritétsforderungen erreichen, Der Beweis

stiitzt sich auf eine Arbeit von H. LENZ (Math.Ann. 1956).

FINKE, G.: .Lén"g‘engruppen. in verallgemeinértén Hilbert’ebenen RS

Unter einer verallgemelnerten Hllbertebene wollen wir eine H11bert- .

ebene verstehen, in der nur auf die Existenz von Mlttelpunkten und
W1nkelha1b1erenden verz1chtet w;rd. Ahnlich wie bei den Hllbtertebe-
nen l4Bt sich auch einer verallgemeinerten Hilbertebene eine Liadngen-
halbgruppe £ zuordnen, und weiter existiert zu 2 eine (bis auf Iso-
morphie) éindeutige Léangengruppe (G, 8, a), wobei G eine Gruppe

ist mit 2 als P-Bereich und a ein involutorischer Antiautomorphis-

mus, welcher 8 in sich abbildet. - Gibt es Strecken ohne Mittelpunkt,

so ist a von der Identitat verschieden, G nicht kommutativ und Q

kein Positivbereich von G.

Ein Konstruktionsverfahren fﬁr solche Léngengruppén_ (im Sinne einer

Erweiterungstheorie) wird angegeben. Insbesondere zeigt man, daf
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alle Lingengruppen (G, P, a), deren (bez. der von P induzierten Ord- -
nung) konvexer Gruppenabschlufl der Kommutatorgruppe von G abelsch
- ist, vollstdndig charakterisierbar sind durch kommutative geordnete

Gruppen.

" GARNER, C.: Regular Skew Polyhedra in Hyperbolic Space

A "Regular Skew Polyhedron'' is a generalization of an ordinary regular
polyhedron,' obtained by allowing a polyhedron to have a regular s kew .

polygon instead of a plane polygon as vertex figure.

It is known that there are only three regular skew polyhedra in Eu-
clidean three-space. It will be shown that there are exactly 32 in hy-
perbolic three-space, which are derived from honeycombs whose '

cells and vertex figures are not inscribed in equidistant surfaces.

- The method of deriving these polyhedra is based u'po>nv.‘the reflection
groups connected with Coxeter's graphic’aly'syfnbols for heneycombs.‘ -

A few examples of interest are discussed.

@  GUPTA, H.N.: On some Peculiarities in Cartesian Spaces over

arbitrary ordered Fields.

In this talk, an n- dimensional Cartesian space over an ordered field
F will be conceived of as a spacé of ordered n-ttiples of elements of
F with the relationé of "betweenness'' (a 3-place relation), and
"equidistance" (a 4-place relation), defined in the standard way.
(Other relations such as collinearity, orthogonality, are definable
in terms of betweenness and orthogonality). If the "Streckenabtra-
gung'' axiom is assumed to hold, then, as is wellknown, the under-
lying field is necessarily Pythagorean. If, however, the underlying
field is not Pythagorean, intéresting things happen. It is one of the

purposes of the talk to present some of these pecularities.
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Reference will be made to some of the recent results obtained by the .

speaker and other scholars in ‘this field.

HAVEL, V. Koord1nat151erung und Endomorphlsmen von:4-Geweben

Es werden d1e Koordmatenberelche fiir 4-Gewebe erster, zwelter und

dritter Art eingefiihrt; das sind sogenannte Doppelsysteme erster,

zweiter und dritter Art. Die Sitze iiber die.in diesem Sinne algebrai-

sche Beschreibung der Endomorphismén der 4-Gewebe-_werden angé--

, geben.

HAVLICEK K Uber einen Satz von K. Petr

Zum Gedenken des hundertJahrlgen Geburtstages -

von K. Petr

Unter dem Begriff der Verzweigung eines Punktes X der pf_oje_ktiveri
Ebene m iiber C mittels einer endlichen Menge M von Kollineatio-
nen versteht man die Gesamtheit der Punkte in n,} in welche alle Kol-

lineationen der Menge M den gegebenen Punkt X abbilden.

Es sei z.B. ¢ die ratlonale kubische Kurve in 7 mit verschledenen

Tangenten in ihrem Doppelpunkt und G, d1e bekannte Gruppe der auto- .

6
morphen Kollineationen der Kurve c. Die Zerlegung d_erAGruppe. G6

liefert gesetzméfig manche geometrische Eigen‘schaften‘der Kurve ¢,

von denen man als WichtigSte1f'olgende_vanfﬁhren kann:

Die Verzweigung eines beliebigen Punktes der Kur’vé c mittels G6

besteht allgemein aus 6 Punkten dieser Kurve, welche man in zwei

Dreiécke teilen kann, die dreifach homolog sind, wobei die zugehori-

gen Homologiezentren die drei Wendepunkte der Kurve ¢ sind, (Diese-

Konstruktion hat schon K. Petr 1906 entdeckt; jedoch ohne Zusammen-

hang mit der Gruppe G6- ).

Die gruppenthéoretische Auffassun'g ergibt noch weitere Eigenschaften
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der Kurve c, einschlieflich der Eingliederung in die Geometrie der .

elliptischen kubischen Kurve.

HUBNER, G.: Ein Axiomensystem der riumlichen absoluten Geo- .

metrie

Das Axiomensystem von NOLTE wird so abgeschwicht, daB einer- . ‘

- seits auch elliptische Rdume erfafit werden - dies geschieht durch
Zulassung eines Polartetraeders - und daf andererseits auch endli- -
che Modelle méoglich sind, die bisher wegen der Existenz ‘eines: o
eigentlichen Biindels ausgeschlossen waren.‘ Es werden néimlichv,
nur noch gewisse eigentliche Biis chel gefo;‘dert', so dafl u.a.

~ Modelle {iber fast allen endlichen Kérpern mit Chéraktéristik £ 2 |

| existieren, |
Trotz der Abschwichung gehngf die Einbettung in einén projektiven . ' .
Raum sowie die Konstruktion einér'quadratischeh Form, die die Me-l '

trik induziert. ‘

- Eine Erweiterung auf beliebige Dimensionen scheint méglich; win-

schenswert wire ferner die Einbeziehung der Charakteristik 2.

JUNKERS, W.: Eine Kennzeichnung der desarguesschen projektiven

Ebenen durch mehrwertige Ordnungsfunktionen

Bei der Untersuchung mehrwertiger Ordnungsfunktionen ist es sinn-
voll, neben dem bewdhrten, als "Geradenrelation' bezeichneten Axiom
auch dessen logische Umkehrung zu betrachten. Insbesohdere gilt der.

folgende

SATZ: Eine projekti\;e Ebene ist genau dann desarguessch, wenn es
eine Ordnungsfunktion auf ihr gibt, die sowohl der Geradenrelation

als auch deren Umkehrung geniigt.
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KLOPSCH, P.: Uber die n-dimensionale absolute Geometrie

Die "metrischen Teilrdume'' der n-dimensionalen absoluten Geometrie

im Sinne von F. Bachmann und H. Kinder lassen sich durch einfach

- zu beschreibende "metrische Teilbereiche“ M (,n+1.)-dimensiona'1ef

metrischer Vektorrdume V = V (K f) darstellen (K kommutativ,
Char K # 2). Ist der zu M gehorlge metrische Raum nicht elhptlsch B
so ist seine Bewertungsgruppe isomorph. zu der ‘von den Symmetmen

0. X € M, erzeugten Untergruppe der O(V)

Ein metrlscher Tellberelch M von V heif}t mvariant, wenn fiir alle

. Symmetrien cvon V. M oC M gilt.

Unter speziellen Voraussetzungen iiber V (der Skalafenkérpér K vori o

'V ist global, oder K ist beliebig, aber V istisotop) =wurden die in- .

) var1anten metrischen Te11berelche von V vollstandlg beschrleben. -

L

et s

. MISFELD, J.: Eine topologlsche Kennzelchnung der pro;ektlven

Rédume lber den reellen Zahlen '

Die erste Frage, die sich im Zusamrrienh'ang mit der Th'emenstellur;_g: o

ergibt, ist die Kennzeichnung der projektiven Rdume iiber t'opologi"%

. schen Kérpern. Der Ansatz von H. LENZ (Vorles. ii. proj. Géom '

Leipzig 1965) 11efert nur im kompakten Fall eine Kennzelchnung
In der Note ”Topologlsche prOJektlve Riume', Abh, Math,Sem, Umv. :
Hamburg, Bd. 32 Heft 3-4, konnte ich zeigen, daf} die projektiven

Réaume iliber topologischen Koérpern gerade durch den Begr1ffv des

topologischen projektiven Raumes beschrlebenwerden, .

also durch projektive Ridume, d1e eine topologlsche Struktur bes1tzen
so dafl Hiillenbildung von Punkt und Teilraum und Schmttblldung von
Hyperebene und Teilraum stetige Operatibnen sind. Jeder n- dimen;-
sionale topolog1sche projektive Raum (1n diesem Sinne) 1at3t sich al-
so topologlsch und algebraisch in der Form (Kn+1)*/K* iiber einem

topologischen Korper K darstellen.
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Es ist dann naéh weiteren topologiséhen Eigenschaften des projek-
tiven Raumes zu suchen, so dafl als Koordinatenbereich nur der Kor-
per der reellen Zahlen in Frage kommt. Bei der Untersuchung spe-
zifischer Eigenschaften reeller projektiver R&ume findet man, daf
solche Riume eine Topologie besitzen, beziiglich der sie zusammen-
hingend sind. Eine weitere wesentliche Eigenschaft feelier projekti-
ver Rdume ist die Tatsache, dafl ihre Topologie mit der aus der An-
ordnungsstruktur der reellen projektiven Rdume abgeleiteten Ord- v

nungstopologie libereinstimmt. Es taucht hiermit des Problem auf,

diese letzte Eigenschaft rein topologisch zu formulieren. Als Ergeb-

nis erhédlt man, da@ die projekﬁven Riume iiber dem Koérper der re-
ellen Zahlen unter den desarguesschen topologischen 'projekti\fen Réu-

men dadurch gekennzeichnet sind, dafl sie zusamme nhénge_rid

und nach Herausnahme zweier Hyperebenen unzu-

~sammenhédngend sind,

|

PEJAS, W.: Bewegungsgruppen vom Dehnschen Typ

 Sei G(a,J):= (@€0 (K, f) | f(a(a),a) € 1+27}, wobei n>3, K ein

kommutativer Koérper von Char # 2, f eine regulére symmetris'che
Bilinearform, J ein Ideal eines Bewertungsringes von K und a €V

(mit f(a,a) = 1) ist.

Es wird eine Anisofropie-Eigenschaft von f angegebeh, .welche not-

wendig und hinreichend dafiir ist,daB G(a,J).eine '"Bewegungsgruppe'
im Sinne des Axiomensystems der absoluten Geometrie von Bach-

mann-Ahrens-Kinder ist.

PIEPER, I.: Uber zweiseitige geschlitzte Inzidenzgruppen

Der Gruppenraum einer -elliptischen oder -eﬁklidischen Bewegungs-

gruppe ist eine geschlitzte zweiseitige Inzidenzgruppe (fir die Be-

Forschungsgémemsthaft
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griffe vgl. KARZEL, H.: Berié’ht iiber projektive Inzidenzgruppen -
Jahresber.d. DMV 67, KARZEL, H.: Metrische Geometrie, Vorle-
sungsausarbeitung, Hamburg, KARZEL, H. u. H. MEISSNER: Ge-
schlitzte Inz1denzgruppen und normale Fastmoduln, Abh. Math Sem.

Y

Univ.Hamburg 31).

- Um umgekehrt unter den geschlitZten Inzide‘rizgfuppen 'diejéhig‘en" zZu
'kennze1chnen die sich als Gruppenraum solcher Bewegungsgruppen |

| A darstellen lassen kénnen

1. ,Vertr:‘aghchkenselgensichafte'n der.:I~nz‘idenzgrup‘pe' oder

2 Dualifﬁtéeigenschaf}:en des Raumes e

' herangezogen werden. Dabe1 kann ein von H. KARZEL fur prOJek- h C

tive Inz1denzgruppen gewonnenes Ergebms (vgl H. KARZEL Zwel- .-

‘seitige Inz1denzgruppen, Abh. Math Sem.Umv Hamburg 31) noch ver- .

. schirft werden.

o -SCHRODER E. PrOJektlve Ebenen m1t pappusschen Geradenpaaren

FVon R. P Burn stammt die folgende Verallgememerung emes Satzes . -

von Hessenberg

Gibt es in einer pro;ektlven Ebene T ein pappussches Geradenpaar

so ist m -eine pappussche Ebene.

- _;: T e :,:..._\ et

Es wird dargelegt dafs sich dleser Satz recht durchs1cht1g bewelsen e
l43t, wenn man Begmffsblldungen aus der Mmkowsklschen Geometme '

heranz1eht Genauer

In der zu m dualen Ebene * lassen s1ch auf emfache Weise KOOI‘dl-
naten derart einfiihren, daf mH progektlver Abschlurs einer Minkowski-

schen Ebene, also pappussch und desarguessch ist.

In den Bewels geht eine Kennzelchnung der Bewegungsgruppen Mm- '

kowsk1scher Ebenen ein, . die ebenfalls erlautert w1rd

Forschungsgemeinschaft ’ . © @
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SORENSEN, K.S.: Zur Darstellung topoligischer Agesch].itzter

Inzidenzgruppen

Desarguessche geschlitzte Raume B,zw. Inzidenzgruppen lassen sich
naéh H. Karzel und H. Meiﬁner [(Geschlitzte Inzidenzgruppen und
normale Fastmoduln, Abh. Math.Sem.Univ."Ham'b-urg'?»l (1967) 69-88)
dufch Vektorbereiche bzw, norrﬂale Fastmoduln darstéllen. Eine:ge_-'

schlitzte Inzidenzgruppe heift topologisch, wenn sie weiter mit einer

Topologie versehen ist, so daB sie bez. der Gruppen- und der topolo-
~ gischen Struktur eine topdlogisfche Gruppe und bez. der geschlitzten

" und der topologischen Struktur ein topologischer ges_chlitzter Raum -

ist.

_Es wird zuerst eine Darstellung topdlogis(:her 'gesch-litzter Rdume

(msbesondere also topolog1scher affiner und topologlscher progektl- E -

ver Rdume) mit Hilfe einer spez1e11en Klasse topolog1scher Vektor-

- rdume angegeben. Dann wird gezeigt,. daB jede topologlsche endhch-

d1mens1ona1e desarguessche geschhtzte Inz1denzgruppe G durch

einen topologlschen normalen Fastmodul und falls G zwe1se1t1g und

nicht affin ist, sogar durch eine topolog1sche lokale Algebra darge--

stellt wird.

N

STRAMBACH, K.: Sphérische K‘reis'e,b'ené'h

Zeichnen wir auf der 2- Sphare ein System & von Jordankurven aus,
so daB durch je drei verschledene Punkte genau eine Kurve ("ein
Krgls " aus G geht, so sprechen wir von einer sphérischen Kreis-

eb/ene Es wird bewiesen:
Jede sphérische Krelsebene d1e eine punkttran51t1ve bzw. geraden-

transitive Gruppe T von Kreisverwandtschaften zuldflt, ist d1e klas-

sische Mobiusgeometrie der ebenen Schnitte der Kugelfldche.
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| TIMM, J.: Zur Konstruktlon schwach affmer Vektorraume und

schwacher b1narer Doppelstrukturen

Sperner konstrulerte mit . Hilfe e1ner gememsamen Verallgememerung
- der Fast- und Alternativkérper, den sogenannten C Systemen
schwach affine. Vektorraume beheblger D1men31on. Die Frage nach B
._den Elgenschaften der so konstrmerten Geometrlen hangt eng von
‘der Frage nach der Ex1stenz von- 6 Systemen ab, die weder Fast- |

noch Alternativ- (oder allgememer QuaS1 )Korper smd

. . Es wird eine Verallgememerung der chkson Zassenhaus Methode : |
zur Konstruktmn schwacher algebralscher Doppelstrukturen angege-_
ben, mit deren Hilfe man solche echten" @‘ Systeme aus Schlef-,

korpern erhalten kann

. WILLE R.: Uber d1e ‘Existenz. endhcher pro;ektlver Ebenen

Fir jede naturhche Zahl n W1rd eine pmmltlve Klasse EUl(n) modula-: , e
rer Verbande angegeben derart daﬁ alle endhch erzeugten frelen .
e Verbande in ‘.U?(n) endlich sind und da[& folgendes Ex1stenzkr1ter1um

- fir endliche prOJektlve Ebenen g11t

- SATZ: Bs glbt genau dann e1ne endhche pro;ektlve _
‘Ebene der Ordnung n, wenn smh der part1e11e Ver-g o

‘band zu einem Verband aus m(n) vervollstandlgen

1agt,
/-
Ve

B 'I're'ne Pieper _(H‘ambuf‘g) C
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