
MATHEMATIsCHES FORSCHUNGSINSTITUTOBERWOLFACH

.,.

Tag urig s b e r" ich t 1711968

FiJi1ktiönalglelchungen

i 7.6~ bis 22;6.i968

Die 6.. Tagw:g über Funktionalgleichungen staildj wie bisher~ titlter der LeitUng der

Profess,oren J.Aczel (Waterloo., Ont... Bochum) .. O.Haupt (Erlabgeni Nürnberg) und

A. M. Ostrowski (Basel). Leider konnte Herr Prof.Haupt wegen Erkrankung an der

Tagung nicht teilnehmen.

NebenLösungeneinzeJner Funktionalgleichungen und allgemeinen Sätzen bezüglich

Funktionalgleichungstypen im Reellen und Komplexen kamen Gleichungen in Alge

bren und abstrakten Räumen noch stärker zur' Geltung als bei früheren Tagungen.

Besonders sind Anwendungen von verallgemeinerten Funktionen und Zusammen

hänge mit Differentialgleichungen sowie ausführliche Behandlung von Funkti~nal

gleichungen hervorzuheben. Erfreulicherweise haben zahlreiche Vorträge ver

schiedene Anwendungen aus der Geometrie .. der Kontrolltheorie und der Infor

mationstheorie eingehend behandelt.

In der an die Vorträge anschließenden" oft sehr lebhaften Diskussion wurden ver

schiedene Fragestellungen erörtert und weiter geklärt. Die Problem- und Bemer

kungssitzungen erwiesen sich auch diesmal als sehr anregend und nützlich und

konnten sogar die knappen Zusammenfassungen einiger Vorträge' aufnehmen.. die

nicht ausführlich gehalten werden konnten.

Auch die diesjährige Tagung war überaus fruchtbar und ungewöhnlich anregend.

Eine Einladung.. d~e nächste Tagung im September 1969 in Kanada zu veranstal

ten, wurde dankend angenommen. Auf einhelli~enWunsch aller Teilnehmer wurde

daher nach Rücksprache mit der Leitung des Forschungsinstituts Oberwolfach

für den August 1970 die Veranstaltung einer Ta~ng über Funktionalgleichungen

in Oberwolfach in Aussicht genommen.

Die Anzahl der Teilnehmer wa~ doppelt so 'groß wie bei den beiden letzten Tagungen

über Funktionalgleichungen in Oberwolfach. Insgesamt waren 36 wissenSchaftliche

Teilnehmer aus folgenden Ländern" anv/esend: Australien (I), Deutschland (6),

Italien (1), Jugoslawien (3), Kanada (7)" Polen (1) .. Rumänien (6) ~ Schweiz (1),

Ungarn (4) .. Vereinigte Staaten (6).
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Mit Bedaue~'Wi.Ji-defestgestellt; daß .zaiili.eiChe eingeladene. Kvllege~J_.~beson

dere aus F~ieh wid U-ngarnJ niCht kommen kOni1te~.

Teilneluner

•

J.Aczel, Wa~er~.t Ont. (Kanada), Bochum

M. Bajraktarevic Sarajevo (Jugoslawien)

J.A. Baker~ Waterloo, Ont. (Kanada)

W.Benz.. Bo~um (Deutschland)

D.J>.Cargo, Amherst, Mass. (USA)

Y.Chen, Bochum (Deutschland)
v .

R.Z.Djordjevic"~ Nis (Jugoslawien)

A.Dragomir, Timi~oara (Rumänien)

W.Eichhorn# Würzburg (Deutschland)

I.Fenyö, Budapest (Ungarn)

P.Fischer, Budapest (Ungarn)

B. Forte ~ Pavia (Italien)

, H. Haruki, Water100, Ont. (Kanada)

T. Howroyd, Melbourne (Australien)

D. V.lonescu, Cluj (Rumänien)

P.Kannappan, Waterloo,. Gnt. (Kanada)

M. Kucharzewski.. Katowice (Polen)

S.Kurepa, Zagreb (Jugoslawien)

W;Maier~ Jena (De~.chland):

M.A. McKiernan, Waterloo', Ont..<Kabäda)'

U..Melchi9r, Bochum (Deutschland)

J . P . Mokanski, GuelphJ Ont. (Kanada)
/

G•.Muszely" Budapest (Ungarn)

M. N.Oguztöreli} Edmonton, Alta (Kanada)

V.Olariu, Bucuref?ti' (Rumänien)

A.M.Ostrowski, Base'l (Schweiz)

C.Popa.. Timisoara (Rumänien)

F .RadoJ · Cluj (Rumänien)

S.SegalJ Rochester~ N. Y. (USA)

A. Sklar, Chicago.. 111. (USA)

H. Schmidt, Vvürzburg (Deutschland)

B.Schweizer.. Amh~rst, Mass. (USA)

I.~tamateJ Cluj (Rumä.nien)

G. Targonski" Bronx, N. Y. (USA)

E. Vincze, Miskolc (Ungarn)

B. Zupnik.. Chicago, 111•. (USA)

i

Vortragsauszüge (Kurzfassungen der Vorträge sowie die .Problemstellungen und

Bemerkungen folgen - getrennt voneinander - in chron"ologischer Reihenfolge. )

H. HARUKI: On a "Cube Functional Equationll

In this lecture we solve the functional equation

f(x+t.l,y+t.~z+t)+ f(x+t,y+t .. z-t) + f(x+t .. y-t,z+t) + f(x+t,y-t,z-t) +

+ f(x-t.,y+t,z+,t) + f(x-t,y+t .. z-t) + f(x-t,y~t .. z+t) + f(x-t,y-t,z-t) =8f(x,y.,z).

.where f(x, Y" z) is a real-valued continuous function of three real variable S XI y" z

in the whole xyz-space and XI Y., Z, t are real variables.
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M.A. McKIERNAN: B01..mdedne·ss on a set' cf positive measure and the

.,J . rlean value pr-operty characterizes PQlynomials on aspace yIl

Let (yJ.... be a finite colle.ction ·oi fixed 'vectors in an n-dime,nsional ve·ctor
1 1 lEI' .

space yn over the reals IR I where card "(1) =.1:'-1? n · Let "f'a~i. I be
. "." 1 lE'

a set of real 'numbers such that . L f'-i = 1. We c~~s'ider function~
i EI."... .

.. .. '~

f : yn ~ IR which satisf~ the functional equa.;tion

(1 ) L p..f(x+tYJ = f(x) for all x € vn
l t€ IR ~ t ~ 0 .

. I 1 1 .
lE . '.

•
Theorem '1. If f satisfies (1) and if i) L}A-. t 0 far all J c. I,. ii) the y.

. J 1 1

\span VO I iii) f is bounded on some setl~f positive measure in Vn ~ then f is

a polyn~mial on yO of degree at most N(~-l) •

. .

This theo"rem is a,n immediate corollary of the more general

Theorem 2. Let V be a module over a commutative ring Q;. let Ac Q be

closed under addition; far y € V ~ let T denote the translation operator de-'
y~.

fined on all funetions f : Y -+ IR by (Tyf)(x) = r'(x +y)j let w
t

I for t € Q,

be the operator defined by ~t = 2. '" .(Tt .- 1) where ir.l. I C IR J

· I 1 Yl " 1 l€..s A 1€· .
~IYili€I< V I . card I = N. Let" be the commutative algebra (over IR) of a1l

finite lülear combinations of translation operators. If L ~. = 1 I '2 1:A-. f 0
· I 1 · ';'J'~ 1l€ 1('

für all Je I I then the ideal 11A generated in 1\ by the operators {Wtlt€A

incllldes all finite difference operators' of the form

k k
) 1 ( ~ \ 2 ;:'," (- 1 "T . - j. ". T. -ty~ '. . ... ty

.'~""\ N

for aU tE A .

vV.EICIDIORN: Funktionalgleichungen in Ve~orräumenund Algeb"ren

. . ·~olche Funlctiona~gleichungen (Urbild- u.nd Ioder Bildbereich der unbekannten

~:::;;'il1~';F,'unktionenei:l Vektorraum oder eine Algebra) sind unter anderem von Interesse
. . '.': ·:~·tf~"~:·:- ~: .\:. '.'~'" .' . . .

. . ":;~?~.i}:· :(i)~..·~:als definiereI!rle Relationen für Klassen von Algebren (siehe Problem 10,

':·;~:~;'~~~~;~y~~~~~~runten). . .

.. '.:"tA···~(ii) als· 'Hilfsmittel zur Strukturunte.rsuchung .?:~ge?~n~rAlgebrenl

. (iii) bei der· I,ösung -"on .lt'uI11rtionalgle ichungssystemen, sofern es möglich ist,

diese als eine einzelne Gleichung in einer Algebra aufzufassen.

:... ·'··~·.·Zü jedem 'der dr~i Gesichtsp11nkte ,vUrden" Beispiele gegeben.
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w. B~NZ: Über d.ie Funktionalgleichung f (1 +x) + f (1 + f(x» = 1

, - I

C. POPA: Structures. abstraites attachees ades equations fonctio~p~.!J.~

Dans le tr~vail on consid~re l' equation fonctionnelle

ou F .. a. sant des applic'ations connues· et ,on eherehe les -applications f .•
1 1

En associant ~ un ensemble une familIe de relations d' equivalence definies sur
. f··

cet ensemble J on obtient une structure que nous ·avons nommee E ":-structure OU
I . / .

structure d' equivalence. En definissant convenablement les homomorphismes
. ~

entre l~t~ E. ~structures:" on aboutit a la conclusion que chaque solution de l'e.qua-

tion fonctionnelle consid~r~e est un tel homomorphisme.

D. P. CARGO: Function semigroups and functional equations' _

The relations L J R" D and H J first studied by I. A. Green, are completely

chara'cterized far a function system J with the right subinverse property. These

results are applied to (1) the generalized idempotency equation gn+1 =g

and to (2) Babbage' s equation gn = m where m is a given subidentity.

Theorem 1. If J is the semigroup cf all partial functions from a set X to
itself, then the general solution f of (2) is uniquely a disjoint union f.= f v f J

o
where (a) f . is ~ permutation on the range of f I (b) fn(x) =x far allo .
x € domf I (c) domf f"l domf. = ~. (d) domf f\ ranf

1
=;t5 and Ce) f1

1
=cf;.

001 0

Theorem 2. Let n = 1 and let e be a fixed idempotent. Suppose all solutions
n

in e IH to the eq.uation g =e are known. Then we can determine (a) all
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permutation solutions to (2) for any M € eID; (b) a1l soiutions to (2), for

ahy In € eID; provided the fUnctions f
1

such that {= if> are known;

(c) all solutions to (tj wmch Ile in e/O ~

A. SKLAR: Lösungen der allgemeinen Konjugationsgle lcl1ungeI)'
• I

Es seien M
l

, M
2

nichtleere Mengen und n eine positive ganze Zahi. Es Sei G
n ."" .

eine Funktion, die eine TeUmenge von M
1

in Mt abbildet, und H eine Funktionj

die eine Teilmenge von M~ in M
2

abbildet. Wir nennen eine FunktionaJgleichung.

der Gestalt

in welche die unbekannte Funktion F die Menge MI in M
2

abbildet, eine D allge

meine Konjugationsgleichung" . Diese enthalten als Spezialfälle die am häufig

sten untersuchten Funktionalgleichungen, z. B. die Abelsche und die Schröder-

sehe .Gleichung:;..: für n = 1 ~ die Cauchysche und verwandte Gleichungen für n =2.•.

Wir können alle solche Gleichu!1.gen mit Hilfe von algebraischen Systemen, bear

beitet von B. Schweizer und Verf. [The algebra cf multiplace vector-valued func

tions, Bull. AMS 73 .. 510-515., 1967; A grammar of functions" Aequat. Math. ,

to appear. ].... sowohl ·d:em Begriff der 11 kanonischen Zerlegung" einer Funktion

. [Verf•. _ Canonical decompositions, stable functions and froctional·iterates, Aequat.

Mathe .. to appear] ge~einsam behandeln. Speziell ist es möglich.. eine nützliche

algeb:raische Charakterisierung aller Lösung~neiner Konjugationsgleichung zu

geben.

D. ZUPNIK: Interassociativity

Two groupoids (7" F) and (1: G) are GF-associative if FG Je yz =G x Fyz

for every x,y, z € l' . GF-associativity may be characterized by: Every right

multiplication R of F commutes with every left multiplication ~ of G.
x y

Theorem 1. Let (T, F) and (1'.. G) be GF-associative. Then

a) if F has a right identity e, then G(x,t} = F(~"fy) for every x, y € T where

f =A has domain rand as range a subset of the right nucleus of
e

F(=~xIFF =F F }).
yzx y zx

b) if F has a right identity e J and G has e as left identity. then F =G is a

semigroup.
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c) if there exist aE' 7 such that the right multiplication Ra of F, and the left

multiplication A € Gare both onto 1: then there exists a semigroup ( 'TI H)
a . '

with e as identit'J such that H(x J y) =F (x J f*y) =G(g*x, y) where f* is a

function such thCl.t R f* = j and g* is a function such that ~ g* = j (By j,
a a

\ve denote the identity function on 'r) .

Theorem ~. Let (TJ F) b8.an aI-bitrary groupoid \vith right.ilcn~.Then Ifthe compo-

sition of La and L
b

is also a left multiplication of (~F), then LaL
b

= L
Fab

·

Theorem 3~ Let F = ~ f t be a set of functions \vith Ran f ~ Dom f = T ,and

such that there exists a€ T so that fOl~ every XE rr there exists at least one

fE'F far \vhich fa = x. Then far every XE T there exists at most one func

tion t v/ith Ran t s.. Don~ t = T far vrhich ta = x; and which commutes with

every fE'F. L e. if t/= f\ for every fE'F and t
1

(a) =t
2
(a), then t

1
=t

2
•

B. SCI-r"VEIZER : Semigroups. on the space cf probability distribution functions

Let 6 be the set cf all functions F \Vlli.ch are leftcontinuous and non-decreasing

from JR into [0; 1) J i. e. I probability 4istribution fun·ctions in the extended

sense. For anJ" F, G in f)" and any h '!. 0 J let A and B be the properties
1 1

defined by: A(F ~ G, h)<=> F (x- h) - h::: G(x) for - h ~ x ~ h + hand

B(F"G... h)<-=) G(x) ~ F(x+h) -::. h for -h _1,t. x~ 1; and leth - -. h

't (F J G) .== inf Ih IA(F, GI h) and B(F, G, h)} hold. D. Sibley has shown, that .t
is a rnetric ·on 6 tllat the metric space (6 J t. ) is compact and that, far

any sequence ~ F
n
1 in /). , 1. (Fn' F) -> C if i F n 1 convergesweakly to F •.

Continuous .. associative operations (i. e.;j topological semigroups) on the space

( ß , t ) are of inter~st in the study of tl~iangle inequalities for probabilistic .

metric spaces and. in other connections as weIl. Convolution is one such; ~nd

others may be defined \vith the aid of the known solutions to the t"opo!ogical se

migroup problem on the unit interval .. Hovlever, the general problem of finding a1l

no~~isomorp:h.ic topologieal semigroups (i. e", all non-equivalent solutions to the

iunctiona.l eq1.1atjo~ of associativity) on tlle space (L.1 ~ t ) is unsolved.

,
1\1. BPwRAI{TA,REVIC: Stlr J.a solution generale de certaines equations· fon.ctiofiellea

En sUPPOSC'..D.t ql1e Ir soit un co~ps commutatif; X. (i = 1" ••. J n) J

1

X = Xl x X
2

~ ~ ..~ )c)( ~ Y - des ensembles dann.es non vides dont les ~l~mentsn .
sont designes l~espectivementpar xi' x :: (xl" · • , x

n
), y; f

i
(i =0, 1, .•• , n)
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c.J' (g , /
des applications "f : X ...~ L ~ f. : X. ~ y ...... L I on donne les solutions gen~rales

. 0 1 1

des ~quations fonctionnelles
n

f (x) + 2 f.(x ~y) =e ,
o i=l 1 i

n
f (x) + n f.(x ..,y)" = e ..
o . 1 1 1 .

1=

p n
f(x)+TI f.(x..,y)+ L. f.(x.,y)=9~
o .' 1 1 1 · +1 1 11= l=P

p n
f (x) + 1T f.(x.,y) • Z f.(x.ly) =e ,
o i=l 1 1 i=p+i 1 1

p n
f (x) + TI" f.(x.,y) + n f.(x.ly) =e ,
o i =1 1 1 i :;;p+l 1 1

. p n
f (~)+2. f.(x.,y)·Z- f.(x.,y)=9
o i=l 1 1 i=pfl 1 1

./ . ", , ,
et d'un certain nombre d' equations fonctiQJ1Elles se reduisant aux equations citees

. .

ci-dessus par des transformations simples.

r--
Bezeichnen wir mit GL(n, R) bz\v. GL(n, R) die Gruppe bzw~ Halbgruppe aller

quadratischen Matrizen der Ordnung n über dem reellen Za.h~körpe:rR. Das fol

gende Fllnkti.onalgleichunssystem

(1 )

(2)

,.....".

F(B • A) =F(B) • F(A) I F: GL(n.. R) -; GL(m, R) ,

g (B • A) =F(B) • g(A) + g(B), g: GL(n.. R) -;l> R
m

wird betrachtet.

Insbesondere werden die Lösungen von (1), (2) im Falle n = 2 I m == 3 bestimmt

(Z. Karenska).

Ist F eine Lösung" von (I) ~ so stellt das Paar (3) F I g = (F - e)· v

eine Lösung von (1), (2) dar~ wenn e eine Einheitsmatrix der Ordnung mund

v ein konstanter Vektor ist.

Es entsteht jetzt die Frage, \vann (3) die einzige Lösung von (I), (2) ist. Jede
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der nachstehenden Bedingungen ist dafür hinreichend. 10 Es gibt ein f. +0 I
o

so daß die Matrix F( ~ E) - e nicht singulär ist (M. Kuchar~ewski, M. Kuc~ma).
o

2° Es gibt ein f t 0, so daß die Matrix F(E
1

( f· » - e nicht singulär ist
o ' 0

CA. Zajtz),. 3
0

die Matrixfunktion F(x) nicht reduzibel und DetF(x) i 1 ist.

Aus diesen Bedingungen folgt" daß (3) die einzige Lösung von (1), (2) ist# wenn

F die Form
F (X) =cP (ll ) ~ )( x ... ~ x )( Y, x ••• )( y

(1) (2) •• '. (p) (1) ••• (q)

( A =DetX)

hat (Y = (X-
l

)T; das Zeichen "~1I bedeutet das Kroneckersche Produkt der

Matrizen) (A. Zajtz).

B. FORTE: On a system cf' functional equations in information. theory

We start from the axiomatic definition of the measure of the amount of informa

tion without probabilities. Then we try to derive among others both Shannon' s

. and Renyi' s entropies far incomplete distributions as special measures of infor

mation. This leads to the follo\ving system of functional equations:

r
. e (u, -x) = x + a (1 - U.t x) for V (u, x) € B

e [l-u~ x +e(l-v ~ y)J + e (l-v ~ y) = e [ 1- v, y +e (l-u ~ x) + e (l-u ~ x)1 u u v v

L for V (u~ v) € 'Ir , X € R, Y € R I

where R is the set cf real numbers, and B = {(u1 x) : u € [0" 1] I X € R ~ .t

~={lu, v}:U€(O.t 1] J vE(O.,l].t u+vZl1

One can prove the following two theorems:

Theorem 1: If i) e(uJ x) E C(B), ii) 9(u., 0) = 0 (entropy idempotency) ..

iii) 9(u, x) is strictly monotonie (increasing) with respect to x for every u 7 0 I

iV) e(u, x) satisfies (1').. then either
. 1 r- -(l-a)x]

(1) &(u" x) =1 _ a log L1 - u + ue . or (2) e(u, x) =- ux .

Function (1) defines Renyi' s entropy" function (2) defines Shannon' s entropy.

Theorem 2: If i) e (u, x) =e3
( ~ ), ii) e(u~ x) satisfies (op) ~ then

1 [ -(l-a)x](1 ) 9 (u, x) = -1--1og 1 - u + ue I or (2) 9 (u, x) =- UX.t or
~. -a .

. ' 1 kx
(.;3) 9\u" };:) =- k log (l + e ), k f 0 .
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~ ,
R. Z. DJORDJEVIO: Remarques concernant une equation fonction.nelle

Consid6rons I' ~quation fonctionnellesuivante:

(1) f(z+x, y, z) + f(Y1 y+z, x) + f(z, x, x+y)' = 0 I

ou x~ y~ Z € R (R l' ensemble des nombres r~e1s) et f: R
3

-7 R .

LI equation (1) est le cas particulier g =h =f de I' equation

f(z+x, y, z) + g(y" y+z, x) + h(z" x, x+y) = 0 •.

.n n' est pas difficile de demontrer que cette equation a 1a solution gen~ra1e dans

la forme f(u., v, w) =F(u-w, v, w), g(u, v. w) =G(u" v-u.. w) "

h(u" v, w) =- F(v, W-V, u) - G(w-v, u, v)" ou F et G sant des fonctions arbitrairs

de R.

lVles efforts, effectues en vue de resoudre 11 equation (1)" nem' ont permis de
/

determiner aucune solution non triviale de I' equation (1).

/'
Cependant.. jr ai obtenu les resultats suivants:

Theoreme 1. Si la fonction f satisfait l' ~quation fonctionnelle (1), nous avons

f(u, '7., 'v) + f(v., ~v~ u) + f(w.t U, v) = 0 •

The"oreme 2. LI equation (1)" n' a pas des solutions de degr~ moins de cinq 'et plus

de 0 ~

Theoreme 3. LI equation (1) n l a pas des solutions sous .la forme d' UD polynome de

degre n arbitraire. qui comprend tous 1es monomes de degr~ au plus n.

/ , '
Les resultats obtenus nous incitent a poser les trois hypotheses suivantes:

Hypotl1.cse 1. L'eq.uation fonctiorr.~lle(l)nla pas de solution sous la forme d'un

polynome,

H:lEothese 2. L' ~quation fonct:ionnelle (1) n' a aucune fonction ana1ytique comme

solution non triviale.

!!J:pothese 3. L' equatiori fonctiormell~(1) n' a pas de solutions non triviales de tout.

w. MAlER: Additive Inhaltsmasse im positiv gekrÜID.mten Raum

Die auf H. Kneser zurückgehende Integraldarstellung von Inhaltsmassen im R 1n-
fester Krümmung ,vurd~ für reguläre Simplexe durch H. Ruben mit Fehlarinte-

graJ..en als Integrandenfaktoren in Zusammenhang gebracht. Die Vielfachheit von

Eigen\verten einer quadratischen Form benutzte B. Vl/eissbach zur Klassifikation

von Simplexen entsprechend dem Zerfall gewisser Integrale; Simplexe vom Typ 1
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hängen nur von n unabhän~gen Bestimmungsstücken ab und genügen einer ein

fachen Funktionalgleichung. - Die letzten Arbeiten von L. Sc'hläfli zur vieldimen

sionalen Geometrie behandelten Quotienten von Inhaltsmassen aus Räumen ver

schiedener Kr9lim.mung. Mit· Begriffen der Verbandstheorie gelang es A. Effen

berger., aus den V"ink~ln verschiedener Ordnung im Simplex gewisse Invarianten

aufzubauen. Durch Konstruktionen der Ergänzungsgeometrie können damit

Schläflis Quotienten im Fall fester Nenner zur Herleitung linearer Funktional-.

gleichungen für l{onve~e Simplexe benutzt werden.

".
F. RP.JJO: Behandlung von Fragen über' Koll.ineationen mit Funktional-

gleichungsrnethoden

Ist Kein Sclliefkörper 1 K~:C =!{ " .( 0' I 'K = K v { ao , 6 so setzen wir

x + oD =~ + )f' = 00 für x € K I >t.. 4&1 =0./:>.. ~ =~ für X-€ K* u {w.t}

( ~ + ',)0 • o· oJ) sind nicht erklärt):: Die Abbildung e: K .... K heißt ein

Endomorphisnius von K I falls e(x +y) =e(x) + e(y) ~ e(xy) =e(x) e(y) ~ jedes

mal \venn die bezügl~ Operationen erklärt sind. Die Einschränkung e: M -.. K

von e auf 1\1 = €i-I (K) soll als ein partieller Endomorphismus von K be

zeichnet werden. Man bezeichnet M* =e-1 (K*). Es wird im Vortrag eine

Kennzeichnung der partieI;len Endomorphismen ohne Benutzung des Elements 00

gegeben.

Es sei P die Punktmenge der projektiven Ebene über K und r c P. Die Kol-

lineation cp: ce -7 P . wird als ausgeartet bezeichnet, wenn es Geraden gl' g2

mit cp( lf. ) <. ~1 U .~2 gibt. Es gelten die folgenden Verallgemeinerungen ·eines

Satzes 'tlonJ.Aczel und W. Benz: Ist die Kollineation cp: t ~ P nicht ausgear

tet und enthält f vier Geraden" so ist cp bis auf projektive Kollineationen als

Faktoren durch K(X1~X2~XS) 4 K(e(~xl)' e(fx
2) I e(fxs» gegeben, wo e

ein partieller Endomorphismus von K ist und r wie folgt bestimmt wird:

~ x. € lVI 3 i = 1, 2 1 3 J:1 j , I(X. € M*. Wird darüber hinaus die Injektivität von
1 J .

cp verlangtJ die Menge ce dagegen so verallgemeinertJ daß sie nur noch 3 Ge~a-

den und einen Punkt zu e!lthnltGn braucht, so gilt ~tatt der obigen Darstellung

die folgende: K(xl~x2~xS)~ K(e(x
1

). e(x2L e(xS» I wobei e ein Endomorphis

mus von K ist.
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M. N.OGUZTÖRELI: A class cf functional equations in optimal contra! theory

(Paper under publication in the Rend. Ace. Lincei. 1968.)

... •. I

I. FENYO: Uber ein Problem von M. Hosszu

E~ wird die Funktionalgleichung

f (x + y - xy) + f (xy) = f (x) + f (y)

im Bereich der Distributionen (im Sinne von -L. Schwartz) mittels gewisser

Distributionstransformationen gelöst.

e, V.OLARIU: Sur les itere'"s d'un ordre quelquongue des quelques operateurs

differentielles

On part de I' ~quation fonctior.nelle (1 ) f~ (x) * f~ (x) = f~+J'A. (x) ou ~ et r- sont

des nombres complexes et f
X

(x) est.une distribution qui d~pend analitiquement

de A" le. signe * indique la convolution des fonetions entre queIies il est pose.

Si les distributions f
X

(x) ont des proprietes convenables, on peut definir, a
I' aide de (1) toutes .~les solutions ele"mentaires d' un operateur differentiell
/ / ~ , /

etroitement lie a f
X

(x) et de ses iteres.

Ainsi" si f
A

(x) pour ~ =0 est la distribution de Dirac" f
X

(x) I = ~ (x) "
;\=0

(1) montre que
k

f_l(x) est une sorte de U inversion €üementaire" de f~(x) et si

f~(x) I =L 6 " , k =1, 2" • •. " (l) donne aussi que f
k

(x) est la solution
)l=-k

, ". k (k . /' , ) /elementaire de 11 0perateur L . Lest l' Itere d' ordre k de L. 11 resulte

que si on peut definir les iteres d'un ordre quelquonque L). de l'operateur L "

(1) donne les solutions elementaires eorrespondents.

on a f (x) = 0(x) et
o

ou iine matrice~

a ~tant un scalaire

x.6Q

x., 0si

si

A-l
x+ ax=--e ,
r (1\.)

. k \ dy
f_k(x) = L o(x); Ly =dx - ay J

Si f~(x)Exemple:
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Gy. I. TP.RGONSKI: Endomorpisms cf function algebras and Schröder's equation

The paper is part of a program to increase the use of functional analysis in the

theory of functional equations of one variable.

w is a mapping of an arbitrary set u into itselfj z is a linear algebra. A contra

variant exponential functor assigns to u the function set ZU and to w. the map

ping zw of ZU into itself.. zw turns out to be a linear endomorphism of zu,

of the form ZW f = f0 w. This occurs in the Schröder equation and its generali

zation., the linear functional equation cf the first ord'er l (the Kordylewski-Kuczma

equation).

The 11 reversalequation" algebra is this: in a given function algebra., every endo

morphism. generated by a contravariant exponential functor" in other words a

.e right composition (" substitutionlI). As known, the answer is affirmative for the

algebra of all conti~uous mappings of a compact Hausdorff space into the realsj

but compactness of the domain is not necessary since the answer is also affir

ma'tive far the algebra of all complex polynomials. The c:.ns\ver is ho\vever nega

tive for the algebra of all bounded functions of the unit int,zrval; if E is a proper

subset of the unit interval, t
E

its characteristic funetion, and hex) a mapping

of the unit interval into itself, then (J1. f)(x) = i-E(x) f[h(x)] is an endo-

morphism which cannot be represented as a right composition. It can however

be so represented if we restriet ourselves to the osubalgebra of real functions'

vanishing at some fix·ad x J provided h(x) takes on the value x .
o . 0

Neces'sary and sufficient conditions f<?r the "reversal equation" to be answerable

_ in the affirmative are not known.

J. A. BAlrnR: The functional equation
2 . 2

f(x+y) f(x-y) = f(x) - f(y)

Using a result of W. H. Wilson" Bull. Amer. Math. Soc. 26, 300-312 (1919) .. we

prove the following:

Theorem. Let f be a complex-valued function defined on areal vector space X
2 2

such that· fex +y) fex - y) =f(x) - f(y) for all x, y € X •

I. f is continuous alo:ng rays (i. e. V x € X the mapping r --+ f(rx) is a

continuous function of the real variable r), then either

(a) f is lin~ar (i. e. f(rx + sy) =r fex) + s f{y) far all X, Y E" X and all real

rand s) or

(b) f(x) =c ein L(x) Vx E: X where c is a complex constant and.L is a com-

plex-valued linear function defined on X.
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11. X is a linear topological space and f 18 continuous then I. haids and in

case (b) L is contin1J.ous.

ID. If X = Rn and f is measurable on some subset of positive measure then

f is contmuous.

Part TI. generalized a result <?f S. Kurepa, Ann. Pol. Math. 10 1-5" 1961, and

Part In. generalized r·esults of s. Kurepa J MonatG~ d. Math. 64; 321-329, 1960"

and S. L. Segal; Amer. IVlath. Monthly 70, 306-308, 1963.

A.OSTRO·VvSKI: Über eine Klasse von Fu~ional1lPgleichungen

111
Setzt man T(f, g) = J fg dx - S f dx f g dx, so wurde die Ungleichung

o 0 0
1IT(f~ g) I $ 4 Osz f Osz g bewiesen und im Zusammenh~ogmit einigen

Tschebyscheffschen Unglej.chungen auf die allgemeinsten linearen Mittelwerts-

(s !: 1) •

bildUngen übertragen. Von den weiteren Resultaten seien angeführt:
1 1

1(1 2 )2 (1 2 )2IT(f~ g) I ~"8 50 flO dx bg' dx

1 1 s 1
2) (J I f(x)-f(y)I dxdy 1 (lg4) S 1f'{x)lsdX~

t> 0 x-y. 0

1)

/

Gy. MUSZE'LY: Über die stetigen Lösungen der .Ungleichung

pf(p) + (1 - p)f(l - p) 2: pf(q) -+ (1 - p) f(l - q). Die in dem Intervall (O~ 1)

stetigen Lösungen lassen sich in der Form
1. P--2

f(p) = (1 - p). g(p - ~) + f g(t) dt + C

o
1 1

darstellen, wobei g eine in dem Intervall (-"2 ~ '2) ungerade~ stetige~ wachsende

Funktion und C eine beliebige Konstante sind.

P. Fr SCHER: Sur~ I' ine:5~~ite
n n

L. p. f{p.} ? L p. f(q.>
i =1 1 1 i -=1 1 1

On s' occupe ce l' inegalit,a' Sllivan:te
n n n n

L p.f(p.) ~ L p.f(q) (,:~) cu L p. ='T q. = 1 et P.:>O ~ q. >'0 ~
1· =1 1 1 · -1 1 ~'. ~ 1 ~ 1 1 11- 1-~ l-~

(i =1: 2, ••. J n) et !! ~ 2 , nlais fixe'. On de'montre les ~sultats suivants                                   
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/ , (Theoreme 1. Taus les solutions de *) sant monotones.

Theoreme 2. Taus les solutions de (*) sont diff6rentiables si n ~3e

Th:or~me 3. On considere la d~omposition de f dans la forme

"f = gl + g2 + h ou h est une fonction des sauts$ gl est une

fonction absolument continue et g2 est une fonction singuliere

continue, alors aussi h1 ,gl et g2 satisfont 1 (*). On donne

encore la solution generale de (*) dans la domaine des fonctions
,/

de sauts et celle des fonetions absolument continues. Ces .resul tats
./ ". ;' /

sont generalisations de resultats de M.M.Aczel et Mo Pfanzgal

(Metrika 11, 91 - 105, 1966) .

."

J. ACZEL: Über Zusammenhänge zwischen Differential- und

Funktionalgleichungen

Eine Differentialgleichung y" = cp(x,y,y') läßt mit y auch

x-!ooY(h(x» als Lösung zu, wenn CP(h,Y(h),Y'(h»h,2 + y'(h)h" =
= q>(x,y(h),y'(h)h') ist. Die.s geht in die von y unabhängige

Gestalt h" = r(x,h,h V) über, wenn cp(x,y,y'h l ) =
= cp(h.>y,y')h,2 + y'f(x,h,h') d.h. <p(x,y,zu) = <p(v,y,z)u2 +

+ zf(x,v,u) (1) ist.

Die Herren A. Moor und L. Pint~r haben (1) durch Zurückführung auf
. 2

f(x,y,zu) = r(v,y,z)u + zf{x,v,u) (2) und

y(zu) = y(z)u2 + zy(u) (3); u~d die Gleichung (3) unter

Differ'enzierbarkeitsvoraussetzung gelöst (PubI. Math. 13.,· 207-223,

1966). Hier werden (3), (1) und (2) kürzer und ohne irgendwelche

Regularitätsvoraussetzung (auch nicht Stetigkeit) gelöst.

Po KANNAPPAN: A Functional Eguation far the eosine

It is weIl known that$ the complex-valued, measurable solutions

of D' Alembert' S functional equation

(A) r(x+y)+f(x-y) = 2f(x)r(y), far x,y real~

are rex) = cos ax, where "a" is any complex constant. Here, the

fun~onal equation

(B) r(x+y+2A)+f(x-y+2A) = 2f(x)f(y),
where f is a complex-valued, measurable ~tion cf a real variable

and-A+Ois areal constant, is considered. It is shown that f is

cont~nuaus and tha t apart from the trivial sO.lutions (f ::. 0,1) ,

the only functions which satisfy (B) are eosine functions cos ax

and -cos bx where far the constants a and b only a denumerable

set cf (real) numbers 1s admissible~ Equat10n (B) is similar to

the equation
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f(x-y+A)-f(x+y+A) = 2f(x)f(y)
considered by E.B. Van Vleck (Arm. Math. (2) 13, 154~ 1913), where
f 15 assumed real and continuous and the general solution is

fex) = sin cx, for a sequence c = (4J;lln , (j=O,l, .•• ).

T.D. HOWROYD: Seme Unigueness Theorems for Functional Equations

If W= H{u,v,x,y) is continuous and implicitly defines v as

a continuous function cf w,u,x,y; F is continuOU5~ strictly

increaeing (or decreasing) and satisfies a Lipschitz condition

in its first place; ~ has measurable majorant on a set cf positive

measure and satisfies

~(F(xJY) = H(~(u)J0(Y),x,y),

then ~ is locally bounded. Further if r E[-~,l), s ~(O,oa) and
H{u,v,x,y) - H(U.,V,x,y) ~ rs ( I. u - u 1+ t v - V I),
H(u$u,x,x) - H(v,v,x,x) ~ s iu - vl ,

then ~ is uniquely determined by two initial conditions • These

results have extensions to the case where x,y are complex

variables or n-dimensional vectors.

E o VINCZE: Über eine Klasse der alternativen Funktionalgleichungen

Wir betrachten die Funktionalgleichung

(1) F[f(x+y),f(x),f(y)] = 0,

wobei xJ~ die Elemente einer beliebigen Abelschen Gruppe Q sind,

die gesuchte Funktion f die Gruppe Q 'in (oder auf) einen beliebi

tt gen Körper K der Charakteristik 0 abbildet, weiterhin F(u,v,w) ein
gegebenes Polynom von u,V,w ist. Es sei weiter

(la) F1 (f(X+Y),f(X),f(y)] = F2 '(f(X+Y),f(X),f(y)j
eine beliebige "Umordnung 1t der Funktionalgleichung (1) in dem

folgenden Sinne: Die Gleichung (la) entsteht aus (1) mit endlich

vielen Additionen, ~ultiplikationen und ihren Inversoperationen

angewandt an den Funktionen f(x+y), G~(X),f(Y)] , wobei G(u,v)
eine rationale Funktion von u,v ist, mit einverstanden auch die

Fälle, wo G(u,~) = G1 (u), G(u,v) = G2 (v), G(u,v) = konst. sind.
Wir nennen die Funktionalgleichung

h{Ft[f(X+Y),f(X),f(Y)]} = h\F2 lf(x+YLf(X),f(Y)]]
(oder ihre "Um"'rdnung" in dem obigen Sinne) eine algebraisch

e,lternative Funktionalgleichung von (1)~ wenn die rationale

Funktion h keine eindeutige Inversfunktion hat. Unter anderem

gilt der folgende
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Satz: Jede algebraisch alternative Gleichung der beiden

Funktionalgleichungen

r(x+y) - rex) - f(y) = 0 ,

g(x+y) - Ag(x)g(y) - Bg(x) - Bg(y) - C =
20, B =AC+B

besitzt nur dieselben nichtkonstanten Lösungen~ wie (2) bzw. (3).

D.V. IONESeU: Sur l'eguation fonctionnelle de M. Fr~het.
/'

On sait que pour la difference d'ordre n de la fonction f,
/' n x+nh

on a la representation ir fex) = .f. q>(s) f n(S)dS" lorsque

fEen [x,x+nh1' qui est un cas particulier de la reprtsentation
Xn

[xo "x1 , ... ,Xn ;f1 = ~ q>(s) f n(s)ds" lorsque fEen [xo,xnl.
o

Dans cette formule la fonction q> est positive sur (xo'xn ) et
xn 1

l'on a S ~(s) ds = --,
X

o
n.

pasn"af(n)M. Frechet a considere la difftrence
n

6
h1 , '.". · , hn

~ /

hj,eoo,h et a demontre quenles seules solutions continues de_ n
1 'equation fonctionnelle d r(n) = 0, quelsque soient

h1 , · · · , hn
.#' /

sont les polynomes de degre au plus egal a n-l .
,/ .

donnons la representatlon
h1 , · · · "hn
Dans cette communication nous

n x+h1+o •. +hn
.6. fex) = f 1!'(s) f n(S)dS

h 1 ,,···,hn x

lorsque f E. e n [x,X+h1+••• +hn1 et sous certaines hypothe'ses sur
les h

1
, ... ,hn • Nous montrerons que la fonction 1!' s'obtient par

"un probleme aux limites, qu'elle est positive sur l'intervalle

(X~X+hl+••• +hn) et que

X+h1+

J
···+hn /

1!'(s) ds = h1 h2 ... hn • De cette representation on
x

peut deduire des conclusions interessantes sur certaines equa-

tions fonctionnelles.

i..

•

/
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I. STAMATE: Funktionalgleichungen der Polynome.

Es werden die hauptsächlichsten Ergebnisse über die Funktional

gleichungen von Mo Frechet, Th. Anghelutza, Brouwer, A. Marchaud,

T o Popoviciu, D.V. Ionescu, J. Herbrand etc, erwähnt.

Die Arbe~t ist in folgende Kapitel eingeteilt: Funktionalglei

chungen einer Veränderlichen, Funktionalgleichungen mit mehrere~

Veränderlichen, abstrakte Funktionen, als limes definierte Poly

nome, integrofunktionale Gleichungen.

In der Zusammenfassung werden die vom Verfasser bearbeiteten

~ntegro-funktionalenGleichungen eingeführt, in denen die Glei

chungen mehrere unbekannte Funktionen enthalten.

S. KVREPA: Relations Between Additive Functions

We consider additive funct10ps fand .g such that

f(A(x» = p(x) g (B(x)}

holds far all but at most a finite number of" x's~ with A and B

quotients of polinomials and P a continuous function.

Problemstellungen und B~merkungen

1. Remarque sur la s{rie

g(x) = Lar ( <p(x) )r
;'

~(x+y) = ~(x) + ~(y). E. Vincze a pose la question suivante:
"Comment est-ce possible car~riser les fonctions g{x) qui

1\ tI'

peuvent etre ecrites sous la forme suivante;

, ",

ou x est reel arbitraire, les a sont
r

~ "-
reeles et Oll

~(x+y) = ~(x) + ~(y).

O 1
· ",,,- ,

n dünne p US1eurs theoremes pour caracteriser ces fonctions,

parmi" lesquels sont les suivants: Si cp est une fonction
, ): rnon-eontinue et si la ronetion entiere x ~ F(x) = arx

" ,n'est pas identiquement egal a une constante, on a que" la fonction
A

g ne peut pas etre mesurable dans aucun intervalle~ On donne la

• ;.. I ..-------------------- ---
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."./ '" "- ",

general~sat1on SU1vante de ce theoreme: Soit donnee une fonction

r~elle ~ qui po~s~de la propriete suivante: Si A est un ensemble

de positive mesure, alors l'image ~(A) est dense partout. Soit

x --+- F (x) = L a xr une teIle fonction entiere (a soit r~el)r r
pour laquelle F' (x) • 0 , alors on a que la fonction x -=>-F (ep (x»

ne peut pas etre continue dans aucun point, de plus elle ne peut
A •

pas etre rnesurable dans aucun 1nterva11e.

Po Fischer

2. Problem. QvEo Gheorghiu has mentioned the functional equation

(*) F(X,y) F(z,t) = F(xz-yt,xt+yt+yz)

stating only that F(x,y) = (x2+xy+y2)a with arbitrary constant a

is a solution. The equation implies

{

m (y) g <yX)
F (x,y) =

. m(x)

where m is a multiplicative function:

(i) m (xy) = rn (x) m(y)

(ii) g(u)g(v) = m(u+V+l)g(u~~i)

(iii) g(u)g(-l-u) = m(-l-u-u2 ) •

y =1= 0

y = 0

(u+v+l =f= 0)

How can the general. solution of (*) be determined explicitly?

How that of Ci), (ii), (iii) ?
/'

Jo Aczel

30 Remarko A detailed report was given on the method of

WoA.Luxembu~g (Lectures on AoRobinson's theory of infinitesimals

and infinitely large numberso Second edo 19640 po 82) on the

solution of the Cauchy equation (*) f(x+y) = f(x) + f(y)o

with means of non-standard analysis the following was proved:

if f is a solution of (*) on R and f is bounde~ on some

interval in R, then f (x) = x f (1) for all x E IR.

Io Fenyö

,/ .
4. Remark. MoVo Zareckij's paper 11 Sur quelques equat10ns

fonctionnelles liees a ll~quation da Cauchy tI (Russian), Doklady

Ako Nauk Beloruss SSR 11 (1967),487-491, states that

----~- -_....
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(1) F{x+y,z) + F(x,y) = F(x,y+z) + F(y,z)

iS.necessary and sufficient in order that

r(x+y)·= r(x) + r(y) + F(x,y)

should ha~e a solution f. This statement is false, but it beco~es

true if we combine (1) with

(2) F(x,y) = F(y,x) ,

because the general solution cf (1) 15

F(x,y) = r(x+y) - r(x) - r(y) + T(x,y) ,

where f 1s arbitrary, T is an arbitrary biadditive

(T(x1+x2 ,y) = T(x1 ,y) + T(x2 ,y); T(x'Yl+Y2) =

= T(x'Yl) + T(x'Y2) ) skew-symmetria (T(y,x) =
= -T(x~y) function, while the general solution of

the system (1), (2) is

F(x,y) = r(x+y) - rex) - r(y).
,

See eog. J. Aczel, Glasnik mate fiz. astron. 20, 65-73, 1965,

where also the general solution of the functional.equation

(4) r(x+y) + r(x-y) = 2f(x) + 2f{Y)

is given as rex) = ~ F(x,x) where F is an arbitrary biaddi

tive, symmetrie function. The function F belonging to a given

solution f can be given by

(5) F(x,y) = r(x+y) - r(x) - r(y).

The formal coincidene of (5) with (3) suggests more general

research on such dualities as that which seems to exist between

(4) and the system (1), (2).
/

J. Aczel.

5. Remark to Problem 2, above. The general compl~x-valued (real

valued) solution cf the functional equation

F(x,y) F(z,t) = F(xz-yt, xt+yz+yt) ,

assumed valid far all real x,y,z and t is

F(x,y) = q>(x+~i~ y)

where ~ 15 an arbitrary complex-valued (real-valued) function

of a complex variable satisfying
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cp(z "') = cp( z )cp( w)

far all complex z and W

The measurable (complex-valued) solutions are F ~O, F ~-1, and

F(x,y) =
if x = y = 0

if (x,y) * (0,0)

where n i5 an arbitrary integer and c a complex constanto

The measurable real valued solutions are

F ~ 0, F si and F(x,y) =
{ ~x2

where a 15 areal canstant..)
if x ~ y = 0

2)a 1· f+ xy + y ·

J.A. Baker

(x,y) • (0,0)

6. Remark o The above remark gives answer also to the other

question which I have posed under 2:

m(x) = ~(x) (the restrietion of ~ to reals)

g{x) = cp{x + ~ + i [3') .
/

J. Aczel

'i( 0 Remarque.
, /

On considere l'equation suivante:

= Kf{x) + f{Y) ~

o~ cette relation est valide presque partout (au sens de mesure

de Lebesgue de deux dimensions). On peut demontrer que pour taus

f on peut trouver une fonction F qui ales propriet{s suivantes

F(x+y) = F(x) + F{y)

et F(x) = f(x) presque partout (au sens de measure de

Lebesgue d'une dimension).

P. Fischer
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8. Remark to the above problem posed by P. Fischer: I belive

that it would be desirable to establish the extension in the

.following sense (also far the real Cauchy equation): if the

functional equation is supposed to be satisfied far all (X.9Y) € S

then the extension should satisfy it everywhere and be equal to

f on

S' ={xI3Y: (x,y)€s}v{yl]X:(X,Y)fS}V {Z = x+yl (x,y) ES1
",

J o Aczel

9. Remark o Means in n-space.

The following theorem 15 proved. The aase n~1 cf the theorem was

p~oven by Acz~l (On mean values, Bull. Amer. Math.·Soc. 54,

392-400, 1948). Rn denotes the n-dimensional Euclidean vector

space.

Theorem. Suppose that M 15 either an open n-cell or a clos€dn-c·ell

and that there is a continuous funct10n (x,y) ~ xy .from MxM

to M which 1s cancellative (ax = ay or xa = ya impli"es x=y)

and medial (xy·uv = xu·yv). Suppos-e further that M contains an

idempotent e (e = ee) which, in the case that M is a closed n-cell,

is not in the bounding (n-l)-sphere. T~en there exist commuting~

invertible linear transformations L1 ,L2 : Rn~ Rn and a

homeomorphism· f of M onto a subset of Rn such that r(xy) =
= L1 (f(X» - L2 (f(y» for all x,y in M. If, in addition to the

aQove hypotheses.9 we have commutativity (xy = yx) and idempo

tency (x = xx) in M, then there exists a homeomorphism f cf M
onto a subset of Rn such that f(xy) = fex) ~ f(y) for all

x,y in M.

K. Sigmon.

10. Problem. V sei ein Vektorraum über einem Körper K,

L: V~ Horn (V, V) sei eine Abbildung von V in die Algebra der

linearen Transformationen von V. L sei linear:

L(ax+ßy) = aL(x) + ßL{y)

Durch jede solche Abbildung L

wenn man als Multiplikation

(a,ß E K; x,y EV) •

ist eine Algebra in V

(x, y) ~ xy t V in V

bestimmt,

definiert:

(1) xy := L(x)y

~ .
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(= Anwendung der linearen Transformation L(x) auf den Vektor

y ~ V) • Umgekehrt definiert jede Algebra in V eine solche Ab

bildung L.
Gesucht ist eine Funktionalgleichung (oder ein System von Funktional

gleichungen) für Abbildungen L mit den genannten Eigenschaften

derart, daß die durch die Lösungen L(x) vermöge (1) definierten

Algebren eine~ Klasse nichtassoziativer Algebren bilden.

Ein Beispiel einer solchen Funktionalgleichung ist

M: V ·~Hom (v, V), linear

M(x) L(x) = t(x) I, f: V~K
I die Identität V ~V.

Diese Funktionalgleichung wurde behandelt in W. Eichhorn: Funktional

gleichungen in Vektorräumen, Kompositionsalgebren und Systeme

partieller DifferenticlgLeichungen. Aequationes Math., im Erscheinen.

w. Eichhorn

11. Remark. A~ resul t. and a problem far Baale algebras.

From the axiomatic definition of the information we have the .

following problem, formulated far Baale algebras. Let A be a

Baale algebra and let G be an arbitrary abelian group (specially,

the additive group of real numbers). We define the set A*2 by

A*2 = {(x,y): x EA, y cA, X{\y-= o} 0

Let cp: A*2~ G a mapping, satisfying the conditions

(1)

and

<p(x,y) = q>(y,x)

(2) Cf) (x vy" z) ;.

[(x,y) and

cp(X.,y) ~ cp(x,yuz) + cp(y,z)

(x U y , z) E A*2 J
is an arbitrary mappingIt is trivial., that if g: A~ G

~: A*2~ G is defined by

cp(x,y) = g(x) + g(y) - g(xuy)

then ~(x,y) is a solution of the system of functional equat10ns
(1) and (2)

We have proved the following

THEOREM. Let A be a finite Baale algebra and G ?n abelian graupe

If the maQ.Qigg cp: A*2 --?- G satisfies the condi tions (1) and (2)

then there exists a mapping g: A~ G, such that
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(~j) ep(x,y) = g(x} + g{y) - g{xuy)

holds for all (x, y) €. A *2 •

For an infinite Boole algebra we don't know, whether the theorem

holds or not. This is an open question.

Z. Daroczy

12. Remark. Functional equations on algebraic systems.

The functional equation
n

(1) fo(X+Y) + f 1 (X-Y) = ~=1 f 2k(x) f 2k+1 (Y)

containing several unknown functions f.: G~R , where (G,+) is
1

'a group and (R,+,.) a ring, leads to a generalized additive type

equation using identity

fo(X+Y+Z) + f 1 (X+Z+Y) =

= ~n [f2k(X+Y) f2k~1(Z) - f 2k(x) f 2k+1 (Z-Y) + f 2k(X+Z) f2k+1 (-Y)]
k=l

and supposing

(2) or

,

The method can be applied also far more general equations as 8 0 g •.

fo(XOY) + f1 (X*Y) ~ F[f1 (X), ...• ,fn (X); fn+1 (Y,),·····,f2n(Y)]

where F 1s giv·en and CJ, * are given binary opera~tibns satisfying

certain generalized associati~e laws resp. suppoSitions similar
_ to (2).

/
M. Hosszu

13. Remark. In connection with the discussion of derivations,

I would like to call attention to the following result of

W, Nöbauer (Funktionen auf kommutativen Ringen, Mathe Ann. 14:l,

11-1~75, 1962): Let (U,+,·,o) be the tri-operational algebra of
. (

functions over an integral domain Ij let R be the set of rational

functions in U; and let D be a transformation from R into U

satisfying the three conditions

D(f+g) = Df + Dg ,

D(feg) = (Df)eg + fe(Dg),

n(fog) = D(fog)-Dg
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If III is finite, then D is trivial in the sense that Df = 0

far every f in R. Ir lrl is infinite, then D is trivial or

the ordinary (formal) derivative. Th~ shows that adding the chain

rule to the surn and product rules has impqrtant cODsequences.

Bo Schweizer

14. Problem. It i5 known, that e.g. in the farnily of all power

series in two real variables, convergent everywhere~ the harmonie

functions are exactly those satisfying the functional equation

() . (x + iyu x,y = 2 Re u -2 , y 2 ix ) •

15 it possiple to derive from this a characterisation entirely

in terms of real variables?

GYoI. Targonski

j.5. Remarque e

,/ / ,;'

On donne la solution generale de l 1 equation

-Fr A. (x. ) = 0
i=l 1 11~···'Xi

Pi
~ /

sous l'hypotese que les variables Bant independantes et appar-

tiennent ~ un ensemble arbitraire M; les el~ments des matrices
/ /

considerees sant des fonctions definies sur M avec des valeurs

dans un corps commutatif K. Pour trouver la solution de cette
,. ", "" . . .;'

equation on a utilise des resultats de la theorie des matrices
" / ."seml-lnverses et inverses generalisees.

I. a. Pour l,equation matric1elle AX = B la condition de
'" J- -

·comptibilite est: B = AA B, et la solution est

X = A.I.r B + (E - A.L A) U •

/ /
b. On peut ecrire la condition de compatibilite sous la forme:

B = AA~ U ou (E - AAL )B = O. Des re;ultats analogues pur
,/

l'equation XA = B•
./

II. Soit l'equation A(x) B(y) C(z) = 0, qui est un cas
.", ;' / ",

particulier de l'equation consideree (les'variables sont inde-

pendantes) et le lernm~ :tab11 par E. Arghiriade (Rev. de mathe

pure et appl. no 9. 1967) est 1e suivant:
~ .

L'equation fonctionne11e matricielle A(x,y) B(z) = 0 admis la

solution ge"nerale A(x,y) = Al (x,y)p, B(z) = QBl (z), o~ Al" B1
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"s~nt des matrices arbitraires, P, Q etant des matrices constantes

soumises a la condition: PQ = O.

Nous avons: A(x)B(y) = M(x,y)P

(1) C(z) = Q N(z)

avee PQ = 0, dfO~ A{x)B(y)(E - plp) = O. Done

ave'~ P1Ql =. o.
;' '" .La condition de compatibilite etant

nous avons

(3) B(y) = Q1V(y)(E - plp) + w(y){plp).

Les relations (1), (2), (3) (pi est la semi-inverse de p) donnent
./ ./ ,/./ /

la solution generale dans le. cas considere 0 La technique utilisee
A "" ",est la meme pourle cas g~nerale.
/ / / . .

En considerant l'equation de J~ Aczel: F(x,z) = G(x,y)H(y,z)
,At. "(pour des matrices rectangUlaires de la .meme maniere sous certains

"conditions) nous avons obtenus quelques resultats, de quels nous

nous ocuperons dans une autre note.

E. Argh~riade - A. Dragomir

/

16. Remark on the paper read by J. Aczelo
A'

It appears that one can formulate an espect of Aczel's lecture

and of the paper by A. Mo6r and L. Pinter (PubI. Math. Debreceh 13,

207-223, 19~6), as folIows. Given an algebra F of n times

differentiable functions, D a not necessarily linear differentialn .
operator of order n, an~ S the solution set {f 'Dn(f) = 0] •

Question: given an f E F, D (r ) = 0, does there exist ano n 0
n~parameter family of substitution operators H- , such that. r·
Hz:; Yo is the solution set S, or possibly someninteresting subset

orn S; possibly the chaise cf the "generating element" y is
o

also relevant o If D i5 linear, a study cf the commutatorn

[Dn ,Hrn1 may be helpful. It is not impossible that early work

~ by P. Appell (Acta Math. 15, 281-315, (1891) ) may have some

connections with this.

Gy. I. Targonski
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17. Bemerkung zum Vortrag von Herrn Professor FENYÖ.
Es handelt sich um die Funktionalgleichung

(1) f(x) + f(Y) = r(x+y-xy) + r(xy)

stetig ist.und wir nehmen an, daß f an den Stellen x = ! 1

Mit y = -x folgt aus (1)

g(x) d~r rex) + re-x) = r(x2 ) + r(_x2 ) = g(x2 ) =

Wegen der Stetigkeit von f bei x =!1 folgt auch

2k
f{y) + f(-y) = g(y) = lim g(y ) = g(l) = 2b

k-flP' co
das heißt

2k
••• = g(x )= •••

( lY\ < 1)

(2) cp(x) d~r rex) - 'b = -[re-x) b] = -cp(-x)

ist eine 'ungerade Funktion. Damit geht die Gleichung (1) in

~(x) + ~(y) = ~(x+y-xy) + ~(xy)

über, und. dabei gilt auch

(4) ~(x) + ~(-y) = ~(x-y+xy) + ~(-xy),

die mi t y ~ ...y aus (3) folgt. Addieren wir die Gleichungen (3) a.nd

(4) ,,' so, ergibt sich wegen (2)

2~(x) = ~(x+y-xy) + ~(x-y+xy) •

Dies ist aber die Jensensehe Gleichung, was man mit den Substitu

tionen x+y-xy = u und x-y+xy = v leicht einsieht, das heißt

wegen der Stetigkeit von ~(x) (obgleich erst bei x = :1) erhält

man - wie das bekannt ist - die Lösung .CP(x) '= ax ~ c; infolge (2)

tt- ist c = O. Wir haben also rex) = ax + b als Lösungen unter der

oben erwähnten Annahme .•

E. Vincze

18. Problem.

Was sind die Lösungen der Funktionalgleichung
00 ot:J

f (l:a.) =~ r.(a.)
o ~.11 · 1 1 11= 1=

für die reellen Funktionen f o,f1 ,f2 , ••• von reellen Veränderlichen,

wobei > :ai eine (nicht unbedingt absolut) konvergente Reihe mit

der Nebenbedingung lai! ? la i +11> 0 (i=1,2, ••• ) ist.

E. Vincze
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19. Remark. The solution of Belousov's system cf matrix

~ functional equations

F(X+Y) = F(X) + F(Y)
F(F(X) - X)(F(Y) - Y)] = 0

where variables and function values are nxn real matrices is

given under the assumption of boundedness above on a set of

positive Lebesgue n 2-dimensional measure~

S.L. Segal

20. Remark. Kemperman's question: Ta find an additive non
-r

measurable function ~ on the reals and non-zero constants a k such

that L ak<P(xk ) converges precisely when L ak x k converges.

SoL. Segal

21 0 Remark. On the se't of solutions of the translation equation.

James Hamilton (Fordham University, Bronx, New York) found the

following results. Let F(u,v) be a function defined for all

reals j and a solution of the translation equation

(1) F [F(U,v), wJ = F [u,v+w].

A one parameter family cf functions of one variable is given by

F(c,t) = fc(t) , (c = const.)

the "index set" J\.F is defined as the set of values F(c,O), where

c ranges over all reals. Three statements are given:

I. The function F(c1 ;t) - F(c 2 ,t) either vanishes everywhere,

or nowhere, and then {f'c(t)J is isomorphic to J\F.
The equivalence relation of "shift relatedness" between F(c1 ,t)

and F(c2 ,t) prevails if

(2) :3 a Vt F(c1 ,t+a) = F(c
2
,t).

This relation generates a decomposition cf f (t) (and those of the
c v

index set) into disjoint classes. Thus e.g. F(u,v) = ue has

three equivalence classes, u., 0, U :::: 0 and u -< O. Let now Aa:
be the subset of J\F 'belonging to one equivalence class, and

So: the cor~esponding subset of lfc(t) 3 . Then
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11. The eodomain of eaeh funetion is identieal with Jla , and

eonversely, the set of all funetions in {feet») with a given.
codomain forms an equivalence class, and the codomain is the

eorresponding subset of the index set A F •

Hamilton concludes by studying two different solutions F(u,v)

and G(u,v) of (1). Deeomposing (fe(t) 1 and [ge(t)} = {G(e,t~
into equivalence classes he finds

111. For a class SaC.{fc(t)} to be shift related to a class

VßC (gc{t)\ it is necessary that J\a = J\ß. Here shift
relatedness is to be understood in the generalized-sense

ja 'r:jt F{c1 ,t) = G(c 2 ,t+a) •

Gy.I. Targonski

22. Bemerkung: Einige Bemerkungen über die Cauchy-Binet·'·sche

Funktionalgleichung.

Man betrachtet von dem Standpunkte der allgemeinen Lösung die

Funktionalgleichungen

f 1 (xy) = 2f1 (X)f1 (Y) + c

f 1 (xy) = f 1 (X)f1 (y) + f 2{X)f3{Y) + c

f 1 (XY) = 2f2 (x)f3 (Y) + c

Diese Funktionalgleiehungen sind von der Funktion f 1 (X) =
f(~,O,O,O) verifiziert, wo r(x,y,z,t) die Lösung der CAUCHY-.

BINET'schen Funktionalgleichung

f{ax+ßy+yz,alx+ß1Y+Ylz,at+ßv+yw,alt+ßlv+Ylw) =
= f(x,y,t,v)f(a,a1 ,ß,ß1 ) + f{x,z,t,w)f{a,a1 'Y'Yl) +

+ f(y,z,v,W)f(ß,ß1 'Y'Yl)

Man stellt fest, daß die vier Funktionen f 1 (X) =.f{x,O,O,O),
f 2 (X) = f(O,x,O,O), f 3 (X) = f(O,O,x,O), f4 {X) = f{O,O,O,x) die
Matrizengleichung

erfüllen.

O. Gheorghiu - B. Crstici
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Dies war die erste Funtkionalgle1chungstagung seit der Ein

weihung des neuen Gästehauses, dessen moderne und elegante Ein

richtungen allgemeinen Beifall fanden. Trotz des Personalmangels

haben sich die TeilDehmer aufs freundlichste umsorgt gefühlt.

Die Leiter der Tagung möchten die angenehme Pflicht erfüllen,

zugleich im Namen aller Teilnehmer der Institutsleitung aufs

herzli~hste für die Ermöglichung der Tagung und ihrer vorzüg

lichen Organisation zu danken.

I

I .. Fenyö (Rostock)
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