MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagurngsbericht 17/1968 Sy

Funktionalgleictungen

17.6; bis 22:6.1968

Die 6.. Taguz;g iiber Funktionalgleichungen stand; wie bisher, dnter der Leitung der
Profess.oreﬁ J.Aczél (Waterloo, Ont., Bochum), O.Haupt (Erla‘hg'en, Nﬁ:“nbei"g) und
A. M. Ostrowski (Basel). Leider konnte Herr Prof Haupt wegen Erkrankung an der
Tagung nicht teilnehmen.

s\' | Neben Lésungen einzelner Funktionalgleichungen und allgemeinen Sitzen beziiglich
Funktionalgleichungstypen im Reellen und Komplexen kamen Gleichungen in Alge~
bren und abstrakten Riumen noch stirker zur Geltung als bei friiheren Tagungen.
Besonders sind Anwendungen von verallgemeinerten Funktionen und Zusammen-
hénge mit Differentialgleichungén sowie ausfiihrliche Behandlung von Funktional-
gleichungen hervorzﬁheben. Erfreulicherweise haben zahlreiche Vortrige ver-
schiedene Anwendungen aus der Geometrie, der Kontrolltheorie und der Infor-

mationstheorie eingehend behandelt.

In der an die Vortrige anschlieBenden, oft sehr lebhaften Diskussion wurden ver-

schiedéne Fragestelluﬁgen erdrtert und weiter geklédrt. Die Problem- und Bemer-

kungssitzungen erwiesen sich auch diesmal als sehr anregend und niitzlich und
‘1 konnten sogar die knappen Zusammenfassungen einiger Vortrédge aufnehmen, die

nicht ausfithrlich gehalten werden konnten.

Auch die diesjdhrige Tagung war iilberaus fruchtbar und ungewéhnlich anregend.
Eine Einladung, die nichste Tagung im September 1969 in Kanada zu veranstal-
ten, wurde dankend angenommen. Auf einhenigeh Wunsch aller Teilnehmer wurde
daher nach Riicksprache mit der Leitung des Forschungsinstituts Oberwolfach
fir den August 1970 die Veranstaltung einer Tagung iiber Funktionalgleichungen

in Oberwolfach in Aussicht genommen.

Die Anzahl der Teilnehmer war doppelt so groBl wie bei den beiden letzten Tagungen
tber Funktionalgleichungen in Oberwolfach. Insgesamt waren -36 wissenschaftliche
Teilnehmer aus folgenden Lindern anwesend: Australien (1), Deutschland (6),
Italien (1), Jugoslawien (3), Kanada (7), Polen (1), Rumainien (6), Schweiz (1),
Ungarn (4), Vereinigte Staaten (6).
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< Mit Bedauerh wurde fesiéestellt’, daB zahlreiche eAingeladene-Ko]legen‘i.i'.rAxsbeson-

dere aus Foleh und tfhgéfn, ni¢cht kommen konnten.

Teilnehmer

J.Aczél, Waterloo, Ont. (Kanada), Bochum W.Maier, Jena (Deutschland)
M.Bajraktarevic' Sarajevo (Jugoslawien) M. A. McKiernan, Waterloo, Ont.(Kaﬁ'a;da)'

J.A. Baker, Waterloo, Ont. (Kanada) U.Melchior, Bochum (Deutschland)
W.Benz, Bochum (Deutschland) J.P.Mokanski, Guelph, Ont.(Kanada)
D.P.Cargo, Amherst, Mass. (USA) G..Muszély, Budapest (Ungarn)
.) Y.Chen, Bochum (Deutschland) M. N.Oguztt‘)'reli, Edmonton, Alta (Kanada)
. R.%.Djordjevic, Nis .(Jugoslawien) V. Olariu, Bucuresti (Ruménien)
A.Dragomir, Timigoara (Ruménien) A.M.Ostrowski, Basel (Schweiz)
W.Eichhorn, Wiirzburg (Deutschland) C.Popa, Timisoara (Ruménien)
L.Fenys, Budapest (Ungarn) F.Radé, Cluj (Rumaéinien)
P.Fischer, Budapest (Ungarn) S.Segal, Rochester, N.Y. (USA)
B.Forte, Pavia (Italien) ~ A. Sklar, Chicago, I1l. (USA)

- H.Haruki, Waterloo, Ont. (Kanada) _ H. Schmidt, Wiirzburg (Deutschland)
T.Howroyd, Melbourjne (Australien) B.Schweizer, Amherst, Mass. (USA)
D.V.Ionescu, Cluj (Rumaéinien)  LStamate, Cluj (Ruménien)-
P.Kannappan, Waterloo, Ont. (Kanada) - G.Targonski, Bronx, N.Y. (USA)

’) M.Kucharzewski, Katowice (Polen) E.Vincze, Miskolc (Ungarn)
S.Kurepa, Zagreb (Jugoslawien) B. Zupnik, Chicago, I11. (USA)

Vortragsausziige (Kurzfassungen der Vortrége sowie die Problemstellungen und

Bemerkungen folgen - getrennt voneinander - in chronologi'scher Reihenfolge. )

H. HARUKI: Cn a "Cube Functional Equation®

In this lecture we solve the functional equation ,
fx+t,y+t,z+t) + f(x+t,y+t,z-t) + f(x+t,y-t,z+t) + f(x+t,y-t,z-t) +
+t(x~t,y+t,z+t) + f(x-t,y+t,z-t) + f(x-t,y-t,z+t) + f(x-t,y-t,z-t) = 8f(x,y, z)

where f(x,y,2z) is a real-valued contimuous function of three real variables x,y,z

in the whole xyz-space and x,Yy,2z,t are real variables.
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M.A. McKIERNAN: Boundedness on a set of positive measure and the

Vo mean value property characterizes polynomials on a space v

Let iyi} el be a finite coliection of fixed vectors in an n-dimensional vector

space v?  over the reals R, where card (I) N > n. Let { ,u.} be
a set of real ' numbers such that Z M T 1. We con51der functions
: ' iel

f: V- R which satisfy the functional equai__tidn e

(1) 2 pif(xﬂ;}-i) =f(x) for all x e V7, teR, t20.
ieI : :

Theorem 1. If f satisfies (1) and if i) 2 M 0 forall JclI , ii) thé Y;

~ sSpan V' ’ 111) f is bounded on some set oiI positive measure in V™ ; then f is
. a polynomial on V' of degree at most _...N(IZ\I"I) )

| This theorem is an immediate corollary of the more general

Theorem 2. Let V be a module over a commutative ring Q; let Ac Q. be

cldsed under addition; for yeV, let Ty denote the translation operator de--
fined on all functions f : V—> R by (Tyf)(x) = f(x +y); let wt , for te@,
be the operater defined by W, = éﬂi(TtYi_, 1) where i/...i} i€l cR ,

{y.’; ie1< ¥, card I=N. Let A be the commutative algebra (over IR) of all

finite linear combinations of translation operators. If I My = 1, # 0
i€l i

forall J€1I, then the 1dea1 'D'A generated in /\ by the operators {wt?t A

includes all finite difference operators of the form

e k, Ky -k N(N-1)

. N
T - . e 1\ eee - + +ooo+
( t7, 1) (T‘?yz‘i. > tyy 1) for k, +k, ky”> =35

for all : teA.

W.EICHHORN: Funxtionalgleichungen in Vektorrdumen und Algebren

: ~_Solche Funktionalgleichungen (Urbild- undl cder Bildbereich der unbekannten

unktionen ein Vekiorraum oder eine Algebra) sind unter andérem von Interesse

-:-(i1) als Hilfsmitiel zur Strukturuntersuchung gegebener Algebren,

" (iii) bei der L.dsung von Funktionalgleichungssystemen, sofern es mdglich ist,
diese als eine @inzelne Gleichung in einer Algebra aufzufassen.

i"'“'f’Z‘u jedem der drei Gesichtspunkte wurden Beispiele gegeben.
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W.BENZ: Uber die Funktionalgleichung f(1+x) + £(1+ f(x)) = 1

Die folgenden Resultate wurden vorgelegt: Es gibt genau einen injektiveri-’ Anti-
endomorphismus f der multiplikativen Grubpe L* eines (nicht notwendig kommu-
tativen) Korpers L, der fir x f 0,~1 der Funktionalgleichung

f(1+x) +£(1 +f(x)) =1 genligt, ndmlich | f(x) =;1£- . Weiterhin: Gibt es einen in-
jektiven Endomorphismus f der Gruppe L*, der fir x £0,~1 der genannten
Funktionalgleichung geniigt, so ist L kominutativ. Auf zwei Anwendungen wurde
hingewiesen: Enthalt eine auf der projektiven Geraden iiber L minimal dreifach
transitive Gruppe ™ alle Translationen und Dilatationen, so ist L kommutativ
und [ = IPGL(Q,' L), Gilt in der Kettéengeometrie (k,L, T ); k ein im Zentrum
) von L gelegener Unterkérper, das Winkelaxiom von Wilheim Siiss, so ist L.
‘ kommutativund I = PGL(2, L).

C.PCPA: Structures abstraites attachees a des equations fonctionpelles

Dans le travail on considere 1'équation fonctionnelle
= O
| F(x, f (@ (x)),....f (@ ()
ou F, a, sont des applications connues et on cherche les applications fi .

En associant 3 un ensemble une famille de relations d' équivalence définies sur
cet ensemble, on obtient une structure que nous avons nommée € ~structure ou
structure d'équivalehce. En definissant convenablement les homomorphismes
‘ entre 4195.'5 € ~structures:;, on aboutit a la conclusion que chaque solution de I équa—
4

. . YO 4 .
tion fonctionnelle consideree est un tel homomorphisme.

D.P. CARGO: Function semigroups and functional equations ' .

The relations L, R, D and H, first studied by I. A. Green, are completely
characterized for a function system J with the right subinverse property. These
results are applied to (1) the generalized idempotency equation gn+1 =g

and to (2) Babbage's equation gn =m where m is a given subidentity.

Theorem 1. If J is the semigroup of all partiél functions from a set X to

itself, then the general solution f of (2) is uniquely a disjoint union f.= fou f,
where (a) fo 'is épermutation on the range of f, (b) fn(x) = x for all

X € domf0 , (¢) domfon dom'f1 = ¢> , (d) domfon ranf1 = ¢ and (e) f’ll =¢.
Theorem 2. Let n =1 and let e be a fixed idempotent. Suppose all solutions

in e /H to the equation gn = e are known. Then we can determine (a) all
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permutatlon solut1ons to (2) for any Mee/D; (b) all Soititioris to (2) , for

[

any mee/D ; provided the functions fl such that LJ; ¢ ‘are known;

(c) all solutions to (1) which lie in e/D

A.SKLAR: Lésungen der allgemeinen Konjugationsgleichungen

Es seijen Ml,M2 nichtleere Mengen und n eine positive ganze Zahl. Es sel G

eine Funktion, die eine Teilmenge von Ml; in M1 abbildet, und H eine Funktion;

die eine Teilmenge von Mg in M2 abbildet. Wir nennen eine Funktiogalgleichung
der Gestalt

F(Glx,-..ox)) = HF(x)), ..., F(x)),

' in welche die unbekannte Funktion F die Menge M, in M2 abbildet, eine "allge-

meine Konjugationsgleichung". Diese enthalten aISISpezialfé’.lle die am hé&ufig-

sten untersuchten Funktionalgleichungen, z. B. ‘die Abelsche und die Schréder-

sche;Gleichungﬁ;;: fir n =1, die Cauchysche und verwandte Gleichuhgen firn-=2.
‘ Wir kénnen alle solche Gleichungen mit Hilfe von algebraischen Systemen, bear-
1 beitet von B. Schweizer und Verf{. [Th_e algehra o multiplace vector-valued func-
tions, Bull. AMS 73, 510-515, 1967; A grammar of functions, Aequat. Math. ,
to appear |, sowohl dem Begriff der " kanoniscflen Zerlegung" einer Funktion
.[Verf.v » Canonical decompositions, stable functions and fractional iterates, Aequat.
Math., to appear] gemeinsam behandeln. Speziell ist es méglich, eine niitzliche

algebraische Charakterisierung aller Lésungen einer Konjugationsgleichung zu

. geben.

D. ZUPNIK: Interassociativity

Two groupoids (¥,F) and (7,G) are GF-associative if FG x yz = G X Fyz
for every x,y,ze€ T . GF-associativity may be characterized by: Every right

multiplication Rx of F commutes with every left multiplication ky of G.

Theorem 1, Let (7,F) and (7,G) be GF-associative. Then
a) if F has a right identity e, then G(x,9) = F(:_:,.fy) for every x,y€ T where
f= }Le has domain T and as range a subset of the right nucleus of

F(={xlFFyzx =FF, <

b) if F has a right 1dent1ty e, and G has e as left identity, then F éG is a

semigroup.
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c) if there exist ae T such that the right multiplication R, of F, and the left
multiplication )\ae G are both onto T, thzn there exists a semigroup (7, H)
with e as identity such that H{x,y) = F(x, f*y) = G(g¥x,y) where f* is a
function such that Raf* =j and g* is a function such that ).ag* = j(By i

we denote the identity function on 7). ’

Theorem 2. Let (7,F)bzan arbitrary groupoid with right ientty. Then f the compo-

sition of La and Lb is also a left multiplication of (7%, F), then LaL =L

~defined by: A{F,G,h)<¢> F(x-h) - h< G(x) for

Deutsche

b Fab ~
Theorem 3. Let F ={f} be a set of functions with Ranf ¢ Domf = T , and
such that there exists ae 7T so that for every xe€ T there exists at least one
feF for which fa =x. Then for every xc T  there exists at most one func-

tion t with Rant& Domt = A for which ta = x, and which commutes with

every feF. Le. if tif'= fti for every feF and tl(a) =t2(a) , then t, =t

B. SCEWEIZER: Semigroups on the space of probability distribution functions

Let /\ be the set of all functions F which are leftcontinuous and non-decreasing
from R into [G; 1] , i.e., probability distribution functions in the extended
sense, Forany ¥,G in A andany hz2 0, let A and B be the properties

£ X< h+% and

AT
. e

B(F,G,h)® G(x)¢ F(x+h) + h for -h- -:1-1 £ X< and let

IE,Q)-= inf{hIA(F,G, h) and B(J,G, h);; hold. D. Sibley has shown, that X
is a metric on 4 . that the metric space (& , X ) is compact and that, for

any sequence {Fn}_ in &6 , ¢ (Fn,F) = ¢ if {Fn} converges weakly to F ..
Continuous, associative operations (i.e., topological semigroups) on the space
(4, L) are of interest in the study of triangle inequalities for probabilistic
metric spaces and in other connections as well. Convolution is one such; and
others may be defined with the aid of the known solutions to the topological se-
migroup problem on the unit interval. However, the general problem of finding aIl‘
nor_xlisomorphic topological semigroups (i.e., all non-equivalent solutions to the

functional equation of associativity) on the space (4 , £ ) is unsolved.

M. BAJRAXTAREVIC: Sur la solution générale de certaines équations:fonctidhelles

En supposant que T soit un corps commuiatif; Xi i=1,...,n),

- . ’ ; r. 7
X = z{lx Xz » .. X )5._1 , ¥ - des ensembles donnes non vides dont les elements
. .

é . / - -
sont designes respectivement par X, x = (xl, cen ,xn),y ; fi i=o0,1,...,n)
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des applications f_: ¥ > ¢, f, XY ~ ¢ , on donne les solutions genérales

des équations fonctionnelles
n

fx)+ 2 flx,y) =0,
o(X) + Z fl(xi y)

n -
a .
£ (x) + i\=1 f(x,yy =6,

p n
£ (x) + T f(x,y) + 2 f(x,y) =9,

j=1 * 1 i=p+1
p ' n
£ &)+ T 1, L fix,y) =8,
: i=1 i=p+1
® p n -
| £ (x)+T7 £, 7))+ [] fx,y) =8,
[0} . 1 1 .o 1 1
i=1 i=p+l :
. P n
£+ T f(x,y) - 2 f(x,y) =8
i=1 i=p+l

3 / - X 3 / . ¢ 3 - ’
et d'un certain nombre d'equations fonctiomelles se reduisant aux equations citees

ci-dessus par des transformations simples.

/ .
M. KUCHARZEWSKI: Einige Ergebnisse iliber die Funktionalgleichungen mit

Matrizenargumenten

ﬁ
. Bezeichnen wir mit GL(n,R) bzw. GL(n,R) die Gruppe bzw, Halbgruppe aller
quadratischen Matrizen der Crdnung n iiber dem reellen Zahlkdrper R. Das fol-
gende Funktionalgleichunssystem

a F(B . A) =F(B) . F(A), F :GL(n,R) = GL(m,R),
(2) g(B-A)=F(B) - g(A) +g(B), g:GL(n,R) > R™
wird betrachtet.

Insbesondere werden die Lésungen von (1),(2) im Falle n=2, m =3 bestimmt

(Z. Karenska).

Ist F eine Losung von (1), so stellt das Paar (3) F, g=(F-e): v
eine Losung von (1), (2) dar, wenn ¢ eine Einheitsmatrix der Ordnung m und

v ein konstanter Vektor ist.

Es entsteht jetzt die Frage, wann (3) die einzige Lésung von (1), (2) ist. Jede
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der nachstehenden Bedingungen ist dafiir hinreichend. 1° Es gibt ein fo # 0,
so daBl die Matrix F( QOE) - e nicht singuldr ist (M. Kucharzewski, M. Kuczma).
2° Esgibtein ¢ 0, sodadie Matrix F(E,( ¢)) - e nicht singulsr ist

(A. Zajtz), 3° die Matrixfunktion F(x) nicht reduzibel und DetF(x) £1 ist.

Aus diesen Bedingungen folgt, dafl (3) die einzige L&sung von (1), (2) ist, wenn

F die Form
' FX)=o(A )X xX..oxXxYx ... xY ( A =DetX)

M @)...e) 1)... (@)

hat (Y = (X_I)T ; das Zeichen "x" bedeutet das Kroneckersche Produkt der
Matrizen) (A. Zajtz).

B.FCRTE: Cn a system of functional equations in information theory

We start from the axiomatic definition of the measure of the amount of informa-
tion without probabilities. Then we try to derive among others both Shannon's
~and Rényi's entropies for incomplete distributions as special measures of infor-

mation. This leads to the following system of functional equations:
[' 8(u,-x) =x+06(1-u,x) for VY (u,x)eB
1-v 1-v 1-u 1-u
- (Y —— = - — + —
(Ml oli-u, x+o -, 1] +0(.y) s ell-v,y+0 (7, 0 +0 (-, x)
for Y (u,v)eLr , xeR, yeR ,

where R is the set of real numbers, and B = {(u, x) :ue[O, 1], xeRY ,
s £={(u, v):ueCO,l], ve(O,l],u-i—le%.
One can prove the following two theorems:

Theorem 1: If i) 98(u,x)eC(B), ii) 6(u,0) =0 (entropy idempotency),

iii) 8(u,x) is strictly monotonic (increasing) with respect to x for every uz0,
iV) 8(u,x) satisfies (¢), then either

‘ -(1-a)x
(1) &f,x) = (1-a)x)

10g£1-u+ue (2) e(u,x)=-ux.

l-a
Function (1) defines Rényi's entropy, function (2) defines Shannon's entropy.
Theorem 2: If i) o(u,x) = C3( %), ii) O(u,x) satisfies (B), then
-(1-a)x
(1) 9(u,x) = (1-a)x)

log [1—u+ue , or (2) ®O(u,x)=-ux, or

1-a

(3) Ofu,x) =~ log(1+e¥) kto.
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R. Z.DJORDJEVIO: Remarques concernant une equation fonction rielle

e 7 . N .
Considarons l'équation fonctionnellesuivante:

(1) - f(z+x,y, z) + {(y,y+z,x) + £(z,x,x+y) = 0,

ou x,y,z€R (R l'ensemble des nombres réels) et f: R3 —> R.

L!équation (1) est le cas particulier g =h =f de 1'équation
f(z+x,y,2) + gly,y+z,x) +h(z,x,x+y) =0 ..

s P
‘Il n'est pas difficile de démontrer que cette e{quation a la solution génerale dans
la forme f(u,v,w) =F(u-w,v,w), g,v,w) =G(u,v-u,w),
. h(u,v,w) = - F(v,w-v,u) - G(w-v,u,v) , ou F et G sont des fonctions arbitrairs
de R.
@
Mes efforts, effectués en vue de resoudre 1'équation (1), ne m'ont permis de

Ve
déterminer aucune solution non triviale de 1'equation (1).

e
Cependant, j'ai obtenu les resultats suivants:

Théoreme 1. Si la fonction f satisfait 1'équation fonctionnelle(l), nous avons

f(u, v, w) + f(v,w,u) + f(w,u,v) =0 .
Théoréme 2. L'Gquation (1) n'a pas des solutions de degré moins de cing et plus
de 0.

Théoréeme 3. L'équation (1) n'a pas des solutions sous .la forme d'un polynome de

degré n arbitraire, qui comprend tous les monomes de degre au plus n.

/ - - ~ . = 3
K. Les resultats obtenus nous incitent a poser les trois hypotheses suivantes:

Hypothése 1. L'Gquation fonctiori~lle(l) n'a pas de solution sous la forme d'un

polynome,

Hypothése 2. L équation fonctionndle (1) n'a aucune fonction analytique comme

solution non triviale.

Hypothése 3. L/ éaquation fonctionnelle (1) n'a pas de solutions non triviales de tout, -

t

W. MAIER: Additive Inhaltsmasse im positiv gekriimmten Raum

Die auf H, Kneser zuriickgehende Integraldarstellung von Inhaltsmassen im Rn—l
fester Kriimmung wurde fiir reguldre Simplexe durch H. Ruben mit Fehlerinte-
gralen als Integrandenfaktoren in Zusammenhang gebracht. Die Vielfachheit von
Eigenwerten einer quadratischen Form benutzte B. Weissbach zur Klassifikation
von Simplexen entsprechend dem Zerfall gewisser Integrale; Simplexe vom Typ 1
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héngen nur von n unabhingigen Bestimmungsstiicken ab und geniigen einer ein-
fachen Funktionalgleichung. ~ Die letzten Arbeiten von L, Schléfli zur vieldimen-
sionalen Geometrie behandelten Quotienten von Inhaltsmassen aus Rdumen ver-
schiedener Krimmung, Mit Begriffen der Verbandstheorie gelang es A, Effen-
berger, aus den Winkeln verschiedenér Ordnung im Simplex gewisse Invarianten
aufzubauen. Durch Konstruktionen der Ergidnzungsgeometrie kénnen damit
Schléflis Quotienten im Fall fester Nenner zur Herleitung linearer Funktional-.

gleichungen fiir konvexe Simplexe benutzt werden.

F. RADéi Behandlung von Fragen liber Kollineationen mit Funktional-

gleichungsmethoden

Ist K ein Schiefkérper, K* = K<{0%, K =K u{®»} , so setzen wir

Xx+w =0 +%¥=0f fir xeK, xe =eX = fir xeK* u{~)

(@ +~ , 0-¢ sind nicht erkldrt). Die Abbildung e: K = K heifit ein
Endomorphismus von K, falls &(x+y) = &(x) +&(y), 2(xy) = é(i) ely), jedes-

mal wenn die beziigl. Operationen erklédrt sind. Die Einschrdnkung e: M = K

von ¢ auf M = 'é—l(K) soll als ein partieller Endomorphismus von K be-

zeichnet werden. Man bezeichnet M* = e_l(K*) . Es wird im Vortrag eine
Kennzeichnung der partiellen Endomorphismen ohne Benutzung des Elements o2

gegeben.

Es sei P die Punktmehge der projektiven Ebene tber K und ,‘f ¢ P, Die Kol-
lineation ¢: ¢> P ~wird als iqgg@_;‘__t_e_’g bezeichnet, wenn es Geraden gl,, g‘2
mit ¢(€)C 9,V g, gibt. Es gelten die folgenden Verallgemeinerungen eines
Satzes vonJ.Aczél und W. Benz: Ist die Kollineation ¢: €~ P nicht ausgear-
tet und enthéilt € vier Geraden, so ist ¢ bis auf projektive Kollineationen als
Faktoren durch K(xl’XZ’ x3) > K(e(exl) , e(gxz) , e(gxs)) gegeben, wo e

ein partieller Endomorphismus von K ist und ¢ wie folgt bestimmt wird:
qxieM , i=1,2,3 ,4 i qxj € M* ., Wird dariiber hinaus die Injekt;\}itét von
¢ verlangt, die Menge ¥ dagegen so verallgemeinert, dal sie nur noch 3 Gera-
den und einen Punkt zu enthalten braucht, so gilt statt der obigen Darstellung

die folgende: K(xl,x x3)-* K(e(xl), e(xz), e(x3)) , wobei e ein Endomorphis-

2’
mus von K ist.
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M. N. OGUZTORELI: A class of functional equations in optimal control theory

(Paper under publication in the Rend. Acc. Lincei. 1968, )

1. FENYO: Uber ein Problem von M. Hosszu

Es wird die Funktionalgleichung
flx+y-xy) + fixy) = £{x) + £(y)

im Bereich der Distributionen (im Sinne von L. Schwartz) mittels‘ gewisser

Distributionstransformationen gelést.

V. CLARIU: Sur les itérés d'un ordre quelquongue des quelques operateurs

differentielles

On part de l'équation fonctiornelle (1) fA(X) * 1, (x) = £y _m(x) ou A et p sont
des nombres complexes et f){(x) est.une distribution qui dépend analitiquement
de A, le signe * indique la convolution des fonctions entre quelles il est pose’.
Si les distributions fx(x) ont des propriéte’s convenables, on peut définir, a
1'aide de (1) toutes !les solutions élémentaires d'un operateur différentiel,

ctroitement 1ié & fh(x) et de ses itérés.

Ainsi, si fh(x) pour X =0 est la distribution de Dirac, fh(x)’ = $(x),
A=0
(1) montre que f_x(x) est une sorte de "inversion élémentaire" de fk(x) et si
fh(x) N = Lkg > k=1,2,... , (i) donne aussi que fk(x) est la solution
=-k

elémentaire de 1! operateur Lk . (Lk est 1'itéré d'ordre k de L ) n résulte
que si on peut définir les itérés d'un ordre quelquonque Lh de 1 ope/rateur L,

(1) donne les solutions élémentaires correspondents.

A-1 .

X, ax x si x>0 ‘
Exemple: Si fh(x) = e, x = ’
- Y 0 si x£0

on a fo(x) = §(x) et f_k(x) = Lk 5(x) ; Ly =%x:-’-' - ay, a &tant un scalaire

ou iline matrice.

o
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Gy.l. TARGCNSKI: Endomorpisms of function algebras and Schréder's equation

The paper is part of a program to increase the use of functional analysis in the
theory of functional equations of one variable. ~ '
w is a mapping of an arbitrary set u into itself; z is a linear algebra. A contra-
variant exponential functor assigns to u the function set z" and to W the map-
ping z" of z" into itself. zw turns out to be a linear endomorphism of zu,

of the form z“ f = fow . This occurs in the Schréder equation and its generali-
zation, the linear functional equation of the first order, (the Kordylewski-Kuczma
equation). _

The "reversal equation" algebra is this: in a given function algebra, every endo-
morphism generated by a contravariant exponential functor, in other words a
right composition (" substitution"). As known, the answer is affirmative for the
algebra of all continuous mappings of 2 compact Hausdorff space into the reals; .
but compactness of {he domain is not necessary since the answer is also affir-
mative for the algebra of all complex polynomials. The answer is however nega-
tive for the algebra of all bounded functions of the unit intzrval; if E is a proper
subset of the unit interval, *E its characteristic function, and h(x) a mapping

of the unit interval into itself, then (L f)(x) = + E(x)f[h(x)] is an endo-

vmorphism which cannot be represented as a right composition, It can however

be so represented if we restrict ourselves to the .subalgebra of real functions’
vanishing at some fixed xo , provided h(x) takes on the value xo.
Necessary and sufficient conditions for the "reversalequation" to be answerable

in the affirmative arzs not known.

J. A. BAXER: The functional equation f(x+y)f(x~y) = f(x)2 - f (y)2

Using a result of W. H, Wilson, Bull. Amer. Math. Soc. 26, 300-312 (1919), we

prove the following:

Theorem. Let f be a complex-valued function defined on a real vector space X

such that: f(x+y)f(x-y) = f(x)z - f(y)2 for all x,yeX. '
I. f is continuous along rays (i.e. ¥ xe€X the mapping r > f(rx) isa
continuous function of the real variable r) , then either
(a) f is linear (i.e. f(rx +sy) = rf(x) +sf(y) for all x,y€X and all real
r and s) or _
(b) £(x) = c sinL(x) Y xeX where c is a complex constant and L is a com-

plex-valued linear function defined on X.
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II. X is a linear topological space and f is continuous then I. hoids and in
case (b) L is continvous.
m. i X = R" and f is measurable on some subset of positive measure then
f is continuous.
Part IL generalized a resuit of 5. Kurepa, Ann. Pol. Math, 10 1-5, 1961, and

Part III. generalized resulis of 5. Kurepa, Monatsh: d. Math. 64, 321-329, 1960,
and S. L. Segal, Amer. Math, Monthly 70, 306-308, 1563.

A, OSTRCWSKI: Uber eine Klasse von Funktionaluhgleichungen

1 1 1 '
Setzt man T(f,g) = § fgdx - f fdx f gdx , so wurde die Ungleichung
c 0 §
. IT(f, g)l < :11- Cszf Oszg bewiesen und im Zusammenhghg mit einigen

Tschebyscheffschen Ungleichungen auf die allgemeinsten linearen Mittelwerts-

bildungen libertragen. Von den weiteren Resultaten seien angefihrt:

1 1
1 . \2 {1 2
1) IT(f,g)léé(Sf"zdx) (Jg'?‘dx) ;
0 ' ]
| 1 f £ 1 ‘
2) { flul dxdy ¢ “ (1g4) _f |f'(x)| dx , (s> 1).
[

I ..
Gy. MUSZELY: Uber die stetigen Lésungen der Ungleichung

pt(p) + (1 - p)i(1 - p) 2 pf(q) + (1 ~ p)f(1 - q@) . Die in dem Intervall (0,1)
stetigen Lésungen lassen gich in der Form
b1
< (-p)gp-d) + f gt)dt +C
0
darstellen, wobei g eine in dem Intervall (- 1 , %) ungerade, stetige, wachsende

Funktion und C eine beliebige Konstante sind.

n n
P.FISCHER: Sur I'inézalité > » £(p) 2 p, flq)
i=1_ -~ i=1

N SO S
On s'occupe de 1l'inegalite suivante

n n n
2 pfp) > pifla) () od p py=p q =1 et p;>0, q>0,
=1 *r =t i=1 iz

i=1.2,...,n) et n322, meais fizd. On démontre les résultats suivants

| DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaft ©




UFG

Deutsche
Forschungsgemeinschaft




- 14 -

Thé%réme 1. Tous les solutions de (*) sont monotones.

Théoreme 2. Tous les solutions de (*) sont différentiables si n 23.

7
Thébréme 3, On considére la decomposition de f dans la forme

f = g1 t 8o 7 h ol h est une fonction des sauts, 849 est une
fonction absolument continue et 8o est une fonction singuliére
continue, alors aussi hl,g1 et 8o satisfont a (*). On donne
encore la solution géhé%ale de (*) dans la domaine des fonctions

de sauts et celle des fonctions absolument continues. Ces réﬁultats
sont géhé}alisations de résultats de M.M.Aczél et M, Pfanzgal
(Metrika 11, 91 - 105, 1966). |

J. ACZEL: Uber Zusammenhinge zwischen Differential- und
Funktionalgleichungen

Eine Differentialgleichung y" = ¢(x,y,y') 148t mit y auch
x— y(h(x)) als Ldsung zu, wenn m(h,y(h),y'(h))h'z + y'(h)h" =
= ¢o(x,y(h),y'(n)h') ist. Dies geht in die von y unabhingige
Gestalt h" = f(x,h,h") diber, wenn o(x,y,y'h') =

- o(h,y,y")0'? + y'£(x,h,h')  d.h. 9(x,¥,2u) = ¢(v,¥,2)u” +

+ zf(x,v,u) (1) ist. ‘
Die Herren A. Moor und L. Pintér haben (1) durch Zuriickfiihrung auf
f(x,y,zu)’= f(v,y,z)u2 + zf(x,v,u) (2) und

y(zu) = y(z)u2 + zy(u) (3) ; und die Gleichung (3) unter

Differenzierbarkeitsvoraussetzung geldst (Publ. Math., 13, 207-223,
1966). Hier werden (3), (1) und (2) kiirzer und ohne irgendwelche
Regularitidtsvoraussetzung (auch nicht Stetigkeit) geldst.

P. KANNAPPAN: A Functional Equation for the Cosine

It is well known that, the complex-valued, measurable solutions
of D'Alembert's functional equation |
(A) f(x+y)+r(x-y) = 20(x)f(y), for x,y real,

n_n

are f(x) = cos ax, where "a" is any complex constant. Here, the
functional equation

(B) fx+y+2A)+r(x-y+28) = 2r(x)r(y),

where f is a complex-valued, measurable function of a real variable
and -a+0is a real constant, is considered. It is shown that f is
continuous and that apart from the trivial solutions (f =0,1),
the only functions which satisfy (B) are cosine functions cos ax
and -cos bx where for the constants a and b only a denumerable

set of (real) numbers is admissible. Equation (B) is similar to

the equation
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f(x-y+A) -f(x+y+A) = 2f(x)f(y)
considered by E.B. Van Vleck (Ann. Math., (2) 13, 154, 1913), where
f is assumed real and continuous and the general solution is

f(x) = sin cx, for a sequence ¢ = 124%%145 R (j=0,1,...).

T.D. HOWROYD: Some Unigueness Theorems for Functional Equations

Ir w= H(u,v,x,y) is continuous and implicitly defines Vv as
a continuous function of wW,u,X,y; F 1is continuous, strictly
increaging (or decreasing) and satisfies a Lipschitz condition
in its first place; @ has measurable majorant on a set of positive
measure and satisfies ‘
¥ (F(x,y)) = H(Z(),8(y),x,¥),
then @ is locally bounded. Further if r E_[—%,l), s e (0,0o°) and
H(u,v,x,y) - H(U,V,x,y) €rs (u-Ul+{v - vi),
H(u,u,x,x) - H(v,v,x,x) 2 s |u - v},
then ¢ 1is uniquely determined by two initial conditions . These
results have extensions to the case where x,y are complex

variables or n-dimensional vectors.

E. VINCZE: Uber eine Klasse der alternativen Funktionalgleichungen

Wir betrachten die Funktionalgleichung
(1) Flr(x+y),f(x),0(y)] = 0,
wobel Xx,y die Elemente einer beliebigen Abelschen Gruppe Q sind,
die gesuchte Funktion f die Gruppe Q in (oder auf) einen beliebi-
gen Korper K der Charakteristik O abbildet, weiterhin F(u,v,w) ein
gegebenes Polynom‘von u,v,w ist. Es sei weiter
(1a) Fy[£(x4y),5(x), (7)) = Fple(xey), £(x), £ ()]
eine beliebige "Umordnung" der Funktionalgleichung (1) in dem
folgenden Sinne: Die Gleichung (1a) entsteht aus (1) mit endlich
vielen Additionen, Multiplikationen und ihren Inversoperationen
angewandt an den Funktionen f(x+y), G[f(x),f(y)] , wobei G(u,v)
eine rationale Funktion von u,v ist, mit einverstanden auch die
Fille, wo G(u,Y) = Gl(u), G(u,v) = Gz(v), G(u,v) = konst. sind.
Wir nennen die Funktionalgleichung

n{F, [£(x+y), £(x), 2 (1)1} = n{F, (£ 0ery), 2(x), 23]}
(oder ihre 'Um rdnung" in dem obigen Sinne) eine algebraisch
elternative Funktionalgleichung von (1), wenn die rationale
Funktion h keine eindeutige Inversfunktion hat, Unter anderem
gilt der folgende
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Satz : Jede algebraisch alternative Gleichung der beiden

Funktionalgleichungen‘
(2) f(x+y) - £(x) - £(y) = 0,
(3) g(x+y) - Ag(x)g(y) - Bg(x) - Bg(y) - C =0, BZ=AC+B

besitzt nur dieselben nichtkonstanten Losungen, wie (2) bzw. (3).

/
D.V. IONESCU: Sur 1'€quation fonctionnelle de M. Frechet.

On sait que pour la diffé%ence d'ordre n de la fonction £,
-~ . n X+nh n
on a la representation ﬁ% £f(x) = § o(s) r “(s)ds, lorsque
X

I?GCn'[x,x+nh] , qui est un cas particulier de la repré%entation
i _

. _ n n n
[xo,xi,..,,xn,f] = §o o(s) £ "(s)ds, lorsque Tf€C [xo,xn] .
Dans cette formule la fonction @ est positive sur (xo,xn) et

x
n

1'on a § o(s) ds =-27
X n.

O

n

M, Fréchet a considéré la différence 2\ f(n) a n pas
. , ) hl,o.o,hn

h1,...,hn et a demontre quenles seules solutions continues de

1'équation fonctionnelle h A n f(n) = 0, quelsque soient
12000y .

hi""’hn sont les polynomes de degré au plus ééal a n-1.

- 3 / 3
Dans cette communication nous donnons la representation
x+hi+...+h

n n n
A r(x) = J‘ ¥(s) £ “(s)ds
hljoen,hn X
‘ n - : . 7
lorsque f€C [x,x+h1+...+hn] et sous certaines hypotheses sur
les h1’°"’hn' Nous montrerons que la fonction ¥ s'obtient par
un probléme aux limites, qu'elle est positive sur 1l'intervalle
(x,x+h.+...+h_) et que
i n
x+h1+...+hn

¥(s) ds = hy hy ... h . De cette représentation on
X

. . s/ . 7
peut déduire des conclusions intéressantes sur certaines equa-
"tions fonctionnelles,
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I. STAMATE: Funktionalgleichungen der Polynome.

Es werden die hauptséchlichsten Ergebnisse iiber die Funktional-
gleichungen von M, Fréchet, Th. Anghelutza, Brouwer, A. Marchaud,
T. Popoviciu, D.V, Ionescu, J. Herbrand etc, erwdhnt.

Die Arbeit ist in folgende Kapitel eingeteilt: Funktionalglei-
chungen einer Verdnderlichen, Funktionalgleichungen mit mehreren
Verdnderlichen, abstrakte Funktionen, als limes definierte Poly-
nome, integrofunktionale Gleichungen. .

In der Zusammenfassung werden die vom Verfasser bearbeiteten
integro-funktionalen Gleichungen eingefihrt, in denen die Glei-
chungen mehrere unbekannte Funktionen enthalten.

S, KUREPA: Relations Between Additiye Functions

We consider additive functions f and 1g such that
£(A(x)) = P(x) g (B(x))

holds for all but at most a finite number of x's, with A and B
qQuotients of polinomials and ‘P a continuous function.

Problemstellungen und Bemerkungen

7
1. Remarque sur la serie

g(X)=='§:ar( (x) ¥

on  o(x+y) = o(x) + 9(y). E. Vincze a posé la question suivante:
Comment est-ce possible caraméfiser les fonctions g(x) qui

A ’ . .
peuvent etre ecrites sous la forme suivante:
®

g(x) = 2 a (o(x))”

r=0
ou x est réel arbitraire, les ar' sont rgeles et dh
e(x+y) = o(x) + o(y).
On donne plusieurs théof%mes pour caracte}iser ces fonctions,
parmi lesquels sont les suivants: Si ® est une fonction
non-continue et si la fonction entiere x - F(x) = EE:arxr
n'est pas identiquement ééal 3 une constante, on a que la fonction
g ne peut pas Stre mesurable dans aucun intervalle., On donne la
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ge/ne/ralisation suivante de ce theoreme: Soit donnée une fonction
réelle ¢ qui poss\ede la proprie'té suivante: Si A est un ensemble
de positive mesure, alors l'image ¢(A) est dense partout. Soit

x — F(x) = Z:arxr une telle fonction entiére (a, soit reel)

pour laquelle F'(x) =% 0 , alors on a que la fonction x —>F (¢ (x))
ne peut pas etre continue dans aucun point, de plus elle ne peut
pas etre mesurable dans aucun intervalle.

P. Fischer

2. Problem. O.E. Gheorghiu has mentioned the functional equation

(*) F(x,y) F(z,t) = F(xz-yt,xt+yt+yz)
. stating only that F(x,y) = (x2+xy+yz)a with arbitrary constant a
is a solution. The equation implies '
m(y)g &) vy+o
F(x,y) = Y
m (x) y=0 P

where m 1is a multiplicative function:
(1) mxy) = m(x)m(y) |
(1) gg) = mutvil)g (R (atv+l % 0)
(iii) g()g(-1-u) = m(-l-u-u?) .

How can the general solution of (*) be determined explicitly?
How that of (i), (ii), (iii) 2 _
. : J. Acze/l

3. Remark. A detailed report was given on the method of
W.A.Luxemburg (Lectures on A.Robinson's theory of infinitesimals
and infinitely large numbers. Second ed. 1564. p. 82) on the
solution of the Cauchy equation (*) f(xty) = £(x) + £(y).
With means of non-standard analysis the following was proved:

if £ 1is a solution of (*) on R and f is bounded on some
interval in R, then f(x) = x £(l1) for all x€R.

I. Fenyd

4. Remark. M.V. Zareckij's paper " Sur‘quelques ef;uations
fonctionnelles liges a l'e’quation de Cauchy ' (Russian), Doklady
Ak. Nauk Beloruss SSR 11 (1967), 487-491, states that
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(1) F(x+y,z) + F(x,y) = F(x,y+z) + F(y,z)

is necessary and sufficient in order that

f(x+y) = £(x) + £(y) + F(x,y)

should have a solution f. This statement is false, but it beccpes

true if we combine (1) with

(2) F(x,y) = F(y,x) ,

because the general solution of (1) is
F(x,y) = flx+y) - £(x) - £(y) + T(x,y) ,

where f is arbitrary, T is an arbitrary biadditive
(T(xg+x5,¥) = T(xq,¥) + T(x5,¥)5 T(x,y4yp) =
= T(x,yl) + T(x,yz) ) skew-symmetrie ( T(y,x) =

= -T(x,y) ) function, while the general solution of
the system (1), (2) is

(3) - F(x,y) = f(x+y) - £(x) - £(y).

See e.g. J. Aczél, Glasnik mat, fiz. astron. 20, 65-73, 1965,
where also the general solution of the functional equation

(4) f(x+y) + f(x-y) = 2¢(x) + 2£(y)

is given as f(x) = % F(x,x) where F is an arbitrary biaddi-
tive, symmetric function. The function F belonging to a given

solution f can be given by

(5) F(x,y) = f(x+y) - £(x) - f(y).“

The formal coincidene of (5) with (3) suggests more general
research on such dualities as that which seems to exist between
(4) and the system (1), (2).

J. Aczél.

5. Remark to Problem 2, above. The general complex-valued (real-
valued) solution of the functional equation

F(x,y) F(z,t) = F(xz-yt, xt+yz+yt) ,

assumed valid for all real x,y,z and t 1is

F(x,y) = w(x+%+i%§-y)

where ¢ 1is an arbitrary complex-valued (real-valued) function
of a complex variable satisfying '
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P(zw) = 9(z)o(w)

for all complex 2z and W,
The measurable (complex-valued) solutions are F =0, F =1, and

0 if x=y =20
F(X,Y) = 2 2
(x + £+ l‘g«zy)n e In GTHyHYT) 3 (x,y) #(0,0)

where n 1is an arbitrary integer and ¢ a complex constant.
The measurable real valued solutions are

0 if x =y =20 _
PO, =l and Floy) - (x% + xy + )% ir (x,y) =R (0,0)
where a 1is a real constant. ' |

J.A., Baker

6. Remark. The above remark gives answer also to the other
question which I have posed under 2:

m(x) = o(x) (the restriction of @ to reals)
g(x) = o(x + 3 + 132 |

J. Aczéi

0} y . \ / 3 3
7, Remarque. On considere l'equation suivante:

(%) lexsn)ll = Be(x) + yeall

ou cette relation est valide presque partout (au sens de mesure
de Lebesgue de deux dimensions). On peut déﬁontrer que pour tous
f on peut trouver une fonction F qui a les propriékéé suivantes

F(x+y) = F(x) + F(y)

et PF(x) = £(x) presque partout (au sens de measure de
Lebesgue d'une dimension).

P. Fischer
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8. Remark to the above problem posed by P. Fischer: I belive

that it would be desirable to establish the extension in the
following sense (also for the real Cauchy equation): if the
functional equation is supposed to be satisfied for all (x,y) €S
then the extension should satisfy it everywhere and be equal to

f on

St = {x|3y: (x,y)éS}U{yi Ix:(x,y) € S}u {z = x4y | (x,¥) 683
J. Aczél

9. Remark. Means in n-space, ‘

The following theorem is proved, The case n=1 of the theorem was

\ proﬁen by Aczél (On mean values, Bull, Amer. Math. Soc. 54,

.,' 392-400, 1948). R" denotes the n-dimensional Euclidean vector
space. |
Theorem. Suppose that M is either an open n-cell or a closedn-cell
and that there is a continuous function (x,y) — xy from MXxM
to M which is cancellative (ax = ay or xa = ya implies x=y)
and medial (xy-uv = xu*yv). Suppose further that M contains an
idempotent e (e = ee) which, in the case that M is a closed n-cell,
is not in the bounding (n-1)-sphere. Then there exist commuting,

invertible linear transformations Ll,L2: R? —> R® and a
homeomorphism f of M onto a subset of R® such that f(xy) =

= Ly (£(x)) - Lz(f(y)) for all x,y in M. If, in addition to the
above hypotheses, we have commutativity (xy = yx) and idempo-

‘ tency (x = xx) in M, then there exists a homeomorphism f of M
' onto a subset of R" such that f(xy) = £(x) ; £(y) for all

X,y 1in M,

K., Sigmon.

10, Problem, V sei ein Vektorraum iiber einem Kdrper K,
L: V—> Hom (V,V) sei eine Abbildung von V in die Algebra der
linearen Transformationen von V. L sei linear:

L{ax+8y) = aL(x) + BL(y) - (a,B€K; x,y €V) .

Durch jede solche Abbildung L ist eine Algebra in V Dbestimmt,
wenn man als Multiplikation (x,y) — xyeV in V definiert:

(1) xy := L(x)y
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(= Anwendung der linearen Transformation L(x) auf den Vektor
. y €V) . Umgekehrt definiert jede Algebra in V eine solche Ab-

bildung L.
Gesucht ist eine Funktionalgleichung (oder ein System von Funktional-

| gleichungen) fiir Abbildungen L mit den genannten Eigenschaften

}  derart, daB die durch die LOsungen L(x) vermdge (1) definierten

‘ Algebren eine neue Klasse nichtassoziativer Algebren bilden,

‘ Ein Beispiel einer solchen Funktionalgleichung ist

M: V —s~Hom (V,V), linear
| M(x) L(x) = ((x) I,\4¢: V—>K
‘ I die Identitit V —V,

Diese Funktionalgleichung wurde behandelt in W. Eichhorn: Funktional-
gleichungen in Vektorrdumen, Kompositionsalgebren und Systeme
. partieller Differentialgleichungen. Aequationes Math,, im Erscheinen.

W. Eichhorn

11. Remark. A.result and a problem for Boole algebras.

From the axiomatic definition of the information we have the
following problem, formulated for Boole algebras. Let A be a
Boole algebra and let G be an afbitrary abelian group (specially,
the additive group of real numbers). We define the set I by

A*2 = {(x,y): XA, yEA, XNy = O} o

] Let @: A*2——>~G a mapping, satisfying the conditions
o 9(x,¥) = 0(y,x) [(x.7) € ax® ]
and ' .
(2) o(xwy,z) + o(x,y) = olx,yuz) + 9(y,z)

[(x,y) and (xuy,z)€a*® ] .

It is trivial, that if g: A-—>G is an arbitrary mapping

(VY A*2~e» G 1is defined by

o(x,3) = a(x) + &(y) - sxuy) [x.v €ns?],

then ¢(x,y) 1is a solution of the system of functional equations

(1) and (2)

We have proved the following

THEOREM. Let A be a finite Boole algebra and G an abelian group.,

If the mapping ©: A*°—s-G satisfies the conditions (1) and (2)
, then there exists a mapping g: A —=G, such that
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(3) , o(x,y) = g(x) + g(y) - g(xvuy)
holds for all (x,7) € A%,

For an infinite Boole algebra we don't know, whether the theorem
holds or not. This is an open question.

Z. Dardezy

i2. Remark. Fuﬁctional equations on algebraic systems.
The functional equation

- (1) £ (x+y) + f‘i(-‘x—y) = for (%) fo 4 (¥)

k=
containing several unknown functions fi: G—>R , where (G,+) is
N “a group and (R,+,+*) a ring, leads to a generalized additive type
‘ . equation using identity
fo(x+y+z) + fl(x+z+y) =

0 - |
= %;i [fzk(x+Y) f2k+1(2) -'fzk(x)vf2k+1(z—y) + ka(x+z) f2k+1('y5]
and supposing

(2) fo(x+y+z) =-fo(x+z+y) or fl(x+y+z) = fl(x+z+y) s X,¥52 €G

The method can be applied also for more general equations as e. g..
fo(XOY) + fl(X*Y) = F{fl(x),.'..,fn(x); fn+1(Y):'o--'.:f2n(Y)] ’

where F is given and o, ¥ are given binary operations satisfying
certain generalized associative laws resp. suppositions similar '

‘ - to (2).

’ /
M. Hosszu

13, Remark. 1In connectionbwith the discussion of derivations,

I would like to call attention to the following result of

W, Nobauer (Funktionen auf kommutativen Ringen, Math. Ann, 147,
11-175, 1962): Let (U,+,+, ©) be the tri-operational algebra of
functions over an integral domain I; let R Dbe the sét of rational
functions in U; and let D be a transformation from R into U
satisfying the three conditions

(1) D(f+g) = Df + Dg ,
(2) D(f*g) = (Df).g + £+(Dg),
() D(feg) = D(fog)-Dg .
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Ir |I| is finite, then D is trivial in the sense that Df =0

s for every f in R. If [Il is infinite, then D is trivial or
the ordinary (formal) derivative. This shows that adding the chain
rule to the sum and product rules has important cbnsequences.

B. Schweizer

14, Problem. It is known, that e.g. in the family of all power
series in two real variables, convergent everywhere, the harmonic
functions are exactly those satisfying the functional equation

_ _ + 3 _ 4
u(xsy)=2Reu(x'2ly:y2]ﬁ)-
Is it possible to derive from this a characterisation entirely
. in terms of real variables?

Gy.I. Targonski

15, Remarque. On donne la solution géﬁé%ale de l'eﬁuation

I
A, (X, =
j—.['";- l(xli,...,xi ) O

Py
sous l'hypotése que les variables sont inde%endantes et appar-
tiennent & un ensemble arbitraire M; les éléﬁents des matrices
considerées sont des fonctions dé%inies sur M avec des valeurs

. dans un corps commutatif K. Pour trouver la solution de cette
'\‘ dquation on a utilisé des résultats de 14 theorie des matrices
.'i' semi-~-inverses et inverses ge’ne’iﬂalise'es.
I. a. Pour 1l'equation matricielle AX = B la condition de

comptibilite est: B = AA~ B, et la solution est
S X:'AJ'B+(E_A*LA)U.

b. On peut éérire la condition de compatibilité/ sous la forme:
B = AAL U ou (E - ank )B = 0, Des resultats analogues pur
l'eauation XA = B,
II, Soit l’eauation A(x) B(y) ¢c(z) = 0, qui est un cas
particulier de 1'éauation considé}éé (les variables sont inde-
pendantes) et le lemme etabli par E. Arghiriade (Rev. de math.
pure et appl. no 9. 196%7) est le suivant: ‘
L'equation fonctionnelle matricielle A(x,y) B(z) = O admis la
solution génerale A(x,y) = Al(x,y)P, B(z) = QBl(z), ou Ays By

DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaft ©




DF Deutsche
Forschungsgemeinschaft ©




- 25 -

7
spnt des matrices arbitraires, P, Q etant des matrices constantes
soumises a la condition: PQ = O,

Nous avons: | A(x)B(y) = M(x,y)P

(1) c(z) = @ N(z)

avec PQ = 0, d'ou A(x)B(y)(E - P*P) = 0. Donc

(2) A(x) = MP; B(y)(E - PYP) = QN (y)
avez P Q1 = 0,

La condition de COmpatlbllite etant Nl(y) = V(y)(E - PlP),
nous avons )

() B(y) = QV(y)(E - PAp) + w(y)(ple).

Les relations (1) (2),(3) (PL‘ est la semi-inverse de P) donnent
' la solution generale dans le cas con51dere. La technlque utlllsee
. est la méme pourle cas generale. A
En considérant 1'equation de J. Aczel: F(x z) = G(x,y)H(y,z)
pour des matrices rectangulalres de la meme maniere (sous certains
'condltlons) nous avons obtenus quelques resultats, de quels nous
nous ocuperons dans une autre note.

E. Arghiriade - A. Dragomir

16. Remark on the paper read by J. Aczéi,

It appears that one can formulate an espect of Acz€l's lecture

and of the paper by A. Modr and L. Pintér (Publ. Math., Debrecen 13,
207-223, 1966), as follows. Given an algebra F of n times
differentiable functions, D, 2 not necessarily linear differential
operator of order n, and S the solution set {f {Dn(f) = O} .
Question: given an f_€F, Dn(fo) = 0, does there exist an
n-parameter family of substitution qperators H;_ , such that

H— Yo is the solution set S, or possibly s0méninteresting subset
of S; possibly the choise of the "generating element" vy, 1is

also relevant, If Dn is linear, a study of the commutator

Dn’H;h may be helpful. It is not impossible that early work

by ©P. Appell (Acta Math. 15, 281-315, (1891) ) may have some
connections with this.

Gy. I. Targonski
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‘ 17. Bemerkung zum Vortrag von Herrn Professor FENYO.
o Es handelt sich um die Funktionalgleichung

(1) r(x) + £(y) = £(x+y-xy) + f(xy)

und wir nehmen an, daB f an den Stellen Xx = 3 stetig ist.
Mit y = -x folgt aus (1) '
k
g(x) €7 £(x) + £(-x) = £(x°) + f(-xz) = g(xz) = ve. = g(xz )=uu.
Wegen der Stetigkeit von f bei x = I1 folgt auch

2b (lyl <1)

k
(y) + £(-y) = g(y) = 1im g(y° ) = (1)
K-+ o0
das heiBt
(2) o e(x) %€ f(x) -b = -(f(-X). - b )= -0(-x)
ist eine ungerade Funktion. Damit geht die Gleichung (1) in
(3) oo(x) + o(y) = p(x+y-xy) + 9(xy)
‘ iiber, und dabei gilt auch
(4) o(x) + o(-y) = o(x-y+xy) + o(-xy),
die mit y —» -y aus (%) folgt. Addieren wir die Gleichungen (3) und
(4), so ergibt sich wegen (2)
20(x) = o(x+y-xy) + o(x-y+xy) .

Dies ist aber die Jensensche Gleichung, was man mit den Substitu-
tionen x+y-xy = u und x-y+Xy = v leicht einsieht, das heiflt
wegen der Stetigkeit von 9(x) (obgleich erst bei x = ¥1) erh#lt

man - wie das bekannt ist - die Lésung o¢(x) = ax + c3 infolge (2)

| ' ist ¢ = 0. Wir haben also f(x) = ax + b als Losungen unter der

oben erwdhnten Annahme.

. ‘ ' E. Vincze

18. Problem.
Was sind die Losungen der Funktionalgleichung

| o2
£,(202)) = 2, £y(a)

fiir die reellen Funktionen fo’fl’fZ"" von reellen Verédnderlichen,
wobei EZ:ai eine (nicht unbedingt absolut) konvergente Reihe mit

der Nebenbedingung ]aﬂ 2 lai+1|>>0 (i=1,2,...) 1ist.

E. Vincze
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19. Remark. The solution of Belousov's system of matrix
functional equations

(1) F(X+Y) = F(X) + F(Y)

(i1) F{(F(X) - X)(F(Y) - ¥)] =0

where variables and function values are nxn real matrices is
given under the assumption of boundedness above on a set of

<

s 2 .. .
positive Lebesgue n -dimensional measure,

S.L. Segal

20. Remark. Kemperman's question: To find an additive non
measurable function (? on the reals and non-zero constants a, such
o that Za'k(p(xk) converges precisely when Za‘k x%  converges.

S.L. Segal

21. Remark. On the set of solutions of the translation equation.
James Hamilton (Fordham University, Bronx, New York) found the
following results. Let F(u,v) be a function defined for all
reals; and a solution of the translation equation

(1) F {F(u,v), w] =F [u,v+w] .
A one parameter family of functions of one variable is given by
F(e,t) = £ (t) , (c = const.)

‘ the "index set" /\F is defined as the set of values F(c,0), where
¢ ranges over all reals. Three statements are given:

I. The function F(cl;t) - F(cz,t) either vanishes everywhere,
or nowhere, and then {fc(t)j is isomorphic to ‘/\F .

The equivalence relation of "shift relatedness" between F(cl,t)
and F(cz,t) prevails if

(2) Ja \/t F(cl,t+a) = F(cz,t), .

This relation generates a decomposition of fc(t) (and those of the
index set) into disjoint classes. Thus e.g. Flu,v) = ue' has
three equivalence classes, u>0, u =0 and u<0 , Let now -/\a

| be the subset of ./\F .belonging to one equivalence class, and

Sa the corresponding subset of {fc(t)} . Then

| |
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II. The codomain of each function is identical with /L, and
conversely, the set of all functions in {fc(t)} with a givep»
codomain forms an equivalence class, and the codomain is the
corresponding subset of the index set “/1F°
Hamilton concludes by studying two different solutions F(u,v)
and G(u,v) of (1). Decomposing [fc(t)} and {gc(t)} = {G(c,tﬂ
into equivalence classes he finds :
III. For a class SaC_{fc(t)} to be shift related to a class
vsC {gc(t)} it is necessary that /&a = /\B . Here shift
relatedness is to be understood in the generalized sense

-aa. YVt . F(cl,t) = G(cz,t+a) .

Gy.I. Targonski

22, Bemerkung: Einige Bemerkungen iiber die Cauchy-Binet'sche
Funktionalgleichung. '

Man betrachtet von dem Standpunkte der allgemeinen Ldsung die
Funktionalgleichungen

fl(xy) = 2f1(x)f1(y)'+ C
£y(xy) = £3(x)f;(¥) + £o(x)f5(y) + C
fl(xy) = 2f2(x)f3(y) + C

Diese Funktionalgleichungen sind von der Funktion fl(x) =
£(x,0,0,0) verifiziert, wo f(x,y,2,t) die Losung der CAUCHY-
BINET'schen Funktionalgleichung

f(ax+By+yz,a1x+81y471z,at+Bv+yw,a1t+Blv+yiw) =
= £(xy,6,v)0(0,00,8,8)) + £(x,2,t,w)f(0,0y,7,74) +
+ £(y,2,v,w)£(B,8957,7,)

Man stellt fest, daB die vier Funktionen fl(x) = £(x,0,0,0),
fz(x) = £(0,x,0,0), fz(x) = r(0,0,x,0), f4(x) = £(0,0,0,x) die
Matrizengleichung

f(y) fpl)) 1y (x) fplx) . £1(y) £a(y) ) (c c
fo(xy) £,(xy) \ f5(x) £ (x) £.(y)  £u(¥) c ¢
erfillen.

0. Gheorghiu - B. Crstici
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! Dies war die erste Funtkionalgleichungstagung seit der Ein-
weihung des neuen Gédstehauses, dessen moderne und elegante Ein-
richtungen allgemeinen Beifall fanden. Trotz des Personalmangels
haben sich die Teilmehmer aufs freundlichste umsorgt gefiihlt.
Die Leiter der Tagung mdchten die angenehme Pflicht erfillen,
zugleich im Namen aller Teilnehmer der Institutsleitung aufs
herzlichste fiir die Ermdglichung der Tagung und ihrer vorzlg-

lichen Organisation zu danken.

I. Fenydo (Rostock)
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