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Eigenwertaufgaben und ihre numerische Behandlung

11, bis 17.7.1968

| Auf dieser Tagung unter der Leitung von Prof. Dr,Dr.h.c.Dr.e.h.
L. Collatz und Dr. W, Wetterling wurde in insgesamt 20 Vdrtrégen .
{iber verschiedene Aspekte des vielfdltigen Gebiets der Eigenwert- |

~aufgaben die enge Beziehung deutlich, die hvie,;'uz#wischen dén'physik:_a.-, ,

" lisch-technischen Anwendungen, der mathematischen Theorie und de_r‘

Numerik besteht. Es wurden Eigenwertaufgaben bei Operatoren in
allgemeinen Rdumen, bei gewdhnlichen und partiellen Differential--
gleichungen, bei Integralgleichungen und bei Matrizen behandelt, fer-
ner Verallgemeinerungen auf mehrparametrige und nichtlineare Prob-

leme. Hierbei standen im Vordergrund die Fragen der Bestimmung

von Schranken fiir Eig.enweffe, der Konvergenz bei DiskretiSierung. -

" und der Konvergenz bei Entwicklung nach Eigenfunktionen. Der enge

Zusammenhang mit physikalischen Problemen wurde deutlich bei meh-

reren Vortrégen liber isoperimetrische Probleme und liber verschie-

dene Fragestellungen der Mechanik.

Als besonders fruchtbar und auch fur w.eitergehe,nde Enfwicklungen
erfolgversprechend erweist sich die Anwendung abstrakter funktional-
analytischer Methoden; es kénnen z.B. das klassische Rayleigh-Prin-

zip und Eigenwerteinschliefungen wie die nach Krylov-Bogoljubov,
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Temble u.a. .w.eitgehend verallgemeinert werden. Auch mit der neuen,

vieldiskutierten Intervallrechnung bemiiht man sich um exakte Schran- ,

ken fir Eigenwerte und Eigenvektoren,

ADie 45 Teilnehmer, darunter 10 aus Chile, Italien, den Nieder.landeh,

Osterreich, Schweiz und USA konnten durch den regen Gedankenaus-

tausch viele Anregungen fiir -ihre wissenschaftliche Arbeit gewinnen, .
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Vortragsausziige

MENNICKEN, R.: Zu F.W. Schifke’s verallgemeinertem Aquikon-

vergenzprinzip

- Referiert wurde das von Schéfke in der Math. Zeitschrift Bd. 80 ange-

gebene verallgemeinerte Aquikonvergenzprinzip. Mitgeteilt wurden
ferner die von Mennicken u. Sattler in der Math. Zeitschrift 93 be-
wiesenen, den Anwendungsbereich des Aquikonvergenzprinzips er-
weiternden hinreichenden Bedingunéen fir das Erfiilltsein der von
Schéfke gemachten Annahmen und der dort aufgrund dieses Prinzips

bewiesene Satz tiber Biorthogonalentwicklungen analytischer Funktio-

- nen nach Eigenlésungen linearer Différentialgleichungen. Angedeutet

wurde die Md&glichkeit einer Verallgemeinefuhg auf entsprechende

Systeme linearer Differentialgleichungen. Berichtet wurde, daf3 aus

Deutsche
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‘diesen Ergébnissen die Mehrzahl der bekannten Entwicklungen analy-
“tischer Funktionen nach speziellen Funktionen der MathematischenPhysikun-
mittelbar ableitbar ist, wobei fiir viele Entwicklungen die Angabe des

‘genauen Konvergenzgebietes erstmals moglich wird, Hingewiesen

wurde auf die Herleitung derarﬁger Entwicklungssétze durch Schéfke
in der Math. Zeitschrift Bd, 75, durch S_hneider in der Math. Zeit-
schrift Bd, 82 und durch Mennicken u. Sattler in der Math. Zeitschrift
Bd. 89. | | |

FISCHER, H.: Scharfe Fehlerschranken beim Differenzenverfahren

fiir die schwingende Saite.

1.” Die Differentialgieichung
y"+Ap(x)y.= 0, y(o) =y(1) =0, p(x)>1, |p(x)-p(y)l <Blx-yl

sei mit dem Differenzenverfahren
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behéndelt. Fehlerschranke:

(n)
)‘k' "k h

5 <

2. F(B) = {p|p(x) >1 und |p(x)-p(y)l <B Ix-y|].

h /5 (n) (),
(B+-§(7B v)\k +2P>\k ))-Fn K *

2

A o1~ X 1p)
A, [p] )

Gesucht max
p € F(B)
Fir ein leicht abgewandeltes Differenzenverfahren ist dieseS'Maximum :
' ' eindeutig mit Hilfe eines Gradientenverfahrens zu gewinn‘eri. Die Be-
stimmung des Maximums lduft auf mehrdimensionale Optimierung

einer konkaven Funktion hinaus.

_ ' Es werden einzelne scharfe Schranken angegeben. Der Verglefch mit

der Fehlerschranke Fn ergibt, dafl diese schon‘befriedi.gend scharf

.k
ist.

HERSCH, J.: Harmonische Verpflanzung und isoperimetrische

Sitze fiir Eigenwerte

' Eine in einem Gebiet C RN gegebene Funktion, deren Niveaufldchen
mit denjenigen einer harmonischen Funktion zusamménfallen, wird
“in ein anderes Gebiet '"harmonisch" verpflanzt; u. U. bleibt ihr Di- '
richlet’ sches Integrai bei dieser Vérpﬂanzung invariant, So kénnen
einige isoperimetrische Sitze, welche fur N = 2 und einfachen Zu-
sammenhang mit der "konformen Verpflanzung'' bewiesen wurden,
auf ﬂéheren Zusammenhang, sowie auf héhere Dimensionen (spe-
ziell auf den Raum) erweitert werden. Insbesondere der Satz von
‘Polya-Szegé: )\1 i:z = ng fiir den Kreis (r = maximaler Abbil-
dungsradius des betrachteten ebenen Gebietes, )Ll = erster Eigen-

wert der homogenen Membran mit eingespanntem Rand.).
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" "ALBRECHT, J.: Verallgemeinerung von Einschlieﬁuthséitz‘en von
L. Collatz |

I. Fir Matrix-Eigenwertaufgaben Ax = XA Bx gilt:

VORAUSSETZUNGEN:
1. A reell, symmetrisch;

2. B reell, symmetrisch, positiv definit.
- DEFINITIONEN:

1, B= CTC (Cholesky Zerlegung)

(e Ayl ' , o o .

2. q; = [Cy] (1=1,2,...,n).
SATZ:  Min q. <A < Max gq..
. 1= S — . 1
: i=1,...,n i=1,...,n

Big Fiir selbstadjungierte volldefinite Eige‘nwerfaufgaben mit Diffe- N

rentlalglelchungen Mu(x) A Nu(x) in a <x <b und wesenthchen

oder naturhchen Randbedmgungen an den Stellen xX=a und ‘x=Db,

wobei . Mu(x) = V( 1)“(p (x) u(“)(x))(“)
® Nu(x) = Y( 1)%a ) ul ’m)“”, m>n>o, gilt -
y . V=0 . . o
- DEFINITIONEN: . ", ‘
1, Mv = Mv ,+.. [Verfahren der schrittweisen Nﬁherungen]
(0] . Co .
(\’)(x) g,
2,® (x)=——— (v=o0,1,...,n).
\Y ( )(X) . . |
VORAUSSETZUNGEN 0<® (x)<=in a<x<b (V=o,1,...,n)
SATZ: Min. Min._@v(x))sxsf Max : ( Max CI>(x))

v=o0,1,...,n 0<x<b : v=o,1,...,n a<x<b
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GALLIGANI, I.: Numefical Experimenfs with direct and iterative

methods for solving the algebraic eigenproblem

Recently developed techniques of minimizing a function produce ‘

‘efficient iterative methods for finding a few of the eigenvalues and

associated eigenvectors of a non Hermitian matrix by searching for

the vectors which minimize a particular function,

The numerical solution of the time dependent diffusion equations re- . .-

quires the determination of the algebraically largest eigenvalue of a

‘Marge" sparse matrix. This eigenvalue is determined by a "trial

- and error'' procedure, which has been proved to converge.

Différent methods for solvirig the algebraic eigenproblem have been
compared by carrying out "experimental" calculations on ''represen- . - i

tative' problems for which exact results are known.

" STUMMEL, F.: Differenzenapproximation von Rand- und Elgenwert— T

aufgaben elliptischer D1fferent1a1g1e1chungen

Im ersten Teil des Vortrags werden die wichtigsten Eigenschaften ’
reguldrer, koerzitiver Rand- und Eigenwertaufgaben erlautert am
Belsplel des Dirichletschen Randwertproblems fiir stark elhptlsche
leferentla-lglelchungen 2m-ter Ordnung mit einem D1fferent1aloper::\-i

tor (2m-1)-ter Ordnung im Eigenwertterm, Fur solche Aufgaben ge- '

‘niigt die inhomogene Gleichung stets der Fredholmschen Alternative, =

die zugehdrigen Eigenwerte haben endliche Vielfachheit und bilden '
e1ne héchstens abzdhlbar unendliche Folge, die kemen Haufungspunkt

im Endhchen besitzt.

Im zweiten Teil des Vortrags wird eine Differenzenapproximation
dieser Dirichletschen'Rand- und Eigenwertaufgabe definiert. Unter i
sehr-allgemeinen Voraussetzungen konvergiert in der komplexen

Zahlenebene das Spektrum und die Resolventenmenge der Differen-
A . \ .
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zenapproximation gegen das Spektrum und die Resolventenmenge der
Differentialgleichungsaufgabe. Die Eigenwerte des Differentialgleie
chunggproblem"'s Wérden dabei durch die Eigenwerte -der Differenzens -
-apﬁroximation entsprecfxend ihrer algebraischen ’\{'ielfachheit appfoxi—

miert,

KORNSTAEDT, H.-J.: Eine Verallgemeinerung des TEMPLE’ s‘che'n-

" EinschlieBungssatzes auf normale Operatorén

‘ . Aus einem allgemeinen EinschlieBungsprinzips von Hadeler wird mit =
" Hilfe einer einfachen Variante des Einschliefungssatzes von K'ryiov- '
'Bogoljubov eine Verallgemeinerung des Temple’ schen Einschli'eﬁu»ngsf_ ‘

satzes auf normale Operatoren hergeleitet,

' BANDLE, C Uber das Stekloffsche Elgenwertproblem .

L

Es sei G ein Geb1et der z- Ebene, das von einer Kurve T begrenzt

- werde, Das Stekloffsche E1genwertprob1em lautet:

=

s u=o0 in G
. R é_u_ = a r :
(_a—an = Ableitung nach der duBleren Normalen von T, p(z)= spézifis’che,

Masseauf T, pu = Elgenwert)
Wie bei der Membrankonnen mit Hilfe der: konformen Abbildung obere

| Schranken fiir die Eigenwerte angegeben werden. Weinstock hat die iso-
perimetrische Ungleichung von Szegé (freie MAembran) auf des Stekloff- -
prb{::lem ﬁbértragen. Im Fall von symmetrischen Gebieten gelten &hn- . |
liche Sé’}tze wie diejenigen von Pélya iiber symmetrische Membranen,
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BOHL, E.: Monotone Opératoren in halbgeordneten Rdumen

S_ei X ein reeller Vektorraum, welcher durch éinen Archimediéchen,

- Kegel K mit Ordnungseinheiten halbgeordnet sei. Jede Ordnungsein-

" heit definiert dann auf X eine Norzﬁ

' Wir haben lineare Aufgaben der Form X = (A -A )x+b betrachtet

1 A auf X Dazu erg;bt s1ch

ein Konvergenzsatz fir das Iteratlonsverfahren mit e1ner allgememen

' Fehlerabschitzung, welche eine Re1he bekannter Fille im R umfaBt.
“AuBerdem erhilt man Ali_ssagen tiber .E.igenw'erte und einen ”Qiuotien-

- tensatz'' fiir monotone Operatoren.

v
i

. DIRSCHMID, H.: Zur ,.Eirlls'chvliefsﬁng der Eigenwerte normaler voll-

Stetigér Opera'to’rén in separablen Hilbertr;alumen-

D1e Emschheﬁung der . absoluten Betrage der Elgenwerte emes voll- -

* stetigen Operators T in einem separablen H11bertraum H w1rd auf

die Aufgabe zuriickgefiihirt, den absoluten Betrag des kleinsten Elgen,-

wertes eines vollstetigen normalen Operators nach.oben und unten

abzuschatzen. Mit Hilfe der Orthogonahnvamanten des Operators T
werden Emschhef&ungsaussagen abgeleltet ‘und es wird em Satz uber .
die numer1_sche Bestlmmung der Vielfachheit angegeben.y Durch B11— |
dung des zu T assoziierten Operator's vom Grade n in geeignet -
kdnsfruierte_n H@lberjcréiui"nen’ geling’t es, ‘gin Einschlietsﬁngsinter-
vall fir den n-ten Ei.'g'enwert \}ori T zu bestiminen'. |

7
K
/

'TROESCH,: B.A.: Isoperimetrisch_e Fragen bei Wasserwellen und

Membranen

Isoperimetrische Probleme der folgenden Art werden betrachtet:

1. Wasserwellen in einem untiefen Behilter mit vorgeschriebener

v
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" vexe Nullumgebungen von E, dann ist - . Bt

i ) L
: ' ho
Oberfliche und festem Voluminhalt, Es wird gezeigt, fir -welche kon-
vexe Behilterform die hoheren Frequenzen der Bewegung am- grofiten
sind, (Gewéhnliche leferentlalglelchung) .
2. Oberschwingungen von Membranen

a) mit vorgeschriebenem Umfang .o:der

b) Oberﬂache. e

" Der Charakter der Randkurve (Analyt1z1tat) stellt fir b) eme unge--

loste Frage dar (Part1e11e Diff, Gl )

3. Bei Wasserwellen in allgemelhén (d h. tiefen) Behaltern w1rd d1e

Behilterform mit der groéfiten Grundfrequenz gesucht Nur fur genu-- '
) gend kleine E1genwerte ist das Verhalten der Losung am Rande abge-

' klart, (Part Diff.Gl. mit Elgenwert in Randbed.)

In allen drei Faillen sind numer1sche Néherungswerte (oder Schran-

" ken) vorhanden, ‘

i

Pl .

. KRAWCZYK, R.: Schranken fur E1genlosungen reeller Matrlzen -

Im ersten Teil werden mit Hilfe einer Intervallarlthmetlk Schranken

fiir reelle Eigenlésungen quadratlscher Matrizen ermlttelt Als Da-

ten bendtigt man Naherungswerte e1nes Elgenwertes und des dazuge—»
hérenden Eigenvektors. Als Ergebnis erhalt man einen Intervallvek-‘

tor, welcher die exakte Elgenlosung enthilt,

Im zweiten Teil wird ein iteratives Verfahren angegeben, mit dem

die oben gewonnenen Schranken verbessert werden kénnen. . .

4 ¥
e

SCHOCK ‘E.: Kompakte Operatoren in (M)- Raumen R ;

Ein tonneherter Raum E ist ein (M)- Raum, wenn alle beschrankten

Teilmengen von E- relatlvkompakt sind, Se1en U und V absolutkon-

Rt !
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A (V,U)=inf {§ >0, VCSU+E , E CE, dimE_<n}
n n n n—
T:E ---> E kompakt <=> ] U mit T(U) kompakt, -

Es wird gezeigt:

Ist T verwandt mit einem kompakten Operator S eines Hilbert-.

raumes H und sind un(S) die Eigenwerte von ('S*S)l/»z, so 'giit fur

alle Nullumgebungen V mit V c U
sup 8 (V,U)-lu (S) < ®,

Sind A (T) d1e E1genwerte von T, so gilt fir alle naturhchen Zahlen

m, alle p>o unde1nc>o

y lxn('r)_lp <SuEP<e

n=o n=o

5 (V, U)p

3 1\/18'

Ist T verwandt mit einem sy_mmetrischen Operator S in einem Hil-
bertraum, so gilt | ‘

sup & (V,U)-ll.)\ (T) | <>°° g
- n n

e vérwandt mit S'": 31ehe A. PIETSCH Zur Fredholmschen Theo- ‘

rie in lokalkonvexen Ré&umen,. Studla Math. 22 (1963)

McLAURIN, JJ.W.: Approximation von Eigenwerten und Eigenfunk-

4

tionen eingespannter Platten

Es wird tiber ein Verfahren zur Berechnung von oberen und unteren
Schranken fiir die Eigenwerte einer eingespannten Platte be11eb1ger
Form berichtet. Die Methode besteht darin, exakte Partlkularlosun-

ggn der Platt_englelchung ( Azu = Au) zu konstruieren, welche die

,'Randbedingungen des Plattenproblems approximativ erfiillen. Der Ab-

stand zwischen dem Eigenwert der Partikulérblésung und einem Eigen-
wert des Plattenpi’oblems kann dann mit Hilfe eines Lemmas von
MOLER und PAYNE abgeschitzt werden. Ein weiteres Resultat der-

selben Autoren erméglicht ferner die Abschidtzung des Lz-Abstandes
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der Partikuldrlésung von einer Eigenfunktion, Es werden numerische

Resultate fiir quadratische und elliptische Platten mitgeteilt,

NIXDORFF, K.: Die SCHAEFERsche Theorie,> eine Hilfe fiir den

Ingenieur

Bei einer bestimmten Klasse zwelparametrlger Elgenwertaufgaben
kann der Verlauf der Eigenwertkurven m1t der Schaeferschen Theorie.
' S abgeschétzt werden. Fir d1e Bedurfmsse des Ingemeurs geniigt dann
bei vielen dieser Aufgaben das Durchrechnen von zwei e1nparametr1— -
. gen Elgenwertaufgaben anstelle der ursprunghchen Aufgabe. Dadurch '.' |

ergibt sich eine grofle Einsparung an Rechenzelt

. Im Vortrag wurde die Schaefersche Theorie erlautert und ihre An-

. wendung an einem techmschen Be1sp1e1 vorgefuhrt

[N

.‘GRIGORIEFF R.D. Konvergenz des Eigenwertproblems gewohnhcher

leferentlalglelchungen

'Es wird die Konvergenz einer umfangreichen Klasse von Diffe*r'er;z’er:l--r
. o approximationen des allgemeinen Eigenwertproblems linearé’ri'revgu'léi-
~ rer gewohnhcher D1fferent1a1g1e1chungen m-ter Ordnung, m >1, un- -
tersucht, in der z.B. die in den Biichern von BABUSKA PRAGER-
'VITASEK COLLATZ und FOX angegebenen Verfahren enthalten s1nd
Unter der Voraussetzung der Konsistenz der Approximation und einer:
' Stab1htatsbedmgung fir den leferenzenoperator, der den D1fferent1a1- '
quotlenten m-ter Ordnung appromm1ert wird die Konvergenz der Elgen-
~ werte der algebraischen Vielfachheit nach bew1esen. Bei geelgneter
Normierung konvergieren auch die E1genfunkt10nen einschlieflich der
leferenzenquotlenten bis zur Ordnung m-1 gleichméfig. Es wird ge-
- ze1gt, daB die Konvergenzordnung der E1genfunkt1onen (bzw. E"1ge'rllwer-

te) mmdestens gleich (bzw. mlndestens glelch der n-ten Wurzel aus)

DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaft




F

Deutsche
Forschungsgemeinschaft

%

o®




UFG

Deutsche

- 12 -

dem Abschneidefehler ist, wobei n die Ordnung dés Pols der Resol-

vente des approximierten Problems an der Stelle des Eigenwerts ist."

LEIPHOLZ, H.: Uber die Berechnung von Eigenwerten bei nichi-

selbstadjungierten Problemenmit Hilfe eines verall- -

gemeinerten Rayleigh-Quotienten

Der Rayleigh-Quotient ist fiir selbstadjungierfe Probleme Wohlbekannt
Bei Volldefmlthelt ist der kleinste Eigenwert sein Mlmmum. Auf die-
ser Tatsache bauen die bekannten Rechenverfahren zur naherungswe1-

sen Eigenwertbestimmung auf.

jungierten einen entsprechenden Quotienten herstellen, der fiir die : -

Eigenwerte zwar nicht unbedingt extremal, aber doch stationér‘wird' '

o Darauf 1assen sich Rechenverfahren wie beim klassmchen Fall grun- _

den, die dann auch bei einigen praktisch wichtigen Aufgaben erfolgre1-

che Anwendung finden,

HADELER, K.P.: Verallgemeinerte Eigenwertaufgaben

1. Nichtlineare Ei.genwerfaufgab en,

 Fiir ein hichtselbstadjuhgiertes Problem kann man mit Hilfe des ad- |

Sei ® ein Hilbertraum und ® der reelle lineare'Raum der besc‘hréirlk- S

ten symmetrischen Operatoren. Sei (c,d) cR und T:(c,d) =@ eine

»stetlg differenzierbare Abbildung. Die Ab1e1tung heifle T'. Se1

p:9=-{o} W c(c,d) ein stetiges Funktional mit p(aX) = p(x) Vax# o.
T und p sind durch (T(p(x))x,x) = o, (T'(p(x)) x, x) > o verbunden.
Es werden Aussagen liber das Spektrum o(T) = {0 €W, o € o(T(a))}

gesucht. Unter einigen Stetigkeits- und Kompaktheitsvoréuséetzungen

lassen sich die klassischen Extremalprinzipien (Rayieigh, Weyl-
Courant, Poihcaré-Rit_z) sowie die Einschlieﬁungspririzipién von

Temple, Krylov-Bogoljubov u.a. iibertx'jagen.-
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2. Mehrparametrige Eigenwertaufgaben.

Verschiedene Typen von zweiparametrigen Aufgaben werden benutzt,
um die komplexen Eigenwerte reeller Matrizen sowie bei der Unter-
suchung dynamischer Instabilitit auftretende '"Pseudoeigenwerte' zu

berechnen.

BORSCH-SUPAN, W.: Numerische Fragen beim allgemeinen Eigen-

wéffprob lem

Fiir das Eigenwertproblem des Paares symnﬁetriséher Matrizen D, C
mit positiv (semi-)definitem, nahezu singulérém C wird unter gewis-
sen Voraussetzungen nachgewiesen, daf ''grofie" Eigenwerte existie-
ren, die "'nicht-groBen' gut konditioniert smd und daB die Uberfiih- .

rung in ein "'spezielles" Problem mittels C.holesky-Ze'rlegung von C

~ und dessen Weiterbehandlung durch geeignete Pivbtstrategie numerisch

| -

. stabil ausgefithrt werden kann,

SCHNEIDER, A.: Singuldre S- hermltesche D1fferent1a1g1e1chungs-

systeme im Normalfall

Auf einem beliebigem Intervall der reellen Achse wird ein reelles

"System der Form

C,(x)y'(x)+ D, (x) y(x) = A{c (X)y'(x) +D (x)y(x)}

betrachtet, das im Sinne der Theorie S-hermitescher Randeigen—
wer{.probleme ein S-hermitesches, rechtsdéfinites und normales
System im Normalfall ist, Hierflir kann die Kodairasche Theorie fir
gewéhnliche reelle selbstadjungierte Differentialgleichungen iiber-
tragen werden, Speziell fiir Nullflichen 7 (A) und ‘I?b( ) in den
Grenzgebilden R ()\) und mb(x) mit '"b“‘) = X) und M (A)

=7 (/\), deren Ex1stenz durch die Matrixnotierung leicht zu bestéti-
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gen ist, 148t sich auf dém Raume der stiickweise glatten Vektor‘en.

mit endlicher Norm eine Resolvente R)\ definieren, die die Bedin- .

gungen
IR, I <
|§bmk]
(R AU v) = (u R)-\v)

erfullt Erzeugt man R)\ zZu sogenannten charaktemstlschen Nullfla-
chen, die durch reelle (getrennte) selbstad;unglerte Randbed.mgungen

definiert werden, so gilt auch die Hilbertrelation - -

R =R +(A -).)R R .
1 s 2 LA,

Im Falle der Existenz von R' erhilt manin R' + AE einen selbst- .

o | h) | A _
adjungierten Operator, fﬁr den dann die ibliche Spektral’chedrie-an-‘

wendbar: wird., Im lbrigen erglbt sich aus der Theor1e noch. ein geo-

2

metrlschen Analogon zum zweiten Weylschen Satz.

ay

I. -Kupka (Hamburg)
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