
MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u n g s b e r ich t 21/1968

Abstrakte Räume und Approximation

'18.7. ,bis 27.7.1968

Im Juli 1968 fand in 'Oberwolfach eine Tagung über "Abstrakte

Räume und Approximation" unter Leitung von Prof.P.L.Butzer

(Aachep) und Prof.B.Sz.-Nagy (Szeged) statt. Insgesamt 49

Mathematiker aus 13 Ländern, darunter 19 zum ersten Mal,

nahmen an dieser .Tagung teil, die dem Andenken an Jean Favard

gewidmet war. Dies kam in einem be~onderen Vortrag über sein

.Leben und Werk zum Ausdruck, der vQn~rof.G.Alexits gehalten

wurde., 39 Vo:t'träge gaben einen Überblick ne:uester Erg'ebnisse

und Forschungen über abstrakte Räume und Approximationstheo

rie. In einer weiteren Sitzung kamen neue und ungelöst~ Pro

bleme aus diesen Gebieten zur Sprache. Neben dem umfangreichen

Tagungsprogramm hatten die Teilnehmer .,auch im persönlichen Ge

spräch Gelegenheit zu Austausch ~on Meinungen und Informationen~

Die vollst.ändig ausgearbe'iteten Vorträg~e werden demnächst in

der Serie "International Series of Numerical Mathematics lf

de s Birkhä us er Verlags ers'che inen .
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ALEXITS, G.: ~~~~_~~Y~!~_!~_~~~~E!~~

Eine zusammenfassende Betra.chtu?g .des .Lebensla.ufes .und .der .wissen

schaftlichen Tät.igkeit J. F.avard' s.•

ALEXITS, G.: Q~~E_~!~_gh!E~~!~E!~!~E~~g~Y~B_E~B~~!2B!~!!!!!B_!!!
. .

~~~~~E~!!n~~E~E_~EEE2~b~~!~2~
.~

Bezeichne Beinen Banachraum; C eine' Me~ge .aus B 'und' {y'} ei-n ~eordnetes
'V

. System von Elementen •.Wir setzen

··e

n
En·(B) (C, . {y~) ) =sup infll x -:: !: a ykll B

v XE: C a
nk

k= f .nk

Bezeichne nun C({E~} ~{Yv}·) die Me?g~ aller Elemente xEB, deren -beste

lineare' {Y\)}-Approximation~'E ist, 'wobei' {E' }..ei.ne monoton gegen Null. n n ' .
konve~gente' Zahlenfo~ge bedeutet •. e .heißt charakterisierbar durch

. {Yv} -Approximation, .wenn e~ ein' {E
n

} u.nd eiIl~..absolute Konstante K gibt

derart, daß es gilt:·:C({KEn}\·{yv })c. Cc C {En},·{yv}). Sei B·in

einem Hilbe-rt Raum H -~entharten und e~;.-g·elte-·Il·;xllB ~ Konst. U x ll H
für alle

xe:B. Das Hauptresultat .der Arb'eit kann etwa w.ie folgt· zusammengefaßt

werden. Bezel.chne E(B),C) =inf E(B)(C,'{Y~J), ·wo das Infim"um· für alle
, . n - '{ } n " v

. { }' . Yv
Fo.lgen Yv c B· zu bilden ist. Man betrachte all.e Zahlen e~> 0,· für

welche e
n

• Y
k

€C (k· =··.1,2, •••.,2nj·n =·".1,2,.••• ) gilt und bezeichne

E'~' = '_sup e
n n

I ~:~~~. Ist Cabge·schlos·sen un~charakt·erisierba"rdurch.ei-.ne·.{yv}-Approxi-'.J: mation~ wOB {Yv} ei~ b·esChrä~kt·esOrthon·o"rmalSyste~ist,. so gilt

{E~} ~ {E( )(C)} ~ {E(B)(C, {y,,})}., d. h.a1:1e dr"ei"·Zahle-nfolgen sind
n n n v -

von derselben Größenordnung.

EERENS, H.: Q~!E_~EEE2!!~!~!2g~EE2!!!!!~!~f_~!g!5hE~~~!g

~ei .X e{n .Banachraum mit Elementen' f.,g, •••' und Norm 'l1·lJ • ,Ei.ne "Familie

J = ··.{Sp.: p > O} von kommutativen, beschränkten .ii~e~ren O.pe.ratoren. a.uf

X in sich'mit der E~genschaft

·11 SpfH ~ MJI fit (glm. in p.> 0.;. f X)

lim JI Spf - fU c: 0 (f€X)
p-)-Q) ,

ein Approximationsprozeß im starken Sinne ,an die Identität ,1 in Xheißt

für p~oo

r

I.. j,

.~
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e BOEHME " T. K. :

Let C be the
0

for t <0 and

in C and let
0

int~ger K and

-~.

Es wird das 'Approximat·ions.verh·al.ten. von J .in X im Rah.men der Theorie der

intermediären Räume ~nter.sucht unter..der ·.Eins.chränk,u~g: .Sei Bein a?ge

schlossener' linearer Operator in X mit, .dichtem .D,efinitionsbereich D(B)

~n X, welcher mit. J' ·fo.lgendenTei.se verknüpft ist:. (i) Es existiert ein

Yo > 0, so daß ;-lini pYo' {Spf - f} " = '.B f.(feD(B». (ii)" Sp[ X]C D(B)
.p-+-oo. .

(p > 0) und l1"B Spfll , N P Yo 11 f U (p> 0; feX).'

Als eine Anwendu~g werden 'die Rieszmittel .des Fourieru~k~hri:nt~grals'be

trachtet.

space of ~ontinuous funct·ions on· (- 00 , (0)' which vanish
!

have zer 0 r in the ir s upp 0 r t. Le t. fand. g b'e a.ny tvlO. .func t ions

N > 0" and ~ 1» Q. Mikusinski has' shown t.he.re allol.ays·· exists an

real numbers a:i ,' ßi " i_ = J ~2, .•.••• K,· ßi:> 0 such that

k
If ( t)~ 1 a: i g (t - ßi) I· <e:

j = 1

f 0 r all t in [-·N, N ]

A function g'g C' can be made positi've', 'b"y' 'c'o'n'v'o'l'u"t'ion if there "is
" . - 0

, .

a p "sC such thcit g:JF p (t) ~ 0 for all t ..We show that 'the conclusiono 0 . 0

" a: i real numbers" in Mikusinskis theorem can be strengthend to "<Xi:>" 0"

• if and only if g cannotbe made positive"by convolution •

. ' .

BROSOWSKI,' B.:~i~~~!i~~~E~_~EEE~~!~~!i~~_!~_~2E~~~E!~~_Y~~!~EE~~~~~

Es sei· R e'in 'normierter V~ktorraum und V eine' nichtl.eere Teilme~ge von· R.

~ i n EIeme n t v 0 € V he i ß' t. eine Mi n im a 11 Ö s u ~ g'" für e i 1). E.1 em e n t f ERb e z :Li g -

1. ich V, wenn j e des. Eiemen t v € V der Un g 1 e ichu~ g 11 f - voll <11 f -. v 11 gen~ g t •

Es wurde ein stets hinreichendes Kriterium für eine Minimall~su~g a~ge

leitet und bewiesen, daß dieses Kriter~um dann und .nur dann auch eine not-

wend~ge Bedi~gu~g ist, wenn die Me~ge der'approxim~erendenElemente eine

Sonne bildet. V~rschiedepe Anwendu~gen und Beispi~le wurden: genannt, so

au.eh ein stets notwend.iges Krit'erium für eine Minimallösu~g. Sowohl.das

ste~s notwend.ige als. auch das stets hinreichende Kriterium sind eine Ver

allgemeineru~g des Kolm.ogo·roffs·chen Kriteriums aus der ,Theorie' der

Tschebyscheff-Ap~roximationauf normierte Vektorriume.
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BUTZER) P.L.,

~ 5-'

SCHERER, K.: fiber Sätze·von Bernstein, Jackson,
--~-~-~---~--~~~-~-----~---~------

~~~S~~~_~~~_~~~~~~~~~

Die klassischen Approximationssätze "von Jackson 'und Bernstein sowie

die Sätze .. von Zamansky (1949) und Steckin (1951) ü:ber Polynome beste~

schieht im Rahmen der
. .

Theorie der intermediären Räume unter Verwendu~g

3

von verallgemeinerten "Jackson"- und "Bernstein"-U~gleichu!lgen,die

von Peeti"e eüi.gefüh~t wurden. Die. gleichen S'ä~ze werde~ auch für' eine

generell~ Klasse von ,linearen _Approximation-~prazessenauf .·~anachräumen

bewiesen, die modifizierte Formen von "Jacksqn"- und"Bernstein"-Un

gleichu"~gen gen:Ligen. Ariwendu:ngen finden diese" S~ätze für die Räume

C2 7T C (Tn) ," LP (Tn) '. 1. < p ~,' <Xl "und Lp (En) , .~ P ..;;; <Xl

A map of a function space A(X) "of f~nctions defi.ned on X to i~self'

will be cal1ed appropriate if it is J of t.he form f (x") -+ Q(x) f.(Vx) where "V. is

a map of X to itself.· A group of such map's ~s called, an appropriate, graupe

.. A 'map T fram a fu"nction space A(X) ·ta ?- function space B(U) 'is said· to

obey an',appropriate functional equation if there are appropriate groups

W(g), W*(g) so that TW(g) ~ ".W*(g) T'.'
.' . . . ~. . .

The appropriate'functional'equations when X and U are intervals of the
..

r eall i n e an d W, W~"" , are r e p res e n tat ion S 0 f t h e a d d i t i,ve r e a 1 g r 0 U p." are

shown, ..under" general assumptions,' to reduc·e· to four canoni'cal forms. Solu

ta bility of these equationsis discussed. Other groups will be considered

briefly.

Let K be a compact plane set. Let R(K) be the ~nifom closure of the

rational functions with pol~~" of, CK and A(K) be those continuous

complex functions holomo~phic .ion" the interior of K •. L~t; H(K) be the

uniform closure of all,functions of the form- l o:.'log (z-z·l, Cf·
,. ~. ~! 1

real and z. t K, and let D(K) be those real functions' continuous on K

and harmon~c at interior;;'intfS. Recent results giving various conditions;; ..."

on K which imply on ane"hand that R(K) = "A(K) and on the other hand ~hat"

H (K) =D (K) we re pre s en ted. Suf f i ci en ~ c ond i ti ans" in te r'ms o.f ca:p ac i ty

were. g.iven for points on the bounda·ry of K to be "':peak points for'

the respective functions spaces. These conditions in terms of

log a r i t h mi c ca p ac i t y imp 1 y t"h a t R ( K) c::z D (K), b u t' t h e an a 1 ~ go U s
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eonditions in terms. of analytie capaei.~y are known' to imply tnat

R(K) = "A(K) only when the interi'or of· K is. empty.

2We stud! Toeplitz operators Tri on the Hilbert spaee H for funetions

t/J in H + C. The a.lgebra {)Z. generated by' {Tri>' : € HCXl + C} is shown

to eontain the ideal Ji of compaet operators and 1li/ii is shown to be

naturally iso~etrie.lly isomorphie to a CXl + C. The operator Tt/J is

shown to be Fredholm iff t/J is invertible ·in HCXl + C. Neeessary and

suffieient eonditinns involving the harmonie ~xtension of t/J to the

disk are found for the invertibility of &.in HCXl + C and theanalytieal

e index of Tt/J is eomputed. Extensions of these r'esults to the ease of

systems are obtained :and for the eorresponding'class of Wiener-Hopf
operators.

Analogous eonsiderations enable us to study the Wiener,-Hopf operators

Wt/J defined in H
2

of the upper half· plane for' t/J an almost periodie

function.' The latter is joint work with L. Coburn.

GÖRLICH, E • : Distributional methods. in satur.ati,on theor;l
~----------------------~----~---------~---

Let f(x)€ LP(E
n
), .I<'p< 00. R.J. Nessel pr.oved by means of t.he Fourier

iransform method wh{ch 'was int~oduced br P.L. Butzer,' that in ~

ip{E
n
), .1< p< 2, the generalizedsingular int.egral W~ (f;x) (;;a'>o;t> 0)

of Weierstrass has the saturation- order (J(t.) (·t+ 0+) and' the saturation

class

~

. p n
This res u 1 t i sex t end e d toth e s p ace s L ( E ),. .2 < P < GO , b y u s i ~ g

a distribution theoretical generalization of ~he Fourier transf6rm

method and a "dual" a!gument. Then the sat'uration class: turns out to be

the class of. Bessel potentials'

L~ =··.Ü(x)€LP(E n ); (1+lvI2)~/2 f"= '.g"". g(x)€LP(En )}

which is.defined for 2 ~,p <00 in ·terms of the Fourier ·transform of

te~pered distributions.

Using a Lemma of E.M. Stein one can show the equival'ence of the

eonditions f(x)€V~' and f(x)eL~ for 1<p~2. As. the definition of Vi eannot

be extended immediately to 2 < p, < CXl, the spac.e L.~ thus may be regarded

as the extension of VJ whieh is appropriate for the saturation theory. L,r                                   
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Employ.i?g known results of 'Calderon~ Stein; Nikolskir~ Aronszajn~

Mulla'·: 'and Szepiycki~ Besov' and Taibleson~ s.evera.l equivalent

cha;acterizations of the condition f(x)e L~ are obtained~ in

par~~cular~ in case ~ = :1 ~ 2 ~ .... ~ by nieans of ordinary Lipschitz- and

differentiab{lity conditions.

GOLITSCHEK, vo.n, M. :
s

~~f~~~~:~~~~~_EgE_~2!l~2~~' 2
.i=o·.

p.
1.a.x

1.

.e·

Wir betrachten gleichzeit~g die. Ergebnisse von Ch. Müntz und D. Jackson

im Raum'eCrO~I] mit der Norm 11 f 11 =max If(x) I~ Es 'stellt sich die Fra-
xs[ 0',11 ", ..,,, ,

ge~ ob nicht·den Jackson-Sätzen en~sprechend'asymptotische.Auss~gen für

i

!
!

l.. •..:""~.~ ..~__ _- - .. - ••~.- ----- -----:--.__:-- .: _. __ .. .. _ ~_'_ .._ '" _ _ ,. -... _._ ~ i

E (f;·{p.})
s 1.

. s p.
" . 1."

: =minCmax I fex) -: Z., aix /), gelten •.
a. X€[ 0, 1] ~:::o ,

J.

'Wir charakterisieren die Exponentenfolge'{p~}durch die Größen
,. 1.

-......--._----_.~-----_ ... '

.. t .. .• _~~

= l-im SUP.~fl I/Pi) '~l.n I/i )"
n -+000 0< P .~ . i = 1

1.

2) Es" < iD·und machen die drei Voraussetzungen I) 0 = Po < P'
I

< P2 .••• ; €II\

ex ist i er e ein A > 0 ~ s 0 daß für i = 0 ~ I , 2 ~ • •• S t e t 's P i + I - Pi;> A ;

3) 6 > 0 • Dann erhalten ·w.ir für -jedes E> 0 und für s-+-o 00

Hauptsatz: Sei f E CkrO~I] ~ k~o~ f(k)E Li,pO: ,0< a: < 1. Dann ist

11) für 'K > 1/2

=f 0

!::J
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Ist A der infinitesimale Erzeuger einer einparametrigen, .lIfastperio

dis.chen" Gruppe beschränkter linearer Transformationen lin ; einem.l '
\ .

uniform konvexen Banachraum und u Lösung von ----

u = Au + f

mitStepanoff fastperiodischem f, so wird' geieigt,' daß' u fa,st

periodisch ist, sobald es auf einer relativ dichten Menge auf

(-00, + 00) beschränk1; bleibt. Dies umfaßt als-Spezialfall einen

4t Satz von Amerio über Lösungen der inhomogenen Wellengleichung.

i -

,e

.......

A (closed) subspace M of a (complex) Hilbert space H is invariant

under a (bounded linear) operator A on H in case AMCM. The set of

all subspaces invariant under a set t1 of operators 'is a complete'

lattice containing {a} andH (Latü); the' set of all o'peratorsthat

le~ve invariant a set L of subspaces is a weakly closed algebra

containing 1 (Alg L).·
Alway~ ClC.Alg LatLY C Max, L C Lat Alg L CMax, (vlhere Max denotes

the algebra of all operators or the lattice of all subspaces). If

the lower' incl.usion is an equality, the algebra (o.r lattice) is

refle~ive; if the upper one is an .equality, it is transitive.

The main p;oblems ofinvariant subspace theory are to' find and

;characterize all reflexive and t~ansitive algebras and lattices.
!
!.

Typical recent results: a commuting algebra nf normal operators

is reflexive (Sarason); if Lat CI. is a chain and ur.. includes a -maximal

abelian self-adjoint algebra, then[~ is reflexive (Arveson,

Radjavi - RosenthaI) ; a c~mplete chain 'of subspaces is reflexive

'(Ringrose); a complete atomic Boolean algebra of subspa~es is

reflexive (Halmos) .
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i ~

"

The "classical" approach to' t.he invariant liubs·pace problem is to

determine Lat for certain a~gebras , or, at .least", to show

t ha t i t i s not e qua 1 toMin ( =' C { O} t H})" t Typ i c aIr e s u 1 t s her e

concern compac t. operators (von Neumann - Aronszaj n - Smi th) t

polynomially compact operators (Bernstein - RObinson)t and

"limit polynomially compact operators" (Arveson - Feldman); compact

per tu rb at ions 0 f He rmi ti an op er a tor s :: (L ~v s hi t Z.t S::.hwa r tz); the

unilateral shift (Beurling); and indefinite"integration (Brodskii~
Donoghue, Kaliseh).

,,"

Let G be a locally compact abelian groupt E a quasi-complete lo~ally

G-0nvex vector space and p :'s ~u a continuous linear representation
s .

of G into E. On putting Uf = !f(x)Usds; ft.- R (G) (= '~pace of all

. continuous compact functions on G, normed. by 11 fU c::: U f 11 (X) ) t P is

1 i f ted f rom G t 0 Ji' (G). Let E pe E s t a nd f 0 r t h e Si u~b s p ace 0 fall

x oE E for which the "orbit" Bx =' {Ufx : 11 f U~ .l ...} is bounded and put

pp(x) = sup {p '(y): YE Bx }for every continuous 'semi-norm p on E .

. In this waYt Ep" is equipped with a locally convextopology T
p

' The

deciseve property .of .the spectral subsp~ce (EptT
p

) is that

s -+- <Usxtx
/
> is a Fourier-Stieltjes transform for x € Epand X'I:ö(E

pt
T

p
)'

If E is s·emi-reflexive, 'there is a Borel spect"ral measure P fr,am G to

(E p Tp ) .such that

u = f(S,A) dP(A)
· s.

Functorial prope"rties 'and 'applications. ,

I
i·

t'
I

!
I

J .
I

i
. j

f
II-. .. ,·f

!
i

Let v(k) satisfy the conditions V(k» It V(k+j)~ V (k)V (j) for all

'-. integers j and k. The set Gv of those complex f.unctions f· for wh.ich

IIf /1"= Ilf(k)I~(k) is finite constitute t "as is weIl' known t a Banach

algebra with unit if convolution is usedfor multiplication. For
+

f E Gv we set E (n)f(k) equal to f(k) if k> n and to 0 oth.erwise
j
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similarly E-(n)f(k) i.s f(k) if k::S;;; n. and i.s, 0 oth.erwiae.For C E.G
vfixed we define the Wiener-Hopf operators

+ . -
f f::: E (O)Gv ' W, (ClO)f = E (O)c:*f , f E. E (0) G

v

._-----,.._., •.~-~ , .....

. (:.'
I.

I •f EE+(O)E-(n)G "
v.

f (5 E- (0) E+ (-n) G
v

+ '-E (O)E (n)ckf

- + .= E (O)E (-n)c)(~f

We al sode fine the f ini te sec ti on Wi ene r-Ho p f ,oper a tor s-----------_.._ -.. _ -'-"._._~--"-- -._-._.__._-_ _.~._.__.._._---~_._~.: .

In 1963, GIen Baxter, Illinois Jour.' 'Mat'h., ](1963), pp. 97-103,

proved that if W+(ClO) and W-(ClO) are invertible there exists'a constant
. -1-1

A and an integer N such thatll W, (n)' II , ,11 W (n) ll::S;;; A for n;;'" N. '

It-ismy intention to survey the subsequent development of this

IIfinite ,section"'inequality.
+ ... -_.. _-_ ....-... ... - --_ ....__...... - •••• -_ • .....__ .:. ---

...... --- - -; .-

KAHANE, J.P.; ~EEE~~~~~~~~~-~~~E~E~~_E~E_~~~~~~E~~E~E~~l
ensembles de Kronecker ensembles de Dirichlet
----------------------~-----------------------

Soit E un compact sur la droite. C'est un ensemble de Dirichlet

s i 1 i ~+~n f II 1 - e i Äx II C (E) = 0 • C' e stun e ns e mb 1 e d e Kr 0 ne c k e r

si, pour toute fonction ,f continue et'de module 1 sur E,e" ~ .,' , iÄx , , .
11m 1nf llf - e llC(E) = 0.- " ,

A~CX)

On indique quelques proprietisde ces ensembles,et des proci~is

de construction. La condition 'Ne:(E) ="0 (log ~) (e:+O),'ou Ne:(E)

est le"nombre minimum d'intervalles de 'longueur e: recouviant E, "

entraine" que E est un ensemble de Dirichlet , et par suite un
,/

ensemble d"unicite.

t

i.
I'
i

t'
!,',> ....~
s
~' .

f ....
l' '.:
h
i
!.
i
i. '-

Question ouve~te: uri ensemble de Dirichlet indipendant sur les

rationnels est~il necessairement de'Kronecker? "

! .
i
I

.·~<i·

!
t'

.. '

,
!..
!
i
r .
t·
t'! .
i
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~.. '11 ... '11 •• .. ... 4' ........ ~ . _
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It is an old problem to obtain ,meaningful extensions of the Müntz-Szäsz
2 . .

theorem· to the case of two (ar more) variables.' L~t I be the unit square

o :: s, t :: 1, and C~CI2) the subspac~ of CCI 2) consisting ~f the 'functibns

that yanish where st does. One question is for which sets g of points

(m,n) with positive in~egral co~rdinates the corresponding' set cf monomlaIs

m n I 2A = {s t . Cm.n) eS2} , spans CO(I ). This pl'oblem is relatedto the question

of' sets of-"uniqueness 52 for bounded analytic 'functions . f Cz, w) •. Recent joint
~.

work with S. Hellerstein shows that A is a spa~~~ng set whenever Q has positive

upper density. Other results have been obtained, but many questions remain ..

__ .. _._.+ _.._~ __~_ _ ~ .. _ _ _ J •• ~ ' 4 ••• _., __ __ -... • .. L ...

• _ 4 : ... : .~ ••4'- __ ............ ,....0.-__...... __ •••• -.-----

B. ~EEE~~i~~Ei~~_~l_E~~~~~~~!!_~f_~i~!Ei2~!i~~2

.2f_!::!!~~_~~~2!:~.:.
• _ _ .. _.- ••••_-_ -- _ •• _ ••••-..••---- _, _.~ - - - _ _ > _._ ----:..:_-_._-----

"ec/ -
Let D be an- open set in the plane wi th connect~.complement. One may ask..

which harmonie functions in D can be.approximated (uni~ormly on compact subsets)

by potential.s of distributions of unit rnasses on aD.· It is knO\ffi that all

harmonic' functions can be so approximated ~hen D. is 'connected and bounded '.

(G." R. Mac~ane, Korevaar) or connected and unbounded, and contained in, but

not contain~ng, a half-plane (Korevaar's student J. Elkins). What can one

say when D is not connected? Por example.' let Cl and C
2

be mutually exterior

analyt~c Jordan curves, D the union of their interiors. In this case the

. class of "approximable 'harmonie functions depend's on,' anel can be deser·J..bed in

terms of, the' 'ari thmetic character of the nllJllber ui ~ 00(00) ~ where oo(z) is t'he.

hann.onic measure of Cl,~elativ~ to.the exterior of D(joint work with C.Chui).

.. . .
~ .. . ~ ··.9····

------_.. _._._._---_.__ _--~-_._. __.~-_._ ..~ .._-~._: ._ ..:.~- _..__ ..__._._-_....: .._-- .:~.._.._-----_ •.-_ _._•._--_._-----_._._-_._:._-------';'---'-:--.---.-                                   
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. '-.1,-~ ~ ~~~-' .
It is well \!that °f (x) E Lip

~ log n
f (x) - a· (x) = Cl ( )n . n.

1. then we have only the approximation

( a ( x ) = "_1_ \'n 5 J&'" ( X )) b u t f 0 r t h e
p. n+ 1 L ,k=o .

"- -." ~ 1
conJ.ugate function fex) -0 (x) =0(-) holds. In connection with

n ," n
these results P. L. Butzer raised the problem: Does, for all

f (x) G. Lip 1,

hold? Alexits and Leind.ler proved that this is not the

.. ' there exists a function f (x) 6 Lip such that' .

case, namely

wi th c > 0

1
n+l

c log n
n

About this poblem ~epresent some more general theorems, considering

the means·"· t.

In. (k+1)ß-1 \sk(x) -' fex) IP .l ~/p
k=o

(p, ß > 0)

LÖFSTRÖM, J.: Q!}_!~~_E~i:~_~~_~~!}~~Eg~~~~_e.~-~e.~~_~i~f~!.·~~~~-~~!:!~~~~
~~E_E~E~~~!i~_!~!~i~~_Y~~~~_EEe.~~~~~_~i~!:!_~e.~~~~~!
C·Q ef f i ci en t 5 •.--------------

Let E(t)f be the solutiQn of the initial value problem

(a /a t + P (D) ) u (x , t) = 0, t >0; u(x • 0 > = f (x). ( X'G:: jK d). Her e P (~) i s

homogenous. of. order m and positive for ;~~:f o. Denote by Eh·(t)f the

solution of a corresponding (esplicit or' implicit) difference scheme

wi t h c 0 n s t an t c 0 e (f i c i e n t s • ( t . = Nk. k =, Ahm, N "" l' , 2 , • • • ), wh ich i s

stable in L
p

= LpClR d ). Suppose that (Eh(t)f)"'(~),=exp(-tPh(~))f"'(~)if

/10                                   
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"".

f vanis,hes outside hl ~ I <
with order exact'ly s· in the

EO and· that p~~t)

sense that

approximates P(~)

fnl<E . Then holdso

Theorem: i) sup IIE h (t)f-E(t)fll
t

, =o(h s ) imp:).ies ,f=,o,
t~Nk P

- ii) sup 11 Eh ~t) f~E (t) fll L
t=Nk . P

= 0 (h cr) ,i'f andon I y i f ~ e' B cr, ClO ( 0 <cr ~ s) •
p

•• 01

". a 00

The space B ' is a Besov,space, which by a result by J. Peet-re canp
be defined by the norm

IIfIl Bcr,ClO'= IIfll
L

+" sup
p ..:. J . p -00 < n <+00

<P~ (~) = 1,
_"00

~~ 0 • The proof mak~s use of the concept 6f local Fourie~ multipliers

on L , a technique that can also be applie'd:-to convergenceproblems
~ d

for singular integrals on L (~-) ..
p .

Sei <t> eine positive abnehmende Funktion auf (0,1). Der RaumJ\ '(<P) .
. --'1besteht aus allen messbaren Funkt{onen f auf (0,1) mit I

1 i
IIfllqi '_~ '[cf f+dx < co, wof~die abnehmende Umordnung'von Iff be-

deutet. Für dr'ei_ Paare von, Räumen /,"(<P
i
), I\.. ("'f

i
), i = 1 ,2,./\.(cj), .1\.(1')

- wird die Frage beantwortet, ob -es riChtig sei, daß jeder lineare-

Operator ~it Norm 61 aus /UcPi) nach -J\.()&i)' i = 1,2, sich zu -~ine~
linearen Operator mit Norm::=1 aus ./\.(ep) nach .I\..(~) erweitern ,läßt.

Die n~twendigen und hinreichenden Bed{ng~ngen werden angegeben. Die

wichtigste unter ihnen: x ~~n {c/Jl(x)/}I(y)',1J2(X)/1f2(y)}~<tl(X)/"'t(y)',
o <:x:, y ~ 1, wo cP 1 (x),= f rpl (t) dt, us:v., bedeutet. Das wiChtige We,rk-

. 0 . ~ . . .

zeug des Beweises ist eine neue Relation g~f. Sie bedeutet, daß

j e der Zer legu n g f = f 1 + f 2 von 'f ,e i n e sol c he von g, g = g 1 + g 2

für die 11 g i 11'f i ~ 11 f i 11 cf i ' i = 1, 2 •

es zu

gibt,

11                                   
                                                                                                       ©



                                   
                                                                                                       ©



MASANI, P.R.:

.--J!/ '"t'"---

E~Dlicit form for the Fourier-Plancherel transform
--~--~-~--~-~-~~~-~-~-~-~~~-----~--~-~--~-~-~---~-

·~ ..- l3
A /\., ....

Let X .be a l.c.a. ·group 'olith Borel family~, and X, ]l'·'be,.the
/\

. dual entities. Letr-be a Haar meas.ure on$, and /.A. be the
, " A·

~~ique Haar measure on~ given by the Inversion Thm. for

Li"(X,B,JA:)' Let H ·=L
2

(X,B'!A.), 33
0

= {B.: B 6;$& r(B)~i~and

defi"ne H", .J{~ similarly. Write [X,o{J =.O«x), x E X& -.('GX.

We introduce the set functions

o(°G X ) B.& ..(':3

A .1\

B 613

We show that f ~s

scattered measure
A

H-valued c.a.o.s.

a H-volued countably additive, orthogana~ly",

(c • a • 0 • s .' in e a. s ure) " wh ich s pan s H, an d 'l isa
A

me~sure which spans H.

It follows that the . corresponden"ce V : f·->/ f(x) .iz dx
is a

X
unitary operator on H anto H , and that for all g G~ ~ "V~(g)

~.....

(. .
=) g (0/) .~X J da<

V" is" the. Fou~ier-Plancherei t"ransfo"rm, and V AI- is its inverse. Known

'results concerning V & V+ fol"low readily fram these explici-d-: formula:e •

"But so~e new results are also suggested pertainin~ to the case" in
A

which X
J

X have the Lepesgue"property.

-_._-~-----------------=--------------------'------------

Die Gammaoperatoren sind eine Folge linearer positiver Integral-

op eratoren, di,e in eine r gew iss en Analogi e zu den b ekann t en Ope

ratoren von Bernstein, Meyer-König und Zeller, sowie Szasz-Mirakyan.

konstruiert sind. Alle diese Operatoren hängen formal zusammen mit

~irnitierungsverfahren"und Wahrscheinlichkeitsverteilungen . Der

Na~e Gammaoperator rührt daher, daß als Kern des Integraloperators G" n
die Dichtefunktion der Gammaverteilung verwen~et wird. Das zugehörige

Limitierungsverfahren ist das von Meyer~Kön~g ein~eführte T~- Verfah

ren 'zur Limitierung von Funktionen, das auf einer Integraltransfor

mation mit demselben Kern beruht.

Es wird di~ Approximation von Funktionen mit beschränkter Variation

untersucht und die Nicht-Konkavität ~.Ordnung,stetiger Funktionen mit

Hilfe gewisser Monotonieeigenschaften der Folge ihrer G -Bilder' charak-
n

terisiert.                                    
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gibt mit·

Die Kontraktion. T des. 'Hilbertraumes heißt. von der Klasse C ) fallso
sie k ein e nun i t ä ren Be s t an d t eil b'e s i t z tundes eine Funk t ion

0'0

U (x) = .~ C '.\ n .-..-' ( )....., E: H'- , : u A =t 0)
'n '

o

u·( T) = 0 •

[HC:X::ist die Klasse der 1n de'r Einhei.tsscheibe ~olomorphen). 'be-',

schränkten Funktionen; u(T) wird als
,,~

u(T) .= lim
r-)l-Q

n
C r Tn

n.

definiert, wobei deI; ..Limes im. starken Sinne existier,t.J

z. B. g'ehören' alle Kontrak~ionen' T für die das Sp~k:t~um die 'Einheits-'

scheibe nicht bedeckt und L - T.f- T endl,{che· Spur hat ,"'zur Klas.se Co

Für T E Co. gibti~s eine "Minimalfun.ction n .,m
T

(,;)·, d.h. eine "innere"

Funktion (/mT(e )/ = 1 f .ü.) mit mT(T) = 0 und mit .der Eigenschaft,

daß a 11 e F 'u n k,.t ione n u c= H00 für die ( :;f) g i 1 t, s i nd Vi elf ach e n ( i n H QO )

von 'mT (1'1) •

Die Minimalfunkt'ic;>n spiegelt die Spektra1eigensc'haften von T wider.

Sie erm~glicht auch" invari~nte 'Teilräume zu finden. Insbesondere er

gibt sich die'Existenz nicht-trivialer invarianter Teilräume.

For the operators which occur in the theory of interpolation of

operators an adjoint ma-y be 4efined. Using this nation i't 15 .shown.

that if a linear operator is simult~neously 'af 'restricted weak types

p.,' q. : i = 0,1: then for all f'in the domain of' T we have the
1. l.

following inequality. Let h = ~ f, for al"l s-,/,.o"
<X:> . '

s h(s):=' f K(r,s) f"JC.'(r)· 'dr
o !,. _ r

13                                   
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__----.----------------=:I~
.--4"- .

where the kernel is given by

I/p·S _ 0

(2) K(rts) = M1 :I/qo

(M is a constant)

I/PI
/\ r dt

t l / ql

. .

These inequalities may be used to give particularly simple proofs

of certain interpolation theorems.

Die kla~sischen ~esultate lassen sich klarer zusammenfassen ~nd ver~

schärfen, '*Tenn man Vom Begriff der Konve.x·ität Gebra:u~h: macht. Diesen

Resultaten lassen sich mehrere neue Abschätzu~gen an die· Seite st·ellen.

The approach'. tos ca't t er i ng t he or'y d eve 10 p ed ..by Lax and· Phi 11 i psI ead s
. ,

itself ~o the stud~ of ~he' ana~yt~cpropertie~of the scattering

'matrix S(z): for th,e acoustic. probl'em'" - .

--"-."-- -'" ./

= su

ein .an ex t e rio r dema i n G wi t h u:: 0 ~ n t heb 0 und ary J G. I t can b e s h o·wn

that S(z) is meromorphic in the entire z plane a~d holomorphic -in

Im z ~O. In' the cas.e of star'-shaped bodies S (z) is eve'n holomorphic ~n

a half~plane of the form Im z ;"j3 >0. Thi·s "theory combined wi t.h a ·rec~nt

result due to Ludwig and Morawetz showsthat in the case of a convex

body, S (z) has only a f·inite. number of poles in any half-pJane of the· ·form

Im z <f">·o. Fin~lly suppose t~at then purely imagiriary poles for the .

scatt~ri~g ma~rix. for each -of ~.~o ~c~tteri~g objec~s 01 and 02 are'

ordered iiG'~J)l j=1,2, 5fJ).=:o~J)=G'~j)~ .•••• If oIe O
2

then

G' f I ) ? G f 2 ) and i f °1 is·i n a d d i t ion s t a r - s ha p e d t h e n <3~ I ) .? G'~2 )

for all n.
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POPOVICIU, E.: QQgf_~~n_~~g!ifl_~~r_ßQu~g~i~~!_iu_~g~~g_s~f_~iu

~~EE~~~~~~!~~~~~EE~~E~~

Die allgemeine Theo~ie der Interpolation, besitzt Implikationen

sowohl hinsichtlich des Studiums 'de~ beste~ Approxima~ion im_
Tschebyschefflschen Sinne a~s auch hinsichtlich des Studiums' des

-. . Verhaltens ·der. Elemente. einer M~nge im Be.zug auf ein gegebenes

Interpolati~nsverfahrer).»·ö-as ßinnvoll' furt die Eleme-nte der

batrach~~ten Menge ist o -

In dieser Arbeit wird eine Menge ~~von Funktionen betrachtet,

'die ~nteI'poliereno.n-ter Or<L.~ung in eine~ Intervall [a,b] sind 0

Die Ivlenge der tiber ta,b1 ste)tigen Funktionen. teils si'eh inl Bezug
auf ~ in zwei 'Klassen:, <Lie mit den Elementen von <fil\ , oder, kurz

,mit crs:V\ '. vergleichbaren Funktionen tUld die mit ~II\ unvergleichbaren

Funktionen. Die Klasse der mit ~lI\vergleichbareFunktionen enthält·

zwei Unterklassen, welche ~urch mit 9f~ strikt vergleichbare' I

t· .

Funktionen ge~ldet werden. Diese Unterklassen bezeichnen wir mit

t'Gfi.t·\ tc\, ~J ; +: ) und G' (08 1,1 " t OllL.,.1~)' und' sie besitzen
folgende 'grundlegende Eigenschaft: welches immer das'Funktionspaar"

\-\, E- CC~\A '). to.jb1 >t') und h? ~r:C'fiv. '/ [Y
1
b1j-J auch sei, die Differenz

. hl(x) .- h2 (x) verschwindet - mit ~eich~nwechsel - ·in höchstens n

verschiedenen Pwtlcten aus (a~b)o

.In -der Arbe.it \I/erden, einige FolgerungeD:. d.er oben angegebenen

Eigenschaft untersuch~ und' es v/erden versci;Liedene Vera.llgeme~erungs

. nioglichkeiten' dieser Eigenschaf't angegebeno E~ w~rd auf' me,hrere.

Arbeiten des Verfassers liber den Be~riff der Konyexitat hL~gewiesen~'

bewahrt.

~--.~--------_._--_..._-------_ ...__.•. ---- ...- " ....-------._.--.. ,- ._...._.. _..- ._-.. _.. - ~_ ..-•.._-_...~_ ..._.. __ .. -:---....-.~--_._--._ ........._.._._-_.-.~ ..... _- --' ......_- -.-_.-....__.__ .... ~............-......._...__.. _._-."._. ---

POPOVICIU, T.: über Approximationspolynome,. welche das Konvexitäts

verhalten einer Funktion bewahren

In vorliegender Arbeit wird bewiesen, daß das Polynom bester

Approxirn~tion .n-ten (n ~ 1) Grades der Funktion f auf den Punkten

-die Konvexität (n - 2)-ter Ordnung der Funktion f in einem Teil

intervall nicht verschwindender Länge des Intervalls [x
1

,x
n

+
2

I
.-l
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Aufgrund eines bekannten Satzes von eh. 'de la Vallee-Poussin erfreut

sich auch da·s· Polyn'om b.ester· Approximation n - te'n Grade~ einer auf

einem endli.chen und geschlossen~n Intervall steti.·gen Funktion einer·

analogen Eigenschaft.

Th e .d u a 1 i t Y t he 0 rem . r e f e r red t 0 isthe . f 0 11 0 wi n g.: Let V b e a

subspace of the normed linear, space X.' Far "each f ~~ X'
•• wI

inf lI·f - vII
Vii V

= max I"Tf /
'rt. A

where A loS the set of linear functionals on X of norm sat·~sf.ying,

TV =' o. This d u a 1 i t Y t h e.o rem .ha s f r "e g u e n t 1 Y b e e n us e d top r 0 v. i d e
lower bounds for the degree of "approximation off by elements of V.

Our prupose is to show th~t ·it can provide upper bounds' in certa'{n -.'"

cases. Our major tool is the Peano representation of T and· the

ab s e'rva t ion tha t the re su 1 ~ ·0 f app 1 yi ng T :t; ,?_._,~he ke rne 1 in tha t

representation, is a function hayi~g n? change of sign in'the

'interval under consideration.
( ,

ROONEY, P.G.:

Doetsch (Math. Zeit. 43 (1937» unified the work of Paley-Wiener

& Rille & Tamarkin relating. H spaces for the 'right .half-plane
p .

and Laplace' transformations. The' le'cturer has given several generali~
. .

zations of Dpetsch's work in" various directions (Can. J. Math.
. .

.~1 0 ( 19 5 8) J 1 1 ( 19 5 9),. I 6 ( 19 6 4 ) ). Her ewe g i v e a gen e r a 1 i z a t ion' t hat .

'unifies all these diverse previous ones'in one theory, and extends

them considerably. I .

. " ..

le
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Betrac~tet'werden f~lgend~ drei Probleme, die mit den Sätzen von

Ja~kson zusammenhängeri: A) simultane'Appr~ximation 2~ -periodi~cher

Funktionen, durch trigonometrische Polynome, B) Approximation von

Funk t ionen' in f-1) 11 d urc h .~ 19 e brais c.he. Po 1 ynome, C)' s imu 1 tane .
. --i

Approximation von Funktion,en in [-1, 1J durch algebraische Polyno~e

mit der Timansehen Verbesserung an den Intervallenden. Im iall ~)

werden vermöge verallgemeinerter de la Vallee-Poussin-Summen gute
. .

Approximationskonstanten für den Jacksonsatz··'bei der glei'chzeit.igen

Approximation erhalten.'

Im Fall B)' werden für sup {~~ (f). J feLip 11} Abschätzungen von oben und

unten angeg·eben' •.

Im Fall C) gi 1 i die Aus sage: Es' s ei fEe p. [- 1 ) D
.modulw {f(P) )ö). Dann existieren Polynome' P (X)

. n

mit dem Stetigkeits

(n""2p+l) mit der.

. ~Vl -x2) p-g . . (f» '- ·\/i-x27

er-, . t,J Cf· , - )) n . n (0 ~ .f ~ p)

oe
J (x)

n

(C(.> ). 0)
. '.,J.

mit

gestellte Problem-Tagung über Aproximationstheorie 1963 - sowie

Teljakowskii Mat. $b. ·7~(1966)).

s. Bernstein hat für eine [0) 1] defini.erte) ~eelle Funktion: f' die 'Folge

4 ...

B (f)(x)
n

n
cL

k=o.

n-k "x) , " n c' ',1, 2,

von Polynomen a~g~geb~n,die f gleichmäß~g ~pproximierent wenn f stet~g

ist.

11-                                   
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. ;

Die Punkte des Intervali~:[OJ1] kBnnen vermittels ihrer Darstellung

in baryzentrischen I<.oordi"~~~en als mögli.che Verteilu"ng der Masse auf

die Eckpu n k t e : {O} u"n"d {I} ..:" d e"s In t e r v a 11 s [0, 1] auf g ~ faß t . wer d e ~ •

Analog'zu dieser Auffassurig wird der Raum" K(S) der positiven nor-
'." ~

miert~n Radonmaße auf dem kompakten Raum S, versehen mit· der schwachen

Topologie, betrach"tet. Für gewisse Funktionen' auf K(S)' werden "Bern

steinpolynomeil erklärt und deren Eigenschaften unters~cht~

rJ d f· · · . k P ( k ). ,Let \.). enote a l.nl.te measure on ,Eucll.dean k-space Rand f.E L R ,
, -

where 1 =p -=:-. '0.0. For a> 0, we define the functio,nal D ' (f ja)
. (), p .

:= il!f(t-au)dG(u)"/i • In'terms of the behaviour of this fund"tionaL
,LP

as' a"~O ane can, by ·different choices 'of G, characterize a great
, ,

,man·y 'q.uantitie~ ,o'f inter'est· in' approxiIl?-ation theory,' including' ...,

various measu,~.es of, smo~thness, degree of 'approximation generated bY!·.
"".-...-...

~onvol~tion integrals~ etc~ '~e have proved several general theorems

establishing inequ'alities (for :fixed .f) between D~' (f ja) and
. -~ '1 , P. .

These permit us to derive, frbm-a unified so~rce, directD '"- (f ;' a) '•.
. 4..,")." P

and inverse" "Fheorems of approximation" theory, saturation theorems;·;"

and·.inequal:l.t~es relating moduli ot' smoo,thness 'of different o~ders.\

Ta pr'öve the g~ner~l theorems, the divisibility theo,ry of Fourie~.
. .

t~ansforms'is u~ed extensively. An inequality of Littlewood-Paley type

al'so plays an im·portant- r'ole·.

e"

The .objec~ o'f this paper is to investigate the convergence proper,ties

of periC?dic cubic spli,nes. which interpolate a given function at ane or

more inner, points of the given'mesh intervals. If the number, of

interpol~tory conditions in each mesh interval is more than one
. .

(as· in our Theorem 2) the deficency 6f the spline:.increase~. On the
, , .

other hand the increase of deficien~y of the splirie is compensat~d

by. the' increase in smoothness at the poi.nts of interpolation~. Thus the

/J                                   
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followlng theorem is proved:
)

• C.

I

Let f (x) G C2 [0·) IJ be I-period ic and . eP (x) E- C
2

.[0·) 1], be the·

l;';p.eriodic· cubic spline with poin·ts x'
i

' -' '.~" ~atis.f·yi~g, the conditions

i =', ".1, 2, ••• , n

\ ,~ _1
wher~' 0 ~ /\ .= 3

of fit (x),. then

or ; ~;:l ~ I. If :u~. (6')-is' th.e .modulus of continuity

; .

r '= ",0, 1 , 2. .

·e

. "

(This paper was written together with A. Meir.):

. ,

S INGE.R, I.: 22~~_!.~~~E~~_~!!~_E!:2~1.~~~_2B._2.~§~~.:.i:.E:_~·~~!~h_~"E.~.~~2.".

We make seme remarks on certain rec.ent re·sult·s on 'bases .in Banach
~ . . ~.

spaces and raise some new pro:t>lems. I'n § 1 w·e" consider" the problem,.. '---"

of 'describ~~g, up to isomorphisms, all bl~~k su~~paces w~th respect to

the various uiual bases in concrete Ban~ch spacei and,·.in particular,~.

the subspaces spanned by all· infinite"subsequence~of these hases. We

c onj ec tur e tha t exc e pt f cl r 's p ac es i s omorp hi..c to Hi 1 be r t s p ac e 1
2

, in

every 'Banach space B with a basis [zn} there exists a subspacenot

isomorphic' to any block subspa'ce with respect to (znl • The validity

of this conjecture for B = C ([0;1]) would imply the existence of a

separable'Banach space havi~g no basis. In §'2 we give a new proof

o f 0 U r j 0 i n t res u 1 t w i t h A. P e 1 ~ z y n s k- i ( S t ud i a Ma t p ., 19 6'4), ace 0 r d i n g

t 0 wh ich i n e vJrr Y i n f i n i ted im e n s .i 0 na 1 Banach 5 p ace wi t hab a s i s

there exist- two non-equivalent basis, and we raise the following.

problem:' Can every ,block ba'si6: sequence {y~ J with respect to a

symmetric basis {x
n

} of a Banach space E be extended to an unconditio

nal bas i S' ~ zn J of E? An af firma tive ':lnswer would yi e ld a s imp 1 e proof
" .

of arecent result "of J." Lindenstrau~s and M.· Zippin on Banach spaces

with a unique unconditional basis (up to a~ equivalence). Finally,

in § 3 we consider the problem of existence of bases,':having subsequences

which span non-complemented subspaces. We conjecture that every. Banach

space with a basis. not 'isomorph'ic to "1 2 • has such a basis.
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Let T
n

(f) ~e 'a, trigonometrie, polynomial of best approximation of

order n for fex) with respeet 'to the LP('1~p ~oo) norm, t1:lat is

Il f ~ T (f) 11, n Jp
= E(P)(f).

n Then we show that

(r ">0<"') 0) where r is a ~ositive 'integer, is equivalent to

E <.p) (f) _- O:\.- (~-<.X) ~. This 'gives a new characteri.zati·on of .functions
n

of the·class·.!\.(o.:';p). We extend this result tothe·class·j\(~;p,l)."

. The special case' of this 'result characterLzes a: convolution

.alg~bra given by A'. B'eurling.' This charac'terigation: t.hrows 'a :light
•• r

on the absolute conyergen~e of FO.urier' series.' These'''facts 'are

. discussed',: also.

WAL'TER, , W. : '!5~!!~!:Eg!:!!~:_~!}2_~~i:~~!:~~~~~~~_fg!_~~~_~~~~~t:~E~21!:~

~~~_Bi5hE!i~~!E~~_E!E!~2!i!Sh~~_~!~!~E~BE!!!&!~!~h2Bg~E

mit der. Linienmethode.' .',
--------~--~~--~------

, "---') . '_-:. . " '

.... >.Das C~uchy~Problem· (I ~. fO, TJ J.. iR=R 1 )

(C) ·~t ::.' f(t,x,u,u·x·:'ux~) in IxJR .' .u(O,'x)· = .. (x) für xi=lR
. . .

wird, durch Diskretisierung in x-Ri'chtung übergefünrt .in 'das Problem'
> . . .-

(eh)"· u f
• ::f(t,x., u., .(u., J~.) ;in I, u.(O) ::·"t(x.)
1. 1. 1. 1. 1. 1... ~--

wo b e.i (z. B • )

cf u. =
, 1.

u. , l-u.
,1''''' 1.

h

x. == 'ih',
1.

"')' u. '1+ u. 1-2 u ·r-<" ,1. 'f' 1. - 1.
o u. =

1. h~

h. -:> 0 fest),

~ '1 ., ~ _ • ....
~ ~ ..,.

i E 7L

ist.·Es gilt der Konvergenzsatz:' ,
. h' h

1st u· Lös. von (C) v == ~'(v.). ._ Lös. v,on' ,.(e
h
·.)

. ., . 1.. 1. € Il-

il h' { h .und. JIU·- v IJ h ::: "suP. :)u(t,x i ).- -Vi(t)/ " tEl}
so gilt, falls f(t,x,z,p,r) einer lokalen Lipschitzbedi?gu~g

in z, P , rund der Un g 1eieh u n g f r ~ <:>( ':> 0 . genü g t, ,.

0(1) falls u
xx

glm. 'stetig" und beschränkt

11 u o(h) falls u glm. stet,ig·.
xxx'

,U(h2 )falls u be~~hränkt·
xxxx· -
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Ebenso läßt sich ein Existenzssatz für das nichtlineare Problem

(e) ,beweisen. Daher' wird di'e Lösu?g u genommen als Limes .von
h ..

Näheru~gen v

Das w~sentliche methodische Hiifsmittel ist die Tatsache, daß das

System (C ) qu'asi..-monoton wachsend ,ist und damit die Th'eorie der
'h .

gewöhnliche~ Differential-U?gl.ichun&en hera~gez~~en werden~nn~'

Für g e b r 0 ehene Po ten zen ( .;.A)'6 ( 0 < ~ < r, r = 1 , 2, •••) des inf in i te

simalen Erzeugers A einer. gleichmäßig beschränkten' Hal~grU:ppe ,

.' {~(u); u';> O} von Opera toren der Klasse' (Co) auf ~inem (B) -Raum' X, gel

ten die beiden .folgenden Formeln.: ... - _._ -._-- _-'" _ ..~ .. -- •.. - .••:. _._-- _~.;..-~ - _ _-_ ----- ...--~._-.._-_.. -~ -.-.__ - .. - •.:.. :.:.:.:,_:..~+._ - ...

• I

{

f

Dabei sind d. ie Funktionen.CiOf! und p' , aus L (0 ,00) durch ihre
. -/'. ,-~Jr ~,r. 00 .'

Laplacetransformierten' J -su . ( ) cl " .' -'( J -Y (1 ' -SU) r. . . e, q u u' = s u. -e du/u
o . 0' r 1 .' " .' .

. '".

00 . 't'
(2) [I-T(u)] r f = u~ S p .(~) T(t) (-A)· fdt ~,,'

. . :. ~,r u U
. '. 0

~. .'

:.(fe:D.«(-A) )J.'u>O).~.·

und
o

J -sue (Re .s >' 0) definiert.

Aus (1) "fo,lgert man unmittelbar- die Darstellu~gs.formel

00 .

(-A)'6 f =,s-lim. f u-~[ I-T(u)] r ·f. du
e-+o+ C'()', r e ". u

zu der die Bezie~ung (2) ein~ Umkehr~~g ist~·

(e konstant),
. '(, r"

~ur Charakterisierung de~ ·Pot'enzen· (_A2)~/:. ('lS:>0) des Erze~gers A

einer Gruppe v~n Operatoren lassen sich entsprechende Relationen zu (1)

und (2) aufstellen.

Als Anwendungsbeispiel'~urdendas si?gu~äre Int~gral 'v~n Cauchy-Poisson

und die Translation,sgrupp'e betrachtet.' "
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. Bei .der Untersuchu?-g von Ru~ge-Kutta'-Verfahrenbenützt man meis.tens.

Taylorabgle{ch in Verbindu~g mit Differentialoperatoren oder Differen

tialausdrücken . Es erscheint jedoch ·güns·t.iger, direkt an 'den rekursiven ' .

. Aufbau der Runge-Ku t ta-V.erf ahren anzuknüpfen und ~ i.ch auf In t.egra tions

formeln zu stützen. Auf diesem "t-l.ege. g~la~gt man zu: einer übersichtlichen

Darstel1~~g des Res~glieds) die ti~feren Einblick in die Struktur des

Ve r fahr en·s ~ i ef er t. 'D i e~s wird. ge naue r . da.r ge l,e g t ·an den Ru~ge-Ku t t a-Ve r-. .'

fahr~n vierter Ordnung bei gewöhnlichen Differentialgleichungen (Herlei~~
.. ... ..,.... . ......

tu~g von B'edi~gu~gen für die ·Koeffizienten t . Restabs.ch·ätzungen
t

Ergän-

zu~gen und Veral.lgemeineru:ngen).·:· .

..'

;'
/

.... ".

......
/'

. . - ...

_.'~ •••••J~....

..~ ~.
. . . ~-'

. . ... ~. r ~ .'
a 1" •

• 4 .. •

..- .'

: .

: .t
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