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Integralgeometrie und Geometrische Wahrscheinlichkeit -

15.6. bis 21.6,1969

" Die zu diesem Thema erste Tagung in Oberwolfach wurde von

Herrn D.G. Kendall (Cambridge) und Herrn K. Krickeberg .

 (Heidelberg) geleitet. Sie sollte weniger der Prisentation
‘,elner groBen Anzahl kurzer ‘und .sehr spezieller Referate die-

nen, sondern vielmehr dazu, durch Gespridche in kleinem Krels

" (auf Wanderungen etwa), einen Zusammenhang ‘zwischen den oft
A'sehr disparaten Teilen dieses Gebietes herzustelkn. Frau R.
" ‘Prandafir (Bukarest) und Herrn M.J. Stoka (Bukarest) war es
‘leider nicht mdglich zu kommen; sie schickten jedoch Vortrags-

ausziige, die in diesen Bericht aufgenommen sind. Die Teilneh~-

_merzahl betrug 15, davon 10 Teilnehmer aus dem Ausland. Die
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Tagung wurde ersffnet mit einem ﬁbérblicksreferaf von Herrn
Santa16 Thematische Schwerpunkte der Tagung waren: '

.a) Stochastlsche Prozesse, deren Werteberelch aus. geo-
metrischen Objekten besteht (Geraden, Ebenen, konvexe
Korper) . :
(Bingham, Davidson, Giger, Krlckeberg, ‘Miles, Ziezold)

b) Differentialgeometrie und geometrische Wahrschelnllch-
“keit ‘
(Horneffer, Santa16 Stoka, Trandafir)

c) Anwendung integralgeometrlscher Methoden in den empl-
rischen Wlssenschaften (Kendall)

Es zeigte sich, daB hler,\hervorgegangen aus Fragestellungen
der Geometrie, leferentlalgeometrie und Wahrschelnllchkelts-
theorie eine eigensténdige Disziplin entsteht, fiir die auch
der Name "Stochastische Geometrie" bzw. "Random Geometry"
(Erickeberg und Miles) vorgeschlagen wurde. ‘
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Vortragsausziige

' N.H, BINGHAM: A class of 1imit theorems for stoohastic.grocesses

The problems considered are generalizations'of'the problem

on occupation-times for Markov proceésses considered by Darling

and Kac (TAMS 1957);'Let'{X(t,A§):tzo} be a Mgrkov process
~“with stationary transition probabilities, and let@ be a non=-

negative measurable function such that (X,Q?) satisfy the
Darling-Kac Condition (A). Consider the processes H(t,w ) =
t ) o | - _ 4
° [P, wnaw, 2z @)= s {3: B30I,

0 A 4 : : :

| We formulate and solve the problem of norming the H- and T-
processes and passing to the limit to obtain noﬂ-degenerate
limit stochastic processes, the convergence being weak withv
‘respect to the Skorokhod topology. .

R. DAVIDSON: Definition of Line Processes

-We discuss the question of whether there exist random processes
"of lines in the plane which ‘ o

| (1) are locally square- summable and possess second-order product-
.’ o moment densities T
o (2) are strictly stationary under the rigid motions of the
plane ‘
(3) are NOT doubly-stochastic Poisson.

H. GIGER: Ein Poissonprozess iiber zufdlligen Eikdrperfeldern

~

Ein Wahrscheinlichkeitsraum, dessen Elemente Systeme von ab-
zéhlbar unendlich vielen, kongruenten konvexen Korpern des
k-dimensionalen euklidischen Raumes mit existieren&er Anzahl-
dichte sind, wird wie folgt als statlonarer P01ssonprozess cha=
rakter131ert '

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein konvexer Stichprobenkdr-
per U genau n Treffer aufweist, existiere fiir alle nicht
negativen n . Sie sei bei gegebenem Erwaftungswert p der
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Prefferzahl normierbar, stetig und bewegungsinvariant in U

-und die Treffer in U seien (in prézisierbarer Weise) von-
- einander unabhanglg und relativ zu U gleichverteilt.

Denn ist der Parameter p der Poissonverteilung proportlonal

. zum Integralmittelwert der Trefferzahl uber die Bewegungen
von. U in einer Rea11s1erung des Prozesses.

. K. HORNEFFER: Eine Croftonformel und der Satz vonxStokes

-~ Es sei N eine k-dimensionale orientierte kompakte différen-‘

zierbare Untermannigfaltigkeit des JRn (mit oder ohne Rand),

6 eine Differentialform k-ten Grades auf R". G(n,1) (0<i<n)

bezeichne die Mannigfaltigkeit der 1-dimensionalen orientier-

ten affinen Teilrdume des RP®. Fir ge;G(n 1) bezeichne V(g).

das konstante (n—1)-Vektorfe1d auf R®, das durch den normier-
ten zum Vektorraum von g komplementiren (n-1)-Vektor defi-

niert ist. T sei das positive normierte k-Tangentlalfeld von.‘

N. Pir pEN, g€6(n,n-k) sei dann s(p,g): =sgn(V(g)|T), ge-

'setzt, wobei (|) die natiirliche Metrik des R" bezeichnet. Wei-

ter se£/¢‘ein invariantes MaB8 auf dem hdmogenen_ Raum

~ is0(n) . Dann gilt die folgende Verallge-
1SO(n-k)x SO(K) , o '

meinerung der klassischen Cauchy-Croffon—Formel

L

%—_ X 8(p,g)<V(g) >, (dg)=cp o ‘gm
¢(n,n-k) peent ' A _

mit einer universellen Konstanten'cn k;
X . 9

Mit Hilfe dieser Formel wird ein integralgeometrischer Beweis

: des Satzes von Stokes fiir differenzierbare Untermann1gfa1tig~

keiten des R gegeben.
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D.G. KENDALL: A Geometric_/Probabilistic Method in Archae ology

1. Call a rectangular matrix of O's and 1's a PETRIE matrix.
where, in each column, the 1's are bunched. Given aﬂy matrix
of O's and 1's, A say, we ask (I) can the rows be rearranged
to give it the PETRIE form, II (if so) which row-permutations
do this? FULKERSON and GROSS proved that (I) can be answered
if we know only ATA. I prove (Pac. J. Math. 28, no. 3, 1969)

that (II) can be answered if we know only AnT, Tet3 = aaT,

2. Suppose A is the record of an excavation: ,
aij=1/0 means "objects of type j were/were not found in
grave i", Then 3, is a similarity-matrix for graves in the
sense of chronology. | ‘ | |

3. So I use the MDSCAL procedure (J.B. KRUSKAL, Psychometrica)
initiated byz , in 2 dimensions, to recover the (unknown)
chronology of the graves. This works .(D.G. KENDALL, World
Archee ology 1, no. 1, 1969; also forthcoming paper in Proc.
Roy. Soc. (4)). ‘

K. KRICKEBERG: Invariante Zerlegungen von Ko#érianzmaﬁen

Es sei Y ein lokalkompakter Raum mit abzihlbarer Basis,Z

eine in Y stetig und eigentlich von links wirkende lokal-

kompakte Gruppe mit abzihlbarer' Basis, ~s die durch & in Y _de-'
| . finierte Kquivalenzrelatio'n und {7 irgendein lokalkompakte;'

‘ - Darstellungsraum fiir Y/~ ,d.h. es gebe eine (im folgenden fest-
gehaltene) stetige Abbildung r von Y auf ", so daB '
r(x)=r(y) gleichwertig ist mit x ~ y. Zu jedemferexistiere
ein, und bis auf einen positiven Faktor nur ein, auf der Faser
Y. =r'1{(}f} konzentriertes gegen £ invariantes (positives Ra-
donsches) MaB‘ZZ,. in Y. Unter diesen Voraussetzungen ist ein MaB
YV in Y dann und nur dann invariant gegenﬁberot ,wenn es sich

vl e

darstellen 148t mit einem MaB X ,' filir das dieses Integral exi-
stiert (z.B. im Sinne von N. Bourbaki, Intégration des mesures).
Als Beispiel dieses ZerlegungsPrinzips wird der Fall des Ko~
varianzmaBes Y (Ax B)=E(Z(A)Z(B)) eines von 2. Ordnung statio-
ndren zufdlligen positiven MaBes Z im Raum X=R><S1 aller orien-

in der Form
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tierten Geraden der Ebene behandelt, wobei Y=X2 und & die durch
die Bewegungen der Ebéne induzierte Gruppe ist. Aus der durch

Bedingungen iiber K ausgedriickten Invarianz von V gegenuber der
Abbildung (w,w')—> (w',w) ergibt sich auf diese Weise die In-

. varianz von X gegenuber Reflexionen in der Ebene, wenn dle Paare

| antlparalleler Geraden das V ~-MafB Null haben.

R.E. MILES: DPoisson Flats in Euclidean Spaoe

Blaschke (1935) determined the invariant demsity b of integral
geometry in the space S of s-flats in Euclidean d- spaoe '

E (O<s<d) The Poisson point process in S with intensity pro-
portional to b induces. the Poisson flat process 3) in Ed, which
is consequently stochastically homogeneous and isotroplc. The num-

ber of members of ?hlttlng XcE? has a Poisson {f) Mg_ S(X)} distri-

bution, where M, _ S(X) represents mean (d-s)-dim. projection con-
tent, and the constant p is the intensity of j-) A naturally de-

fined ergodic density f for 7) , the aggregate of ordered n-sub-'

n
sets of ﬂ), is simply related to the product dens,ltyT'b The

d

association of an arbitrary subset of E® with each member of ?

subject only to the association being translation invariant, leads

- to ergodic densities flgm) for the sub-aggregate of members of ‘Pn

DFG

whose associated sets are hit by exactly; m (excluding the "con-
stituent" n) 'members ‘ofJ). This procedure often serves to nor-
malize fn’ thus yielding probability distributions of interest.
Various generalizations and applications are discussed.

Pl , :
L.A. SANTALO: Mean values and curvatures

1. Let K be a cbn’irex body in E4. Let G be the group of iso-
metries of E, and let gdK denote the image by g& G of the
boundary ©K. We find the expected value of)(( aKﬂgB'K)=
characteristic of Euler-Poincaré. Conjecture: X<2 The con-
jecture is true for rectangular parallelepipeds.

2. Let X® be a compact differentiable manifold of dimension n
imbedded in E . Let T(q,), (p) be the tangent fiber of order
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.
- q over peX (= linear space spanned by the vectors 3/9 x1,...

q/ éxq) Let r‘ be the set of all linear subspaces of

En+N which are contained or which conta:.n some T(q)(p) and are
orthogonal to a (n+N-r)-flat through a fixed point O, say

L, *N-r(o) The r-th total absolute curvature of order q of
x® is defined as the mean value of the measure of the set
P NL (0O). Some particular cases are considered.

n+N-r

M.I. :STOKA: Measurable groups and measure of famllies of mani-
folds. ' ’

Let X be a homogeneous space of n dimensions of Cbordinates o
x1 900 ,Xn. |

Def. 1, We-call _measurable,I&ie: group a group which admits a unique
integral function, up to a multiplicative constant.

Th, 1. The necessary and suffic1ent condltlon for the . group
= [X f= gh P i, (i=1,000,m; h-1,...,r)] to be measurable is that

it be transitive and that the following'relations be satisfied:

uv? ?"‘% z ‘Cu§£§ =0,(1,j,u, v=1,...n; {= 1,..,,r o(-n+1,...

eeesT) where cgo’ is ‘the constant of structure of the group, and

'@V is the rec1procal of the elementg from the non-null deter-
“u

mant of the matrix “gﬂ, [] . .
Let be, in the space x?, a q-dlmensional famlly ?r— of manifolds

'\Z‘, defined by the equations F (x yeee XD, o( Yooy oLq) =0, (X —1,...
cee ,n—P), where o( seeay o(_q are essential parameters, and T be a
continuous transformation which leaves completely invariant the

family ‘?‘q' The setG={T} forms a Lie group. Let S€¢ & be a trans-

formation having the property S\?’ P for any 1}; € ?q? ‘The
set g={S} forms an invariant subgroup of 9

4
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Def, 2.We call the group G= /@;the invariance maximum group of

Sté. For any invariance group Gr of\ga we attached in the space

x4, of the parameters of qu, a family of transformations,Hf(oL).
Th, 2. The familnyr(oL) forms an isomorphous group with G..

Def. 3.Supposing that the group H, is measurable and admits the
integral invariant function I(OL), we call measure of a set

0L C 9{1, With respect to the group Gr:/LG,,.(OL)_: (g( l;(é()l'do(.

R. TRANDAFIR: Problems of integral geometry of lattlces 1n a.
homogeneous space. '

T e A ekem i e o et a maTyt ABE - - O sens P, - PR P . Cmm———

Let X be a hombgeneous space of n dimensions of coordinates
1,x2,...,xn, and G the maxlmum group of motlons (transitive)

~of this space.

Definition. By a lattice of fundamental domains in a homogeneous
space we mean a sequence of domalnsci c{1,..., whlch satisfies
the following conditions'

: 1) each point of the space belongs to a single domain Gﬁi,

2) each'domain4xi can'be.superposed overo( by a motion T, of the

space which superposes each doma1n<ih over a domain o(k, i.ea
by a motion of the space. that leaves the lattice 1nvar1ant

Letl( be a fixed flgure contained in the .fundamental cellnx and X
a moblle figure in X®. We then have

[ 2onne ko= PR N o

{knkrdy &,

where f is an integrable function of the flgure‘R,/1L¢, and dGK
- by

is a kinematic elementary measure of the group G :

By means of this formula one can deduce some theorems relatlve

to these lattices.

K4
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H. ZIEZOLD: Uber die Eckenzahl zuf#lliger konvexer Polygone

Es wird ein Dualitltssatz vorgestellt, der besagt, daB der Er-
wartungswert der Eckenzahl der konvexen Hiille von n\ nach einer
(besiiglich des Lebesgue-MaBes totalstetigen) Wahrscheinlichkeit
P im R‘2 verteilten Punkten gleich ist dem Erwartungswert der -
Eckenzahl gewisser Polygone, die von n nach Pd” -1 verteilten
- Geraden erzeugt werden, wobei d eine geeignéte Dualitdt ist.

Ferner wird fiir zwei Klassen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen .
~im R2 das asymptotische Verhalten der Erwartungswerte der Ecken-
' - zahl fiir n——>00 angegeben.

U.Krause (Heidelberg)
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