
MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH'

Tag. u ,n g s b e r ich t 181 1969

Integralgeometrie und Geometrische Wahrscheinlichkeit,

15.6.- bis 21,.6.1969·

. Die zu diesem ~hema erste Tagurig'in Oberwolfach wurde von
Herrn D.G. Kendall (Cambridge) und Herrn K. Krickeberg .. , .
(Heidelberg) geleitet. S~e sollte weniger ,der Präsentation
e~ner großen Anzahl kurzer 'und, ,sehr spezieller Referate die-

, .

nen, sond~rn vi'elmehr dazu, durC?h Gespräche in kleinem Kreis

(auf Wanderungen etwa), ·'einen Zusammenhang 'zwischen den .oft

sehr disparaten Teilen dieses·Gebietes herzusteIen. Frau R•.
"Trand~fir .(Bukarest) und'Herrn M.J. Stoka (Bukarest) war es

, .

,leider nicht möglich zu kommen; sie schickten jedoch Vortrags~

auszüge,. die in diesen Bericht aufg~~6mmen sind. Die Teil~eh­

.. merz'ahl betrug 15, davon 10' q:'eilnehmer aus dem Ausland. Di~

Tagung wurde eröffnet mit einem Uberblicksreferat von Herrn'
Santalö'. Thematische' Schwerpunkte der Tagung waren:

.a) Stochastische· Prozesse, deren Wertebe~·e.ich aus. geo~
metrischen Objekten besteht (Geraden, Ebenen, konvexe

Körpe,r).

(Bingham, D~vidson, Giger, Kr~c~~berg"'MileB, Ziezold)

b) Differentialgeometrie und. geometrische Wahrscheinlic'h­
keit
(Horneffer, santa16~ Stoka, Tranaafir)

c) Anwendung integralge~metrischer Methoden in den empi­
rischen Wissenschaften (Kendall).

Es zeigte sich, daß hier" hervorgegangen aus Fragestellungen
. .

der G~ometrie, Differen~ialgeome.tr1eund Wahrscheinlichkeits-

theorie eine eigenständlg~ ~1szip11n entsteht, für die'·auch
der Name "Stochastische Geometrie" bzw. "Random Geometry"
(~ickeberg und Miles) vorgeschlagen wurde.
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Teilnehmer

~ ~.H. Bingham, Cambridge (England)
R•. Davidson, Cambridge (England)

N. Dinculeanu, Bukarest (Rumänien)~

H. Giger, Bern (Sch~eiz)', r

H.R. Gnägi, Bern (Schweiz)
, i

K. Horneffer, Göttingen
.D.~. Kendall, Cambridge (England)

.. U. Krause, ,Heidelberg

K. Krickeberg, Heid~lberg

H. Ku~le,'Göttingen

R.E. Miles, Canberra (Australien).

L.A. Santa16,· Buenos Aire~ (Argentinien)
M."J. Stoka, Bukarest. (Rumänien).

" .

R. Trandafir, Bukarest (Rumänien)
H. Ziezold·, Heidelberg·
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Vortragsauszüge

N.H. BINGHAM: A olase of limit theorems for eto~haat10.pr~cesses

.- .

The problems considered are generalizations' of the problem"
on occupation-times f~r Mark~v ~r~cesses considered by Darling
and Kac (TAMS 1957) .". Let" {x( t, /,J ): t>o} be a Markov proce'ss

...- ··with 'stationary transition probabilities, and let ~ be "a non"':

negative measurable function such that (X,~) satisfy the

Darling-Kac Condition (A). Consider the processes H(t,~ ) =
t

. ~~(X(u,tJ »d~, T(r; GJ)= sup {t: H(t,lV)<r}.
o

We formulate and ·solve the problem ofnorming t~e H- and T­
processes a~d passing to the limit to'obta~n non-degenerate
limit stochastic processes, .the convergence being weak with

.respect to the Skorokhod topologi.

R. DAVIDSON: Definition of Line Proc·e"sses

·We diseuss the question öf whether there exist random processes
. cf lines in the plane which

(1 ) are locally square~summable and possess second~order pro~uct..' moment densities
t. ~ .. _ ....

(2) are strictly stationary under the rigid motions of the
plane

(3) are NOT doubly-stochastic Poisson.

Ho GIGER: Ein Poi'ssonprozess über zufälligen Eikörperfeldern

Ein Wahrscheinlichke.i tsralim, dessen Elemente Systeme von ab­

zählbar unendlich vielen, kongruenten konvexen Körpern des
. . . \

k-dimensionalen euklidischen Raumes· mit existierender A~zahl-

.dichte sind, wird wie folgt ale stationärer'Poissonprozes~cha~

rakterisiert.
Die Wahrscheinlichkeit dafür., daß ein konvexer Stichprobenkör­

per U genau n Treffer aufweist, existiere für alle nicht
negativen n. Sie sei bei .geg~benem ~rwartungswert p der

--- - ~--------
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,Trefferzahl normierbar,. stetig und bewegungs~nvariant in U ..

, und die Treffer in U seien. (in präzisierbarer Weise) von­
einander unabhängig und. relativ zuU gle·ichverteil"~.

Dann ist der P~rameter p. de~Poissonvertei.lungproportional
zUJ;D Integralm~ tte.lwert ..·.d.~r Trefferza~l. ü1?er di'e' Bewegungeli.
von· U in ein~r R~~li'si~rung des Prozesses.

K. HORNEFFER":· Eine Croftonformel· und der Satz von-)Stokes.

Es sei ·N· eine k-dimensionale orientierte kompakte dif~eren­

zierbare Untermannigfaltigkeit des .mn (mit oder ohne Rand),

6.leine Differeritialform k-ten Grades a~f mn • G(n,l) (Oi1i n )· e .
bezeichne die Mannig~altig~eit der 1-dimension~len orientier-
ten affinen Teilräume des' !Rn. Für gEG(n,1) bezeichne V(g) .

das konstante (n-1)-Vektorfeld auf ffin, das durch den riormier~

ten zum Vektorraum von g' komplementären (n-1 )-Vektor' de'fi-

niert ist. T sei das positive normierte k-Tangentialfeld von·
N. Für pEN, gEG(n,n-k) sei dann s(p,g): =sgn(V(g)!T·)p ge- .

. setzt, wobei CI) die natürliche Metrik des' \Rn bezeichnet. Wei"':

ter se~ein invariantes Maß auf dem homogenen Raum·

( )~ iSO (n) • Dann gilt die folgende Veral1ge-.
G n,n-k - iSO(n-k)x SO(k)

meinerung der klassischen Cauchy-Crofton-Formel

J .L s(~,·~)<V(g),6.) >p (dg)=cn,k (Q
. p€g"N' . '"*G(n,n-k)

mit einer universellen Konstanten cn,k.

Mit Hilfe dieser Formel ~ird ein integralgeo~etrisc~erBeweis
. .

des Satzes von stokes für differenzierbare Untermannigfaltig-
keiten des Rn gegeben.

e·
! '
i

·1

. !
I

I

, I

. !
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D. G. KENDALL: °A Geometrlc/Probabilistiu Method in Archae ology

1. Calla rectangular matrix cf.Ots and 1'8 a PETRIE ma~rix~

whereJin ea~h col~n, the 1'8 are bunched. Given. any matrix

of O's and °1 's, A say, we ask (I) can the rows be rearranged °

to give i~ the PETRIE form, II (~so) which row-permutations
da this? FULKERSON and GROSS proved that (I) can be answered
if we know only ATA. I prove (Pac. J. M~th. 28, no. 3, "1969)

that (11) can be answered if we know only AAT.. Let L = AAT.

2. Suppose A is the record of an excavation:
a ij=1/0 means "objects of type j were/were not found in

grave i". Then L is a. similarity-:matrix for graves." ir+ the
sense of chronology.

3. So I~· use the MDSCAL ·procedure (J. B. KRUSKAL,. Psychometrica)

initiated by2: , in 2 dimensions, to recover the (unknown)
chronology·of the graves. This works.(D.G. KENDALL, 'World
Arc~~ology 1, no. 1, 1969; also ~orthco~lng paper in Proc.

Roy. Soc. (A) e

K. KRICKEBERG: Invariante Zerlegungen von Kovarianzmaßen

Es sei Y ein loka~kompakter Ra~ mit abzählbarer Bas1s,dC
eine in Y stetig und eigentlich von links wirkende lo~al­

kompakte Gruppe mi;t abzählbarer- BaSis-,,·,"-J die durch;t in Y .de­

finierte Äquivalen~relationund r irgendein lokalkompakter
Darstellungsraum für y/~ ;d.n~ es gebe eine (im folgenden fest~

gehaltene) stetige Abbildung r von. Y ,auf r , so daß
r(x)=r(y) gleichwertig ist mit x AJ y. Zu jedem 1'<:' r existiere
ein, und bis auf einen positiven Faktor nur ein, auf der Faser
Yr =r-1{;r1 konzentriertes gegen~ invariantes (positives Ra~
donsches) Maß T in Y. Unter- diesen Voraussetzungen .ist ein Maß
"V in Y dann und n.ur dann invariant gegenüberet ,wenn""es sich
in der Form

v "=.Ir T i<. (d t )
darstellen läßt mit einem Maß k , für das dieses Integral exi­
stiert (z.B. im' Sinne von"N. Bourbaki, Integ·ration d'es mesures).

Als Beispiel dieses Zerlegungsprinzips wird der Fall de·s Ko­

varianzmaßes ')I (A>< B)=E(Z(A)Z(B)) eines von 2. Ordnung statio­
nären zufälligen positiven Maßes Z" im Raum X=R x 81 aller orien-
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tierten' Geraden der Ebene behandelt, wobei y=x2 und ;t die' 'durch
die Bewegungen der Ebene induzierte. Gruppe is't. ',Aus der durch

Bedingungen üb~r }l. ausgedrückten Invarianz von)T gegenÜber der
Abbildung (w,w')~> (w',w) ergibt sich auf diese Weise die In­
varianz von U geg7nüber Reflexionen in der Eb~ne, wenn die' Paa~e .
antiparalleler ~eraden das V-Maß Null haben.

R.E. MILES: Poisson Flats in Euclidean Space

_ .1

••

Blaschke (1935) determined the invariant density b of integral
geometry in the 'space S of s-flats in Euclidean d-space
Ed(Ois<d). The Pofsson point process in S with intensity pro­
portional to .. ob.. induce~. the Poisson' flatprocess .!Pin Ed , which
is cons.equently stochastically homogeneous and isotropie., The num­

ber of members o"f !I' hitting XCE
d has a Poisson {f Md- s (X)} distri-

bution, whe~e Md_s(X )represents mean (d-s)-dim. projection con­
tent, and the constant p is the intensi ty of :P. A naturally de­
fined ergodie density f n for ·l'n' the aggregate of o~dered n-sub~

sets of .p, 18 simply related to .the product density Tl b. The
1

association of an arbitrarysubset of Ed with each member of 1'n'

. !

. :

~

subject only to the association being translation invariant, lead's
to ergodie densities f~m) for the 'sub-aggregate of members of JPn
whose associated sets are hit by exactly- m (excluding the "con­
stituent" n)members of!P. This procedure often serves to nor­
malize f n , thus yielding probabilitydistributinns of lnterest.
Varibus generalizations and applications are discu~sed~

I

L.Ae SANTALO: Mean values and curvatures

1 • ~ "Let K be a convex. body ··in E4 •.Let G be the group of iso­

me:tries of E4 and let g'2> K denote the imageby gE G of the
boundary dK. We find the expected value ofX(0K11 gO'K)=

characteristic of Euler-Poincare. Conjecture:Xi2. The 'con­
j'ecture 18 true for rectangular parallelepipeds.

2. Let Xn be a compac·t diffe:rentiable' manifold. of dimension' n

imbedded in En+N• 'Let T(q~ (p) be the tangent fiber of order

,.
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q over p EXn , (= linear space spanned by the vectors ale> X 1 ' ....

oq/ dx~). Let rr be the set of all linear subspaces of

En+N which are contained o~ which contain·some T(q)(p) and are

orthogonal t6 a (n+N-r)-flat through a fixe~ point 0, say
Ln+N_r(O). The r-th total absolute curvatureof order q of

Xn is defined aso the mean' value of the measure of the set

r r(\Ln+N_r(O). Som.e particular cases are considered.

M.!. ":STOU: Measurable graupe and measure cf "families of mani­

folds.

Let Xn be a homogeneous space of n dimensions of c90rdinates
1 nx , •• o,x e

De!. 1. We-call measu~able Lie"group a group which admits a unique
integral function, up ··~o a 'multiplicattve constant.

Th. 1. ~he necessary and.~~fficient condiiion for the.group

Gre [xhf=~~'Oif,(i=1;.,... ,n; h=1, ••• ,r)] to be measurable is that

\

'it be transitive and that the following'relations be satisfied:
• • • I

t ' i. 'r~ - 'l4. - V ,.f, i. - Mo ..,. e ..... .
c~v }~ 7-f, "3) 3" -Clul( 5t }.;. :0, (~, J ,u,v=1, ••• n; =1,. ,." ,r; 0( =n+1 , •••

••• ,r) where c:t is'the constant of st~cture of the group, and

5~ is the reciprocal. of the ele~entt: from the non-null deter-

mant of the matrix II~i 11 .,' ,
Let be, in the space Xn , 'a q-dimensional family g;-q of manif~lds

:~ d'efined by the equations F~ (x1" ••• ,xn , 0(1, .... , olq)=O, <).. =1, •••
. 1 . ' .

••• ,n-p), where oc ' •• 0' ~q .are essential parameters, and T be a
continuous transformation which leaves .completely invariant·the
family J:'q. The set tJ-= {T} :f0:rms a Lie group.. Let SE er be a trans-

:formation having ~he ,pro~erty 's~ = Vp for any . 1J; € ~q. The

set g= {S'} :forms an invariant supgroup of '1.
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Def. 2.We call the group·G= ~the invariance maximum group of
~q' For any invariance.group Gr Of~ we attached in the space

·Xq , of the parameters of ,q:-.q' a fa.mily of transformations, Hr ( d... ) •
~.. ~

·Th. 2. The family Hr(ot) forms an isomorphous group with:Gr •

Def. 3.Supposing that the group Hr is measurable and admits the
integral invariant function I(~), we call measure of ~ set
Ol, c :J:q , with respect to the groupGr:)A..: (OL)= r II( o() I'do'. •

.1' ~~ . ~
ö<.. - ' " "

R. TRANDAFIR: Problems of integral geometry of lattices in a 4t
homogeneous space.

Let Xn
be a homogeneous space of n dimensions of coordinates

·1 2 n' '.x ,x , ••• ,x, and Gr themax1.mum group of motions (transitive)
. ·of this space.

,Definition. By ~ lattice of fundamental domains in a ho~ogeneous

space we mean a sequence of domains ~o' o{1 ' ••• , which satisfies
the following conditions:

1) each point of the space belangs to a single domain 0(.,
,.1.

2) each' domaino(i can be. superposed overo{o by a motion Ti of ·the

space which. superposes each qomafn.?-h over a domain o(.k' i. e·
o

e
by a motion of the space ",: that leaves the lattice invariant.

Let 1<0 be a fixed figure contained in the~fundamental cello(o and)<,
a mobile figure in Xno We then have . ,

f f( No f) ,/I( )dG M = J[4: f(~i kot) k,)J dGJ<.,
{k.,fl}<t<kj . r 0(6 1. .. r

where f 1s an integrable function of the figure Uo 11 J.l.' and dG/<'
. . . r

1s a kinemat1c elementary m~asure of the group Gr •

By mea~s of this formula one can deduce some theorems relative
to these lattices •.

',I
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H. ZIEZOLD: Uber die Eckenzahl zufälliger konvexer Polygone

Es wird ein Dua11tätesatz vorgestellt, der besagt, daß der Er~

wartungswert der Eckenzahl der konvexen Hülle von ~ nach einer
(beiüg11ch des Lebesgue-Maßes totalstetigen) Wahrscheinlichkeit
P im R2 verteilten Punkten gleich i~t dem Erwartungswert der'
Eckenzahl gewisser Polygone, die von n nach per-1 verteilte~

Ger~den erzeugt werden, wobei öe1ne geeignete Dualität 1st.

Ferner wird.für zwei Klassen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
im R2 das asymptotische Verhalten der Erwartungswerte der Ecken­

e zahl für n-)oo angegeben.

"'," ..

. . '1

d .

. . ~ !

' .

,- ~-- ..-

U.Krause (Heidelberg)
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